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Аннотация. Наследственный класс — это множество обыкновен-
ных графов, замкнутое относительно удаления вершин, каждый та-
кой класс задаётся множеством своих минимальных запрещённых
порождённых подграфов. Если это множество конечно, то класс на-
зывается конечно определённым. Понятие граничного класса явля-
ется полезным инструментом анализа вычислительной сложности
задач на графах в семействе конечно определённых классов. Зада-
ча о доминирующем множестве для заданного графа состоит в том,
чтобы определить, имеется ли в нём такое подмножество вершин
заданной мощности, что каждая вершина вне подмножества имеет
хотя бы одного соседа в подмножестве. Ранее для данной задачи
было известно ровно 4 граничных класса (если P 6= NP). В этой
работе рассматривается некоторое счётное множество конкретных
классов графов и доказывается, что каждый его элемент является
граничным классом для задачи о доминирующем множестве (если
P 6= NP). Также доказывается NP-полнота данной задачи для гра-
фов, не содержащих порождённого 6-пути и 4-клики. Это означает,
что множество известных граничных классов для задачи о доми-
нирующем множестве не полное (если P 6= NP). Библиогр. 11.
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Введение

В настоящей работе рассматриваются только обыкновенные графы,
т. е. неориентированные графы без петель и кратных рёбер. Она является
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продолжением работ [1, 2], в которых исследовались так называемые
граничные классы графов для задачи о доминирующем множестве.

Класс графов называется наследственным, если он замкнут относи-
тельно удаления вершин. Хорошо известно, что каждый наследственный
и только наследственный класс X определяется множеством Y своих ми-

нимальных запрещённых порождённых подграфов (т. е. минимальных
относительно удаления вершин графов, не принадлежащих X ), это при-
нято записывать так: X = Free(Y). Графы из X называются Y-свобод-

ными. Если наследственный класс задаётся конечным множеством своих
минимальных запрещённых порождённых подграфов, то он называется
конечно определённым.

Пусть Π— какая-нибудь NP-полная задача на графах. Наследствен-
ный класс с полиномиально разрешимой задачей Π называется Π-про-

стым. Наследственный класс, для которого задача Π NP-полна, назы-
вается Π-сложным. На протяжении всей работы предполагается, что
P 6= NP, и это условие не включается явно в формулировки соответ-
ствующих утверждений.

Наследственный класс X называется Π-предельным, если существует
бесконечная последовательность X1 ⊇ X2 ⊇ . . . из Π-сложных классов

графов такая, что X =
∞⋂
i=1
Xi. Минимальный по включению Π-предель-

ный класс называется Π-граничным. Понятие граничного класса графов
введено В. E. Алексеевым в работе [3]. Значение этого понятия раскры-
вает следующая теорема (см. [3, 4]).

Теорема 1. Конечно определённый класс графов Π-сложный тогда
и только тогда, когда он содержит какой-нибудь Π-граничный класс.

Доминирующим множеством графа G = (V,E) называется подмно-
жество D ⊆ V такое, что каждая вершина из V \ D имеет соседа в D.
Мощность наименьшего доминирующего множества графа G называет-
ся его числом доминирования и обозначается через γ(G). Задача о доми-

нирующем множестве (задача ДМ) для заданных графа G и числа k
состоит в том, чтобы проверить, выполняется ли неравенство γ(G) 6 k.

На данный момент для задачи ДМ известно ровно четыре гранич-
ных класса (см. [1, 2]). Первый из них — класс T , состоящий из всевоз-
можных лесов, каждая компонента связности которых является деревом
с не более чем тремя листьями. Второй — класс D, состоящий из графов
рёберных к графам из класса T . Для определения третьего и четвёртого
граничных классов понадобятся операторы Q и Q∗ над графами, а также
понятие наследственного замыкания класса графов.

Пусть G = (V,E) — произвольный граф. Через Q(G) обозначим граф
на множестве вершин V ∪ E, в котором
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E(Q(G)) = {xy | x, y ∈ V, x 6= y}
∪ {xe | x ∈ V, e ∈ E : x инцидентна e в G}.

Пусть G = (V,E)— субкубический граф, т. е. граф со степенями всех
вершин не более чем 3. Через V ′ обозначим множество всех его вершин
степени 3. Положим V ′′ = V \ V ′. Граф Q∗(G) имеет множество вершин
V ′′ ∪ E и множество рёбер

E(Q∗(G)) = {xy | x, y ∈ V ′′, x 6= y} ∪ {xe | x ∈ V ′′, e ∈ E :

x инцидентна e в G} ∪
⋃

x∈V ′

{e1(x)e2(x), e1(x)e3(x), e2(x)e3(x)},

где e1(x), e2(x), e3(x)— рёбра, инцидентные вершине x.
Пусть X — произвольный класс графов, а F — какой-нибудь оператор

над графами. Через F (X ) обозначим множество {F (G) | G ∈ X}. Через
[X ] обозначим наследственное замыкание X , т. е. множество всех гра-
фов, порождённых в графах из X . Через Q и Q∗ обозначим множества
[{Q(G) | G ∈ T }] и [{Q∗(G) | G ∈ T }].

Классы Q и Q∗ ДМ-граничные. Этот результат обобщается в насто-
ящей работе. Для ребра xy произвольного графа его l-подразбиение,
где l— целое неотрицательное число, состоит в удалении этого ребра,
добавлении вершин z1, . . . , zl и рёбер xz1, z1z2, . . . , zl−1zl, zly. Операция
1-подразбиения ребра называется просто подразбиением ребра. Опера-
ция, обратная к l-подразбиению, называется l-стягиванием. ЧерезQk(G)
обозначим результат 3k-подразбиения всех рёбер вида xe, ye графа Q(G),
где e = xy ∈ E(G). Через Qk обозначим множество [Qk(T )]. Отметим,
что Q0 = Q. В этой работе доказывается, что при любом k класс Qk ДМ-
граничный.

В работе [5] была получена полная классификация сложности задачи
ДМ для моногенных классов, т. е. наследственных классов, определя-
емых ровно одним запрещённым порождённым подграфом. Она в ней
сформулирована в терминах явного описания соответствующих подгра-
фов. В терминах ДМ-граничных классов это можно переформулиро-
вать так: моногенный класс ДМ-простой, если он не включает ни один
из классов T ,D,Q, в противном случае он ДМ-сложный. В [6] полу-
чен аналогичный результат (и с той же формулировкой) для семейства
наследственных классов, определяемых минимальными запрещёнными
порождёнными подграфами с не более чем 5 вершинами каждый.

По сведениям авторов этой работы на данный момент для задачи
ДМ не получено полных дихотомий её сложности в семействах наслед-
ственных классов, определяемых двумя минимальными запрещёнными
порождёнными подграфами или минимальными запрещёнными порож-
дёнными подграфами с не более чем 6 вершинами каждый. В данной
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работе делается новый шаг в обоих этих направлениях. А именно, дока-
зывается, что класс графов, определяемый запрещением порождённого
пути с 6 вершинами и полного подграфа с 4 вершинами, ДМ-сложный.
Отсюда и из теоремы 1 следует, что существуют ДМ-граничные классы,
отличные от T , D, Qk (k > 0), Q∗.

Интересующийся читатель может обратиться к обзорным работам
[4, 7], в которых просуммированы последние на тот момент достижения
в области граничных классов графов. В частности, возможны контину-
альность множества граничных классов (см. [8]) и достижение полно-
го описания граничных классов для неискусственных задач на графах
(см. [9]).

1. Некоторые определения, обозначения и факты

1.1. Графы, подграфы и операции над ними. Как обычно, че-
рез Pn, Cn,Kn обозначаются простой путь, простой цикл и полный граф
на n вершинах соответственно. Графы Pn и Cn называются n-путём

и n-циклом соответственно. Через Kp,q обозначается полный двудоль-
ный граф с p вершинами в одной доле и с q вершинами в другой доле.
Граф diamond получается удалением ребра из K4, а граф butterfly полу-
чается отождествлением двух треугольников по общей вершине.

Графы P ′
k и C ′

k получаются добавлением 3-пути (x, y, z) к Pk и Ck

соответственно, где x, y, z 6∈ V (Pk) и x, y, z 6∈ V (Ck), и ребра yv, где v—
конец Pk или v ∈ V (Ck). Графы P ′′

k и C ′′
k получаются добавлением ребра

xz к P ′
k и C ′

k соответственно. Граф Ce
k,l получается отождествлением Ck

и Cl по одному ребру.
Граф A1 изоморфен C ′

3, граф A2 изоморфен C ′′
3 , граф A3 получается

из A1 подразбиением yv, граф A4 получается из A3 удалением ребра,
инцидентного его вершинам степени 2, граф A5 получается из A4 под-
разбиением его ребра, инцидентного вершинам степени 2 и 3.

Пусть G = (V,E)— граф, а V ′ ⊆ V — некоторое подмножество его
вершин. Через G\V ′ обозначается результат удаления из G всех вершин,
принадлежащих множеству V ′.

Через G обозначается граф, дополнительный к графу G. Операция
дизъюнктного объединения графов применяется только к графам с непе-
ресекающимися множествами вершин. Для графов G1 и G2 через G1+G2

обозначим их дизъюнктное объединение. Через kG обозначим дизъюнкт-
ное объединение k графов, каждый из которых изоморфен графу G.

1.2. Классы графов. Монотонным классом графов называется на-
следственный класс, замкнутый ещё и относительно удаления рёбер.
Каждый такой класс задаётся множеством своих минимальных запре-

щённых подграфов (т. е. графов, минимальных относительно удаления
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вершин и рёбер, не принадлежащих классу). Если оно конечно, то он
также называется конечно определённым. Если X — монотонный класс
графов, а Y — множество его запрещённых подграфов, то X = Freem(Y).
Через G обозначим множество всех графов, а через G3 — множество суб-
кубических графов.

1.3. Специальные подмножества вершин. Независимым мно-

жеством графа называется произвольное его подмножество попарно
не смежных вершин. Мощность наибольшего независимого множества
графа G обозначается через α(G). Вершинным покрытием графа на-
зывается такое подмножество его вершин, что каждое ребро графа ин-
цидентно хотя бы одной вершине из подмножества. Кликой графа на-
зывается любое подмножество его попарно смежных вершин. Нетрудно
видеть, что для любого графа G = (V,E) его подмножество вершин V ′

будет независимым множеством G тогда и только тогда, когда V \ V ′

будет вершинным покрытием G или когда V ′ будет кликой в G.
Задача о независимом множестве (задача НМ) для заданных гра-

фа G и числа k состоит в том, чтобы определить, выполняется ли нера-
венство α(G) > k. Класс T НМ-граничный, более того, он единственный
НМ-граничный в семействе монотонных классов графов (см. теоремы 4
и 5 из [3]). Единственность T как НМ-граничного в семействе монотон-
ных классов и связь между независимыми множествами/вершинными
покрытиями в графе G и доминирующими множествами в графе Q(G)
использовалась в [1] для доказательства ДМ-граничности Q. Подобная
идея будет использоваться и в данной работе.

2. О ДМ-граничности классов Qk

Следующее утверждение показывает, что при любом k класс [Qk(G3)]
конечно определённый.

Лемма 1. Для любого k > 1 выполнено равенство

[Qk(G3)] = Free(Xk),

где

Xk =
{
K1,5, C4, . . . , C6k+2, C6k+4, . . . , C12k+5,diamond,butterfly,

K1,3 + C3,K1,3 + P6k+2, C3 + P6k+2, 2K1,3, 2C3, 2P6k+2,

P ′
6k+3, C

′
6k+3, P

′′
6k+2, C

e
6k+3,6k+3, A1, A2, A3, A4, A5

}
.

Доказательство. Можно доказать, что каждый элемент множе-
ства Xk является минимальным запрещённым порождённым подграфом
класса [Qk(G3)], поэтому [Qk(G3)] ⊆ Free(Xk). Покажем, что это включе-
ние является равенством. Рассмотрим произвольный граф G ∈ Free(Xk).
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Поскольку

2P6k+2, C4, . . . , C6k+2, C6k+4, . . . , C12k+5 ∈ Xk,

все порождённые циклы G являются 3- или (6k + 3)-циклами и каждый
его порождённый путь имеет не более чем 12k + 4 вершин. Так как

C4, C5, C6,K1,3 + C3, 2K1,3, 2C3,diamond,butterfly, A2, A3, A4, A5 ∈ Xk,

любые две вершины графа G степени не менее чем три смежны.
Пусть G не содержит треугольников. Если G ∈ Free({C6k+3}), то по-

скольку 2K1,3 ∈ Xk, граф G— лес, все компоненты которого, кроме, быть
может, одной, являются простыми путями. Каждый такой {K1,5, 2P6k+2,
K1,3 + P6k+2, P

′
6k+3}-свободный граф принадлежит [Qk(G3)]. Если G со-

держит порождённый (6k + 3)-цикл, то он единственный, так как

2P6k+2, C
′
6k+3, C

e
6k+3,6k+3 ∈ Xk.

Каждый такой {K1,5, 2P6k+2,K1,3 + P6k+2, P
′
6k+3}-свободный граф при-

надлежит [Qk(G3)].
Предположим, что G содержит треугольники. Рассмотрим V ′ — наи-

большую клику G, она содержит не менее трёх вершин. Нетрудно видеть,
что каждая компонента связности G \ V ′ является путём с не более чем
6k + 1 вершинами, причём каждая внутренняя их вершина не смежна
ни с одной вершиной V ′, а каждая концевая их вершина имеет не более
одного соседа в V ′. Каждый такой {K1,5,butterfly, Ce

6k+3,6k+3}-свободный
граф принадлежит [Qk(G3)]. Лемма 1 доказана.

Следующая лемма является обобщением леммы 11 из [3] (отметим,
что в формулировке той леммы речь на самом деле идёт о монотонных
классах, а не о просто наследственных).

Лемма 2. Для любых числа k и монотонного класса X задача НМ
в классе X полиномиально эквивалентна задаче ДМ в классе [Qk(X )].

Доказательство. Тройное подразбиение (т. е. 3-подразбиение) лю-
бого ребра произвольного графа увеличивает его число доминирования
ровно на единицу (см., например, лемму 3 из [5]), поэтому γ(Qk(G)) =
γ(Q0(G))+2k|E(G)| для любого графа G. При доказательстве леммы 11
из [3] было доказано (см. п. (a) и (b)), что для любого непустого гра-
фа G число доминирования графа Q0(G) равно мощности наименьшего
вершинного покрытия G, что совпадает с |V (G)| − α(G). Тем самым со-
отношение

γ(Qk(G)) = |V (G)| + 2k|E(G)| − α(G)
верно для любого непустого графа G.

Заметим, что для любого графа H, изоморфного Qk(G), можно вы-
числить G за полиномиальное от |V (H)| время. Для этого достаточно
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найти максимальную по включению клику в графе H (она будет наи-
большей и соответствует множеству V (G)), удалить её из H и найти
компоненты связности результата, которые будут путями на 6k + 1 вер-
шинах. Соседи концов этих путей в клике соответствуют рёбрам G. Ясно,
что для любого графа G граф Qk(G) вычисляется за полиномиальное
от |V (G)| время. Тем самым задача НМ в любом классе Y (не обяза-
тельно даже наследственном) полиномиально эквивалентна задаче ДМ
в классе Qk(Y).

Рассмотрим произвольный граф G ∈ [Qk(X )] \ Qk(X ). Можно пред-
полагать, что G содержит клику V ∗ с не менее чем тремя вершинами,
иначе G является дизъюнктным объединением только простых путей
или (6k + 3)-цикла и простых путей, а для таких графов задача ДМ ре-
шается за линейное время. По тем же причинам можно предполагать,
что G отличен от полного графа, поэтому G состоит из V ∗, нескольких
порождённых (6k+3)-циклов, каждый из которых имеет ровно одно об-
щее ребро с V ∗, а также нескольких простых путей, каждый из которых
имеет не более чем 6k + 2 вершин, а также общую с V ∗ вершину.

В графе G будем выполнять 3-стягивания до тех пор, пока это воз-
можно. Получим некоторый граф G′, он определяется единственным об-
разом. Ясно, что γ(G) − γ(G′) = k′, где k′ — количество выполненных
3-стягиваний в G. Граф G′ состоит из V ∗, нескольких треугольников,
каждый из которых имеет ровно одно общее с V ∗ ребро, порождённых
2-, 3-, 4-путей, каждый из которых имеет с V ∗ ровно одну общую вер-
шину. Если таких путей в G′ нет, то G′ = Q0(H

′) для некоторого графа
H ′ ∈ X (напомним, что X монотонный).

Предположим, что множество упомянутых путей в G′ непусто. Ясно,
что существует наименьшее доминирующее множество G′, содержащее
для каждого i-пути, где 1 6 i 6 4, i-ю вершину от конца i-пути, принад-
лежащего V ∗. Рассмотрим множество ‹V тех вершин G′, которые не до-
минируются этими вершинами i-путей, а также подграф G′′ графа G′,

порождённый ‹V и всеми их соседями в V ∗. Если G′′ полный, то γ(G) = 1.
Иначе существует такой граф H ′′ ∈ X , что G′′ = Q0(H

′′) и γ(G′′) =
|V (H ′′)| − α(H ′′). Тем самым задача ДМ в классе [Qk(X )] \Qk(X ) поли-
номиально сводится к задаче НМ в классе X . Лемма 2 доказана.

Теорема 2. При любом k класс Qk ДМ-граничный.

Доказательство. Множество субкубических графов, не содержа-
щих циклов длины до i включительно, обозначим через Xi. При любом i
класс Xi монотонный и НМ-сложный (см. [10]), причём X1 ⊇ X2 ⊇ . . .

и
∞⋂
i=1
Xi = T , поэтому по лемме 2 при любых k и i класс [Qk(Xi)] ДМ-

сложный. Нетрудно видеть, что
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[Qk(X1)] ⊇ [Qk(X2)] ⊇ . . . и
∞⋂

i=1

[Qk(Xi)] = Qk,

поэтому при любом k класс Qk ДМ-предельный.
Докажем ДМ-граничность класса Qk при любом k. Предположим,

напротив, что существует последовательность Y1,k ⊇ Y2,k ⊇ . . . из ДМ-

сложных классов, для которой
∞⋂
i=1
Yi,k = Q′

k ⊂ Qk = [Qk(T )]. Тогда для

некоторого G ∈ T выполнено

Q′
k ⊆ [Qk(G3)] ∩ Free({Qk(G)}) ⊆ [Qk(Freem({G}))].

По лемме 1 класс [Qk(G3)] ∩ Free({Qk(G)}) конечно определённый. Сле-
довательно, существует такое i′, что выполнено включение

Yi′,k ⊆ [Qk(Freem({G}))].

Класс Freem({G}) монотонный и не включает класс T .По теореме 2 из [3]
класс Freem({G}) НМ-простой. Следовательно, класс Yi′,k ДМ-простой
по лемме 2. Получаем противоречие с предположением о том, что P 6=
NP. Теорема 2 доказана.

3. NP-полнота задачи ДМ в классе Free({P6,K4})
Пусть G = (V,E)— произвольный граф, где V = {v1, v2, . . . , vn}. Че-

рез R(G) обозначим граф, который получается из G с помощью опи-
санных ниже преобразований. Предлагаемая нами конструкция похо-
жа на конструкцию из [11], в которой доказана NP-полнота задачи ДМ
в классе хордальных двудольных графов, т. е. графов из класса Free({C3,
C5, C6, . . .}).

Каждая вершина vi ∈ V преобразуется в граф (Vi, Ei), где

Vi = {xi, yi, zi, ai, bi}, Ei = {aixi, xiyi, yibi, aizi, xizi, yizi, bizi}.

Каждое ребро vivj ∈ E преобразуется в пару вершин pij, qij . Имеем

V (R(G)) =

n⋃

i=1

Vi ∪
⋃

vivj∈E

{pij, qij},

E(R(G)) =

n⋃

i=1

Ei ∪
⋃

vivj∈E

{pijxi, pijyj, qijyi, qijxj} ∪
⋃

i,j∈1,n,
i 6=j

{xiyj, xizj , yizj}.

Лемма 3. Для любого графа G выполнено соотношение

γ(R(G)) = 2|V (G)| − α(G).
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Доказательство. Сначала докажем, что γ(R(G)) 6 n + k, где k =
n−α(G) — мощность наименьшего вершинного покрытия графа G. Дей-
ствительно, если {vi1 , . . . , vik}— наименьшее вершинное покрытие гра-
фа G, то

{xi1 , yi1 , . . . , xik , yik} ∪ {zi | i 6∈ {i1, . . . , ik}}
является доминирующим множеством графа R(G).

Теперь докажем, что γ(R(G)) > n + k. Покажем, что существует та-
кое наименьшее доминирующее множество графа R(G), что для любого
i ∈ 1, n вершины xi и yi либо одновременно ему принадлежат, либо одно-
временно ему не принадлежат. Действительно, если для некоторого наи-
меньшего доминирующего множества D графа R(G) выполнено xi ∈ D,
yi 6∈ D, то либо bi ∈ D, либо zi ∈ D, так как bi доминируется множе-
ством D. Если v ∈ D, где v ∈ {bi, zi}, то (D\{v})∪{yi} — доминирующее
множество графа R(G).

Пусть D— такое наименьшее доминирующее множество графа R(G),
что для любого i ∈ 1, n либо xi, yi 6∈ D, либо xi, yi ∈ D. Положим
I = {i | xi, yi ∈ D}. Из минимальности D следует, что если pij ∈ D,
то xi, xj , yi, yj 6∈ D и qij ∈ D. Тогда (D \ {pij , qij}) ∪ {xi, yi}— тоже доми-
нирующее множество R(G), поэтому можно считать, что ни одна из вер-
шин pij и qij не принадлежит D. Следовательно, множество {vi | i ∈ I}
является вершинным покрытием графа G, а значит, |I| > k. Для любого
i ∈ {1, 2, . . . , n} \ I множество D одновременно доминирует вершины ai
и bi, поэтому ai, bi ∈ D либо zi ∈ D для любого такого i. Ввиду мини-
мальности D выполнено zi ∈ D для любого такого i. Тем самым

γ(R(G)) = |D| = 2|I|+ n− |I| > n+ k.

Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Выполнено включение R(G) ⊆ Free({P6,K4}).
Доказательство. Рассмотрим множество графов R(G). В каждом

из них степени вершин ai, bi, pij , qij равны 2, поэтому они не могут со-
держаться в подграфе K4. В каждом графе из R(G) подмножества

X = {xi}ni=1, Y = {yi}ni=1, Z = {zi}ni=1

независимы, значит, R(G) ⊆ Free({K4}).
Заметим, что в каждом графе из R(G) каждая из вершин ai, bi, pij , qij

имеет ровно два соседа, причём они смежные. Нетрудно видеть, что под-
граф каждого графа из R(G), порождённый подмножеством X ∪ Y ∪ Z,
{P4}-свободный, что означает R(G) ⊆ Free({P6}). Лемма 4 доказана.

Теорема 3. Класс Free({P6,K4}) ДМ-сложный.

Доказательство. Граф R(G) вычисляется по графу G за полино-
миальное от |V (G)| время, поэтому по лемме 3 NP-полная в классе G
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задача НМ полиномиально сводится к задаче ДМ в классе R(G). Тем са-
мым задача ДМ NP-полна в классе R(G), который по лемме 4 является
подмножеством класса Free({P6,K4}). Теорема 3 доказана.

Заметим, что P6 ∈ T , P6 ∈ D и K4 ∈ Qk (k > 0), K4 ∈ Q∗. Отсюда
и из теорем 1 и 3 следует, что справедливо

Следствие 1. Существуют ДМ-граничные классы, отличные от T ,
D, Qk (k > 0), Q∗.
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Abstract. The hereditary class is a set of simple graphs closed under
deletion of vertices; every such class is defined by the set of its minimal
forbidden induced subgraphs. If this set is finite, then it is called finitely
defined. The concept of a boundary class is a useful tool for analysis
of the computational complexity of graph problems in the finitely de-
fined classes family. The dominating set problem for a given graph is
to determine whether it has a given-size subset of vertices such that
every vertex outside the subset has at least one neighbor in the subset.
Previously, exactly 4 boundary classes were known for this problem (if
P 6= NP). This work considers some countable set of concrete classes
of graphs and proves that each its element is a boundary class for the
dominating set problem (if P 6= NP). We also prove NP-completeness
of this problem for graphs that contain neither induced 6-path nor in-
duced 4-clique, which means that the set of known boundary classes for
the dominating set problem is not complete (if P 6= NP). Bibliogr. 11.

Keywords: hereditary graph class, computational complexity, domi-
nating set.
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