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Аннотация. Рассматривается задача поиска равновесия по Нэ-
шу в играх с невогнутыми квадратичными функциями выигрыша.
Анализируются условия, при которых функции выигрыша квази-
вогнуты по собственным переменным на соответствующих множе-
ствах стратегий, что гарантирует существование равновесной точ-
ки. Одним из таких условий, принимаемым в качестве основного
предположения в данной работе, является наличие ровно одного
положительного собственного числа у матриц целевых функций иг-
роков. Предложен алгоритм поиска равновесия, который либо схо-
дится к равновесной точке, либо показывает, что игра не имеет
таковых. Показано, что для квазивогнутых игр часть этапов алго-
ритма значительно упрощается. Работа алгоритма продемонстри-
рована на примерах небольшой размерности. Ил. 1, библиогр. 30.
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Введение

В настоящей работе рассматривается задача поиска равновесия по Нэ-
шу в играх с квадратичными функциями выигрыша игроков. Такие игры
будем называть квадратичными [1]. Квадратичные игры ранее исследо-
вались в [2] как частный случай задач билинейного равновесного про-
граммирования. Также рассматривались обобщённые постановки, при
которых не только функции выигрыша, но и множества стратегий зави-
сят от значений переменных других игроков. При этом наиболее широ-
ко в литературе освещён специальный случай, при котором зависимость
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множеств стратегий от чужих переменных задаётся общими для всех иг-
роков ограничениями [2–4], в том числе линейными. Квадратичные игры
с общими линейными ограничениями имеют ряд практических прило-
жений [3], таких как модели регулирования уровня вредных выбросов
в окружающую среду [5], задачи управления потоками в сетях связи [6]
и модели электроэнергетических рынков [7].

Для поиска равновесия как в стандартных квадратичных играх, где
допустимый набор стратегий не зависит от решений остальных участ-
ников, так и в обобщённых, были разработаны различные методы, учи-
тывающие специфику задачи. В частности, предложены модификация
метода Лемке [3], алгоритм для отыскания всех равновесий в квадра-
тичных играх со скалярными стратегиями и общими линейными огра-
ничениями [4], а также экстраградиентный метод [2]. Помимо этого це-
лый ряд методов предназначен для игр с функциями выигрыша общего
вида, например, релаксационные методы [8], метод Ньютона [9], методы
градиентного типа [10, 11] и др.

Общим для упомянутых работ является то, что они рассматривают
задачи только с вогнутыми по собственным переменным функциями вы-
игрыша. Это стандартное предположение, которое, с одной стороны, при
дополнительных естественных условиях гарантирует существование рав-
новесия, с другой — необходимо для сходимости предлагаемых алгорит-
мов. Другим условием, которое, как правило, используется в литерату-
ре для обоснования сходимости методов, является монотонность соот-
ветствующего градиентного отображения или его аналоги (см., напри-
мер, [9, 10, 12]).

В этой работе мы отказываемся от данных предположений и иссле-
дуем невогнутые квадратичные игры, в которых может не выполняться
условие монотонности. Ранее автором анализировалась такая постановка
в общем виде [13], однако в настоящем исследовании мы дополнительно
предполагаем, что матрицы, определяющие функции выигрыша, имеют
ровно одно положительное собственное число. Данное предположение
преследует две цели. Во-первых, оно является необходимым условием
квазивогнутости невогнутых функций выигрыша на собственных мно-
жествах стратегий. В свою очередь, в силу теоремы Какутани [14] это
гарантирует существование равновесия в игре, если множества страте-
гий выпуклы и компактны, а функции выигрыша непрерывны. Более
того, квазивогнутость функций выигрыша значительно упрощает на-
хождение равновесия по сравнению с невогнутыми функциями общего
вида. Во-вторых, ровно одно положительное собственное число у мат-
риц функций выигрыша даже при отсутствии квазивогнутости позво-
ляет осуществлять поиск равновесия за меньшее время по сравнению
со знаконеопределёнными матрицами общего вида.
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Тем самым основная цель данной статьи — проанализировать усло-
вия, при которых в невогнутых квадратичных играх гарантируется су-
ществование равновесия классическими теоремами существования, ис-
пользующими квазивогнутость, а также предложить метод поиска рав-
новесия. В литературе представлены различные обобщения теорем суще-
ствования, в которых условие квазивогнутости может нарушаться [15],
однако мы оставляем данные результаты за рамками настоящего иссле-
дования, поскольку они не обеспечивают существенного упрощения ал-
горитмов поиска равновесия. Проблеме отыскания равновесных точек
в квазивогнутых играх посвящено немного работ, в отличие от таковых
для вогнутых игр. Например, к квазивогнутым играм были применены
субградиентный [16] и проксимальный [17] методы.

1. Квадратичные квазивогнутые функции

Напомним, функция f : D → R, где D ⊆ R
n и R обозначает множе-

ство действительных чисел, называется квазивогнутой, если D выпукло
и верхнее множество уровня {x ∈ D | f(x) > α} выпукло для любого
α ∈ R [18]. Дифференцируемая функция f, определённая на открытом
множестве C ⊆ R

n, называется псевдовогнутой на множестве D ⊆ C,
если выполнено соотношение

∇f(x)⊤(y − x) 6 0⇒ f(y) 6 f(x), x, y ∈ D.

Как известно, для задачи максимизации псевдовогнутой функции необ-
ходимые условия оптимальности являются достаточными [19], и этот
факт будет использован ниже при разработке метода поиска равнове-
сия.

Рассмотрим квадратичную функцию

q(x) =
1

2
x⊤Ax+ b⊤x,

где A ∈ R
n×n — симметричная матрица, b ∈ R

n.Пусть λ = (λ1, λ2, . . . , λn)
обозначает вектор собственных чисел матрицы A, при этом λ1 > λ2 >

. . . > λn, и w1, w2, . . . , wn — ортонормированный базис системы собствен-
ных векторов матрицы A, соответствующих λ1, λ2, . . . , λn. В дальнейшем
нам потребуется

Теорема 1 [20]. Невогнутая функция q квазивогнута (псевдовогнута)
на некотором множестве D ⊂ R

n тогда и только тогда, когда выполнены
следующие условия:
• rk(A, b) = rkA,
• A имеет ровно одно положительное собственное число,
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• D ⊆ D1 или D ⊆ D2 (D ⊆ D0
1 или D ⊆ D0

2), где

D1 = {x ∈ R
n | q(x) > δ, (w1)⊤x > −b⊤w1/λ1},

D2 = {x ∈ R
n | q(x) > δ, (w1)⊤x 6 −b⊤w1/λ1},

D0
1 = {x ∈ R

n | q(x) > δ, (w1)⊤x > −b⊤w1/λ1},
D0

2 = {x ∈ R
n | q(x) > δ, (w1)⊤x < −b⊤w1/λ1},

δ = −1

2

∑

i∈J

(b⊤wi)2

λi
, J = {i ∈ {1, 2, . . . , n} | λi 6= 0}.

Множества D1 и D2 могут быть представлены посредством стацио-
нарной точки функции q.Пусть для s ∈ R

n выполнено равенство∇q(s) =
As+ b = 0. Тогда

D1 = {x ∈ R
n | q(x) > q(s), (w1)⊤x > (w1)⊤s}, (1)

D2 = {x ∈ R
n | q(x) > q(s), (w1)⊤x 6 (w1)⊤s}. (2)

Отсюда следуют эквивалентная форма записи

D1 = s+ {z ∈ R
n | z⊤Az > 0, (w1)⊤z > 0}, (3)

D2 = s+ {z ∈ R
n | z⊤Az > 0, (w1)⊤z 6 0} (4)

и равенство δ = q(s). Из (3) и (4) видно, что D1 и D2 являются конусами
с вершиной в точке s. При этом в случае неединственности стационарной
точки s множества D1 и D2 не зависят от выбора s [20].

Для случая неотрицательных переменных имеет место следующий ре-
зультат. Обозначим R

n
+ = {x ∈ R

n | xi > 0, i = 1, . . . , n}.
Теорема 2 [20]. Невогнутая квадратичная функция q квазивогнута

на R
n
+ тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:
• A > 0, b > 0;
• A имеет ровно одно положительное собственное число;
• существует точка s ∈ R

n такая, что As+ b = 0, b⊤s 6 0.

Известно, что любой локальный максимум квадратичной квазивогну-
той функции глобален [20]. Однако могут существовать стационарные
точки, не являющиеся глобальным максимумом, что подтверждает

Пример 1. Рассмотрим квадратичную форму

q(x) =
1

2
x⊤Ax, A =

Å
2 5
5 2

ã
.

Собственные числа матрицы A равны λ = (7,−3). В силу теоремы 2
функция q квазивогнута на R

2
+, поскольку s = (0, 0). Выпишем для за-

дачи
q(x)→ max, 0 6 x1 6 1, 0 6 x2 6 1, (5)
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необходимые условия оптимальности Каруша — Куна — Таккера:Å
2x1 + 5x2
5x1 + 2x2

ã
− µ1

Å−1
0

ã
− µ2

Å
0
−1

ã
− µ3

Å
1
0

ã
− µ4

Å
0
1

ã
= 0,

−µ1x1 = 0, −µ2x2 = 0, µ3(x1 − 1) = 0, µ4(x2 − 1) = 0, µ > 0.

Данная система условий выполнена при x′ = s = (0, 0), µ = 0 и x′′ =
(1, 1), µ = (0, 0, 7, 7). Следовательно, x′ и x′′ являются стационарными
точками в задаче (5), при этом q(x′) = 0 < q(x′′) = 7. График функции q
изображён на рис. 1.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0

0,5

10

5

x1
x2

Рис. 1. Квазивогнутая на R
2
+ квадратичная функция

В данном примере стационарная неоптимальная точка в задаче (5)
будет стационарной для q на всём пространстве R

2. Покажем, что это
верно и для более общего случая.

Теорема 3. Пусть невогнутая квадратичная функция q квазивогнута
на некотором подмножестве пространства R

n. Тогда любая точка x ∈ R
n

такая, что
x ∈ D1 \D0

1 = D2 \D0
2 , (6)

является точкой глобального минимума функции q на D1 и на D2, при-
чём ∇q(x) = 0.

Доказательство. Пусть для s ∈ R
n выполняется ∇q(s) = 0. Из (3),

(4) и (6) следует, что (w1)⊤z = 0, где x = s + z. Значит, z является
линейной комбинацией собственных векторов w2, w3, . . . , wn:

z = t2w
2 + t3w

3 + · · ·+ tnw
n, ti ∈ R, i = 2, . . . , n.

Поскольку λi 6 0, i = 2, . . . , n, имеем

z⊤Az = λ2t
2
2‖w2‖2 + · · ·+ λnt

2
n‖wn‖2 6 0.
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Из (6) следует, что z⊤Az > 0, откуда с учётом предыдущего неравенства
вытекает, что z⊤Az = 0. Тогда нетрудно показать, что q(x) = q(s+ z) =
q(s), откуда с учётом (1) и (2) следует, что x доставляет глобальный
минимум q на D1 и на D2.

Равенство z⊤Az = 0 выполнено при z = 0, что сразу означает ∇q(x) =
0. Пусть z 6= 0. Тогда для i ∈ K ⊆ {2, . . . , n} имеем ti 6= 0. В этом случае
из z⊤Az = 0 следует, что λi = 0, i ∈ K, откуда

Az = A
∑

i∈K

tiw
i =

∑

i∈K

λitiw
i = 0.

В этом случае ∇q(x) = A(s+ z) + b = 0. Теорема 3 доказана.

Поскольку квазивогнутая функция q псевдовогнута на множествах
D0

1 и D0
2, теорема 3 позволяет максимизировать q стандартными гра-

диентными методами на подмножестве множества D1 или D2. Так, для
проверки полученной стационарной точки достаточно вычислить в ней
значение градиента целевой функции.

2. Квадратичные игры с функциями выигрыша, имеющими

ровно одно положительное собственное число

В дальнейшем мы сосредоточимся на квадратичных играх, в которых
функция выигрыша каждого игрока имеет ровно одно положительное
собственное число. Поскольку данное условие может быть проверено для
каждого игрока независимо, будем считать его выполненным на протя-
жении оставшейся части статьи. Заметим, что это не гарантирует квази-
вогнутости функций выигрыша. Также полагаем, что собственные век-
торы и собственные значения соответствующих матриц известны или же
могут быть вычислены за приемлемое время.

Пусть N = {1, 2, . . . , n} — множество игроков, Xi ⊂ R
mi — выпуклое

компактное множество стратегий i-го игрока, X = X1 ×X2 × · · · ×Xn —
множество ситуаций игры, fi : X → R — функция выигрыша i-го игрока,
при этом

fi(x) =
1

2
x⊤i Bixi +

∑

j∈N\{i}

x⊤i Cijxj + x⊤i di, (7)

где Bi ∈ R
mi×mi , Cij ∈ R

mi×mj для всех j ∈ N и j 6= i, di ∈ R
mi .

Будем считать, что матрица Bi, i ∈ N, имеет ровно одно положительное
собственное число. Введём обозначения: x−i = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn),
X−i = X1×· · ·×Xi−1×Xi+1×· · ·×Xn. Задача заключается в том, чтобы
найти равновесие по Нэшу в заданной игре, т. е. вектор x∗ ∈ X такой,
что

fi(x
∗
i , x

∗
−i) > fi(xi, x

∗
−i), xi ∈ Xi, i ∈ N.
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Пусть λi =
(
λi1, λ

i
2, . . . , λ

i
mi

)
— вектор собственных чисел матрицы Bi.

Не умаляя общности, положим λi1 > 0, λis 6 0, s = 2, 3, . . . ,mi, для
всех i ∈ N. Обозначим через wi1, wi2, . . . , wimi ортонормированный базис
системы собственных векторов матрицы Bi, соответствующих λi, i ∈ N.
Обозначим

li(x−i) =
∑

j∈N\{i}

Cijxj + di, i ∈ N.

По теореме 1 функция выигрыша i-го игрока fi квазивогнута по соб-
ственной переменной xi на множестве стратегий Xi при фиксированном
x−i ∈ X−i тогда и только тогда, когда выполняются следующие два усло-
вия:

rk(Bi, li(x−i)) = rkBi, (8)

Xi ⊂ Di1(x−i) или Xi ⊂ Di2(x−i), (9)

где

Di1(x−i) =

ß
xi ∈ R

mi | fi(x) > δi(x−i), (w
i1)⊤xi >

−li(x−i)
⊤wi1

λi1

™
, (10)

Di2(x−i) =

ß
xi ∈ R

mi | fi(x) > δi(x−i), (w
i1)⊤xi 6

−li(x−i)
⊤wi1

λi1

™
, (11)

δi(x−i) = −
1

2

∑

j∈Ji

(li(x−i)
⊤wij)2

λij
, Ji =

{
j ∈ {1, 2, . . . ,mi} | λij 6= 0

}
.

Тем самым конусы квазивогнутости Di1(x−i) и Di2(x−i) зависят от стра-
тегий остальных участников, при этом в зависимости от x−i меняется
только сдвиг данных конусов относительно начала координат, посколь-
ку матрица Bi не зависит от x. Данный факт можно продемонстрировать
с помощью представления (3), (4):

Di1(x−i) = si(x−i) + {z ∈ R
mi | z⊤Biz > 0, (wi1)⊤z > 0},

Di2(x−i) = si(x−i) + {z ∈ R
mi | z⊤Biz > 0, (wi1)⊤z 6 0},

где si(x−i)— стационарная точка функции fi(·, x−i) на R
mi , т. е. точка,

которая удовлетворяет соотношению

∇xi
fi(xi, x−i)|xi=s(x−i) = Bisi(x−i) + li(x−i) = 0. (12)

Если условия (8), (9) выполнены для любых x−i ∈ X−i и для всех
i ∈ N, т. е. функция выигрыша каждого игрока квазивогнута по соб-
ственной переменной при любых допустимых значениях чужих перемен-
ных, то по теореме Какутани в игре существует равновесие по Нэшу. Бо-
лее того, в этом случае игра принадлежит классу сложности PPAD [21],
поскольку равновесие существует и может быть проверено эффективно
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одним из методов квазивыпуклой оптимизации [22, 23]. Необходимо от-
метить, что в общем случае невогнутая квадратичная игра NP-трудна,
может не иметь равновесных точек, а для их проверки требуется при-
влечение методов глобальной оптимизации [13].

3. Проверка условий квазивогнутости

В общем случае условия (8), (9) сложны для проверки. Заметим, что
соотношение (8) эквивалентно совместности системы линейных уравне-
ний (12) относительно si. Далее для всех i ∈ N будем считать, что Bi

является матрицей полного ранга, т. е. rkBi = mi. В этом случае усло-
вие (8) выполняется для любых x−i ∈ X−i.

Проверка условия (9) может быть сведена к решению задач оптимиза-
ции следующим образом. С учётом (10), (11) для каждого i ∈ N введём
функции

ψi1(x) = fi(x)− δi(x−i), ψi2(x) = (wi1)⊤
(
λi1xi + li(x−i)

)
.

Если ψi1(x) > 0 и ψi2(x) > 0 (ψi2(x) 6 0) для всех x ∈ X, тоXi ⊂ Di1(x−i)
(Xi ⊂ Di2(x−i)) для любых x−i ∈ X−i. Таким образом, для того чтобы
проверить (9), достаточно для всех i ∈ N решить следующие задачи:

ψi1(x)→ min, x ∈ X, (13)

ψi2(x)→ min, x ∈ X, (14)

ψi2(x)→ max, x ∈ X. (15)

Очевидно, что в паре задач (14), (15) достаточно решить только одну,
если оптимальное значение целевой функции ψi2 после решения первой
задачи имеет соответствующий знак.

Задача (13) имеет квадратичную невыпуклую целевую функцию, в то
время как в (14) и (15) целевая функция линейна. Хотя в общем случае
задача (13) сложна, на практике для её решения в качестве первого шага
можно использовать метод локального поиска и, получив ψi1(x) < 0 для
какого-либо x ∈ X, следует остановить проверку, поскольку функция fi
не будет квазивогнутой на Xi в данном случае. Если же локальным по-
иском не удаётся доказать отсутствие квазивогнутости, то задачу (13)
необходимо решать методом глобальной оптимизации.

4. Метод поиска равновесия

Предлагаемый метод поиска равновесия основан на использовании
функции Никайдо — Исоды [24] и предназначен как для квазивогнутых
игр, так и для игр, в которых квазивогнутость нарушена. Схема ме-
тода, разработанная для невыпуклых квадратичных игр общего вида,
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приведена в [13]. Как будет показано ниже, при применении данного ме-
тода к играм, рассматриваемым в настоящей работе, часть вычислитель-
ных этапов алгоритма упрощается. Данный метод либо сходится к одной
из равновесных точек, либо показывает, что игра не имеет таковых.

Функция Никайдо — Исоды ϕ : X×X → R для рассматриваемой игры
имеет следующий вид:

ϕ(x, y) =
∑

i∈N

[fi(yi, x−i)− fi(xi, x−i)].

Введём функцию оптимального значения

V (x) = max
y∈X

ϕ(x, y).

Нетрудно убедиться, что V (x) > 0 для всех x ∈ X. Для того чтобы
вектор x∗ ∈ X являлся равновесием по Нэшу, необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось V (x∗) = 0. Таким образом, если множество равнове-
сий непусто, то оно совпадает с множеством решений задачи

V (x)→ min, x ∈ X. (16)

Рассмотрим следующие блочные матрицы:

C =

Ñ
0 C12 . . . C1n

. . . . . . . . . . . .
Cn1 Cn2 . . . 0

é
, B =

Ñ
B1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Bn

é
.

Тогда функция V для функций выигрыша (7) примет следующий вид:

V (x) = max
y∈X

Å
1

2
y⊤By + y⊤(Cx+ d)

ã
− x⊤

Å
1

2
B + C

ã
x− x⊤d.

Введём обозначение

g(x, y) =
∑

i∈N

fi(yi, x−i) =
1

2
y⊤By + y⊤(Cx+ d). (17)

Идея алгоритма решения задачи (16) заключается в том, чтобы на каж-
дой итерации k в текущей точке xk строить опорную к V миноранту
‹Vk : X → R [25] вида

‹Vk(x) = max
06j6k

{g(x, yj)} − x⊤
Å
1

2
B + C

ã
x− x⊤d,

где yj, j = 0, 1, . . . , k,— решение задачи

g(xj , y)→ max, y ∈ X. (18)

Затем очередное приближение xk+1 выбирается как решение задачи

‹Vk(x)→ min, x ∈ X. (19)
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Поскольку g линейна по первой переменной, функция

v(x) = max
y∈X

g(x, y)

выпукла. В силу этого g(x, yj) 6 v(x) и g(xj , yj) = v(xj) для любых
x ∈ X, j = 0, 1, . . . . Таким образом, для функции ‹Vk выполняются соот-
ношения ‹Vk(x) 6 V (x) и ‹Vk(xk) = V (xk) для всех x ∈ X и k = 0, 1, . . . .

С увеличением k улучшается аппроксимация функции V функцией ‹Vk.
На практике задачу (19) удобнее записать в виде

α− x⊤
Å
1

2
B +C

ã
x− x⊤d→ min

(α,x)
, x ∈ X, (20)

α > g(x, yj), 0 6 j 6 k. (21)

Если вектор (α∗, x∗)— решение задачи (20), (21), то x∗ — решение (19).
Более того, оптимальные значения целевых функций обеих задач совпа-
дают.

При заданном ε > 0 вектор x∗ ∈ X называют ε-равновесием по Нэ-

шу [26], если

fi(x
∗
i , x

∗
−i) > fi(xi, x

∗
−i)− ε, xi ∈ Xi, i ∈ N.

Для заданного ε > 0 будем называть вектор x∗ ∈ X нормализован-

ным ε-равновесием [12], если V (x∗) 6 ε. Нетрудно убедиться, что любое
нормализованное ε-равновесие является ε-равновесием, однако обратное
неверно. Алгоритм решения задачи (16) следующий:

1) выбрать x0 ∈ X, ε1 > ε2 > 0, положить V ∗ := +∞, k := 0;
2) определить yk как решение задачи (18) при j = k;
3) обновить рекорд: если ϕ(xk, yk) < V ∗, то V ∗ := ϕ(xk, yk), x∗ := xk;
4) если V ∗ 6 ε1, то СТОП: x∗ является нормализованным ε1-равно-

весием;
5) определить (α̃, x̃) как решение задачи (20), (21); xk+1 := x̃;

6) если V ∗ − ‹Vk(xk+1) 6 ε2, то СТОП: нормализованных (ε1 − ε2)-
равновесий нет; иначе k := k + 1, перейти на шаг 2.

Замечание 1. Переход к шагу 6 алгоритма возможен только при
V ∗ > ε1. Если критерий останова на шаге 6 выполнен, то

ε1 < V ∗
6 ‹Vk(xk+1) + ε2,

откуда немедленно следует, что V (x) > ε1 − ε2 > 0 для всех x ∈ X.

Как показано в [27], если семейство опорных функций
{‹Vk

}
равно-

мерно ограничено и равностепенно непрерывно, то любая предельная
точка последовательности xk, k = 0, 1, . . . , генерируемой предложенным
алгоритмом, является точкой глобального минимума в задаче (16).
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На каждой итерации алгоритма требуется решать две невыпуклые за-
дачи квадратичного программирования: (18) и (20), (21). Заметим, что
целевая функция g в задаче (18) при фиксированном значении пере-
менной x представляет собой сумму функций выигрыша относительно
собственных переменных и с фиксированными переменными остальных
участников (см. (17)). Таким образом, g(x, y) сепарабельна по y при фик-
сированном x. Если условия квазивогнутости (8), (9) выполнены для
всех x−i ∈ X−i, i ∈ N, то задача (18) с учётом сепарабельности g рас-
падается на n задач квазивыпуклой оптимизации, для решения которых
могут быть использованы стандартные методы локального поиска в со-
ответствии с теоремой 3. В этом случае необходимо проверять значение
градиента целевой функции в получившейся точке.

Если условия квазивогнутости нарушены, то при решении задачи (18)
может быть использован тот факт, что функция выигрыша каждого
игрока относительно собственной переменной представляет собой квад-
ратичную функцию, матрица которой имеет ровно одно положитель-
ное собственное число. В [28] показано, что максимизация квадратич-
ной функции с ровно одним положительным собственным числом может
быть осуществлена за приемлемое время, если входные данные задачи,
такие как границы переменных и собственные числа матрицы, не зависят
от размерности задачи. Важно помнить, что при нарушении условий ква-
зивогнутости условия теоремы Какутани не выполняются и игра может
не иметь равновесных ситуаций. При отсутствии равновесий результатом
работы алгоритма является точка x∗ ∈ X такая, что V (x∗) > 0.

Наконец, отметим, что задача (20), (21) невыпуклая и требует привле-
чения методов глобальной оптимизации независимо от квазивогнутости
функций выигрыша.

5. Вычислительный эксперимент

Для демонстрации работы алгоритма сгенерирован ряд примеров ма-
лой размерности. В каждом примере матрица Bi, i ∈ N, полного ранга
и имеет ровно одно положительное собственное число. Множество стра-
тегий каждого игрока задано в виде Xi = {xi ∈ R

mi | li 6 xi 6 ui}, i ∈ N.
Задачи генерировались случайно, и среди них отбирались те, для кото-
рых условие квазивогнутости (9) было выполнено для всех x−i ∈ X−i,
i ∈ N. Таким образом, каждая выбранная игра имеет равновесную точку.

Программирование осуществлялось в системе моделирования AIMMS
4.85 [29]. Для решения задач (13)–(15), (18) и (20), (21) использовался
пакет прикладных программ IBM ILOG CPLEX 22.1 [30]. Для поиска
глобального решения невыпуклых квадратичных задач (13) и (20), (21)
параметру «Solution_target» пакета CPLEX было присвоено значение
«Search for global optimum». Для решения (18), а также для быстрого
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поиска локального оптимума в (13) было использовано значение «Search
for local optimum». Для задач линейного программирования (14), (15)
параметр «Solution_target» не используется. Для всех остальных пара-
метров CPLEX были установлены значения по умолчанию. Вычисления
проводились на компьютере с 16-поточным процессором AMD Ryzen 7
1700X 3,4 ГГц, 16 ГБ RAM. При поиске глобального решения невыпук-
лых задач CPLEX использовал собственные средства распараллелива-
ния, задействуя максимум 16 вычислительных потоков.

Пример 2. Пусть n = 2, m1 = 1, m2 = 2, d = 0, l = (0; 5; 0), u =
(5; 5,5; 8),

B1 = 2, B2 =

Å
2 1
1 −2

ã
, C12 =

(
1 1

)
, C21 =

Å
1
1

ã
.

Для данной игры имеем λ1 = 2, λ2 = (2,2361;−2,2361), w11 = 1, w21 =
(0,9732; 0,2298), w22 = (−0,2298; 0,9732). Равновесие x∗ = (5; 5,5; 5,2511)
было найдено за 2 итерации. Общее время проверки квазивогнутости
и поиска равновесия составило менее 0,5 с.

Пример 3. Пусть n = 2, m1 = m2 = 2, d = 0, l = 3, u = 8,

B1 =

Å
3 2
2 −2

ã
, B2 =

Å
2 1
1 −2

ã
, C12 =

Å
1 1
2 3

ã
, C21 =

Å
1 2
4 2

ã
.

Для данной игры имеем λ1 = (3,7016;−2,7016), λ2 = (2,2361;−2,2361),
w11 = (0,9436; 0,331), w12 = (−0,331; 0,9436), w21 = (0,9732; 0,2298), w22 =
(−0,2298; 0,9732). Равновесие x∗ = (8; 8; 8; 8) было найдено за 1 итерацию.
Общее время проверки квазивогнутости и поиска равновесия составило
менее 0,5 с.

Пример 4. Пусть n = 2, m1 = m2 = 3, d1 = (25,4; 27,43; 7,64), d2 =
(13,96; 26,79; 21,1), l1 = (4,2; 4,7; 4,7), l2 = (4,8; 4,3; 4,5), u1 = (6,2; 6,3; 6,4),
u2 = (6,7; 6,4; 6,6),

B1 =

Ñ
−14,9915 1,4696 −1,0867
1,4696 −12,5337 3,3904
−1,0867 3,3904 7,2651

é
,

B2 =

Ñ
−9,265 −1,6576 0,7211
−1,6576 −4,5165 −5,9453
0,7211 −5,9453 −3,6885

é
,

C12 =

Ñ
−4,53 12,38 2,54
4,6 −10,75 −12,88
11,67 12,55 7,46

é
, C21 =

Ñ
8,05 2,3 1,48
8,57 −10,78 7,02
−11,7 −10,41 2,45

é
.
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Для данной игры имеем

λ1 = (7,86;−15,95;−12,17), λ2 = (2,1;−9,02;−10,55),

(w11w12w13) =

Ñ
0,0365 0,8680 −0,4951
−0,1613 −0,4839 −0,8601
−0,9862 0,1113 0,1224

é
,

(w21w22w23) =

Ñ
0,1449 −0,8163 0,5592
−0,6812 0,3276 0,6547
0,7177 0,4758 0,5086

é
.

Равновесие x∗ = (4,6645; 4,7; 6,4; 6,7; 5,1325; 4,5) было найдено за 35 ите-
раций. Общее время проверки квазивогнутости и поиска равновесия со-
ставило 2,5 с.

6. Заключение

Рассмотрен специальный вид невогнутых квадратичных игр — игры,
в которых функции выигрыша имеют ровно одно положительное соб-
ственное число. Представлены условия, при которых такие игры квази-
вогнуты, что гарантирует существование равновесия по Нэшу. Описан
численный способ проверки условия принадлежности множества стра-
тегий конусу квазивогнутости путём решения ряда задач оптимизации.
Предложен алгоритм поиска равновесия, который либо сходится к рав-
новесной точке, либо показывает, что игра не имеет таковых. Показано,
что для квазивогнутых игр часть этапов алгоритма значительно упро-
щается. В качестве направлений для дальнейшего исследования следует
рассмотреть способы проверки условия квазивогнутости на ранг матри-
цы, а также провести более представительное численное тестирование
алгоритма.
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Abstract. The Nash equilibrium problem with nonconcave quadratic
payoff functions is considered. We analyze conditions which provide
quasiconcavity of payoff functions in their own variables on the respec-
tive strategy sets and, consequently, guarantee existence of an equilib-
rium point. One of such conditions is that the matrix of every payoff
function has exactly one positive eigenvalue; this condition is viewed
as a basic assumption in the paper. We propose an algorithm that ei-
ther converges to an equilibrium point or declares that the game has
no equilibria. It is shown that some stages of the algorithm are no-
ticeably simplified for quasiconcave games. The algorithm is tested on
small-scale instances. Illustr. 1, bibliogr. 30.

Keywords: Nash equilibrium, quasiconcave functions, global opti-
mization.
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