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Аннотация. Исследуются свойства множества чисел, меньших
и взаимно простых c n, с введённой на нём операцией умноже-
ния по модулю n (этот объект иногда называют группой Эйлера).
Мощность такого множества — известная функция Эйлера ϕ(n), ко-
торая является одной из классических функций теории чисел. Об-
ласти её применения достаточно широкие и включают, например,
различные разделы дискретной математики, а также имеют суще-
ственные приложения в криптографии. В работе рассматриваются
различные комбинаторные задачи, возникающие при исследовании
группы Эйлера и функции Эйлера. Выведены соотношения между
теоретико-числовыми параметрами, связанными с группой Эйлера
и функцией Эйлера. Полученные в работе комбинаторные соотно-
шения могут быть использованы при решении прикладных комби-
наторных проблем и в криптографии. Библиогр. 10.

Ключевые слова: делитель числа, функция Эйлера, группа Эй-
лера, числа Стирлинга, функция Мёбиуса, производящая функция.

Введение

Функция Эйлера ϕ(n)— число натуральных чисел, меньших и взаим-
но простых с n— одна из классических функций теории чисел, встреча-
ющаяся в различных разделах дискретной математики.

Группой Эйлера называется мультипликативная группа взаимно про-
стых с n вычетов по модулю n (см., например, [1]). Таким образом, груп-
па Эйлера является коммутативной группой порядка ϕ(n).

Функции Эйлера посвящены многочисленные работы известных ма-
тематиков — Ферма, Эйлера, Гаусса, Лежандра, Якоби и др. (см., напри-
мер, [2–4]). Группа Эйлера также привлекала внимание многих иссле-
дователей (см., например, [1, 4, 5]). Подобные исследования актуальны
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в настоящее время как для прикладных проблем в дискретной матема-
тике (см., например, [1, 4]), так и в криптографии [3]. Функция Эйлера
и её свойства до сих пор привлекают внимание исследователей [1, 6, 7].

Некоторые из приведённых здесь результатов были изложены нами
ранее в работе [8].

В гл. 17 тома 3 классической справочной книги [9] сформулирован
ряд задач и дан обзор некоторых комбинаторных соотношений в иссле-
дуемой нами области (с. 195–200). Таким образом, полученные в работе
результаты дополняют и расширяют поднятую ранее проблематику.

1. Основная часть

Пусть n— натуральное число и

Mn = {x ∈ N | (x, n) = 1, x 6 n}.
Таким образом, Mn — это множество натуральных чисел, не превосхо-
дящих n и взаимно простых с n ((a, b) — как обычно — это наибольший
общий делитель чисел a и b). Множество Mn с операцией умножения
по модулю n является группой Mn, которая носит имя Эйлера. Число
элементов ϕ(n) группы Mn — это функция Эйлера.

Два классических выражения для функция ϕ(n) хорошо известны:

ϕ(n) = n
∑

d |n

µ(d)

d
,

ϕ(n) = n
∏

p |n

Å
1− 1

p

ã
.

Здесь µ(d)— это функция Мёбиуса, определяемая следующим образом.
Пусть d = pγ11 pγ22 . . . pγkk — каноническое представление натурального чис-
ла в виде произведения степеней простых чисел. Тогда

µ(d) =





1, если d = 1,

0, если γi > 2 для некоторого i,

(−1)
k∑

i=1

γi
иначе.

(1)

Ниже будут приведены доказательства нескольких соотношений, свя-
занных со свойствами группы Эйлера Mn.

Теорема 1. Справедливо соотношение

Fn(z) =
∑

(m,n)=1

zm =
∑

d |n

µ(d)

1− zd
. (2)
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Доказательство. Пусть ξmp — предикат делимости натурального m
на простое число p, т. е. ξmp = 1, если p делит m, и ξmp = 0 в противном
случае. Тогда при n = pα1

1 pα2

2 . . . pαk

k имеем

∑

(m,n)=1

zm =

∞∑

m=0

zm
(
1− ξmp1

)
. . .
(
1− ξmpk

)
.

Отсюда при |z| < 1 последовательно получаем

Fn(z) =

∞∑

m=0

zm −
∑

i

∞∑

m=0

zmξmpi +
∑

i<j

∞∑

m=0

zmξmpi ξ
m
pj − . . . .

Далее заметим, что

∞∑

m=0

zmξmpi =

∞∑

r=0

zrpi =
1

1− zpi
,

∞∑

m=0

zmξmpi ξ
m
pj =

∞∑

r=0

zrpipj =
1

1− zpipj

и т. д., поэтому выполняется соотношение

∑

(m,n)=1

zm =

∞∑

m=0

zm −
k∑

i=1

∞∑

r=0

zrpi +
∑

16i<j6k

∞∑

r=0

zrpipj − . . .

=
1

1− z
−
∑

p |n

1

1− zp
+

∑

p<q,
p |n, q |n

1

1− zpq
− . . . . (3)

Выражение (2) можно получить из (3) с использованием свойства (1)
функции Мёбиуса. Теорема 1 доказана.

Пусть Mn = {1, r2, . . . , rN}— элементы группы Эйлера Mn. Здесь
N = ϕ(n).

Теорема 2. Справедлива формула

ϕn(z) =

N∑

k=1

zrk =
∑

d |n

µ(d)
1− zn

1− zd
. (4)

Доказательство. Пусть Nn = {m}— все натуральные числа, вза-
имно простые с n. Тогда

m = x · n+ ri
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для некоторого натурального x и ri ∈Mn. Действительно, делим m на n
и отмечаем, что (n, ri) = 1. Отсюда

∑

(m,n)=1

zm =
∑

x, ri

zxn+ri =
∑

x

zxn
N∑

i=1

zri =
1

1− zn

N∑

i=1

zri .

Из теоремы 1 получаем

N∑

k=1

zrk =
∑

d |n

µ(d)
1− zn

1− zd
.

Теорема 2 доказана.

Следствие 1. Имеет место равенство

N = ϕ(n) = n
∑

d |n

µ(d)

d
.

Доказательство. Переходя в формуле (4) к пределу при z → 1,
получаем

N = ϕ(n) = n
∑

d |n

µ(d)

d
.

Следствие 1 доказано.

Следствие 2. Имеет место равенство

ϕ(n) = n
∏

p |n

Å
1− 1

p

ã
.

Доказательство. В силу (1) каждый делитель d в формуле (2) име-
ет вид d = pγ11 pγ22 . . . pγkk , где γi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . , k. Отсюда

ϕ(n) = n
∑

{γ1,...,γk}

(−1)γ1+γ2+···+γk

pγ11 pγ22 . . . pγkk

= n

1∑

γ1=0

(−1)γ1
pγ11

1∑

γ2=0

(−1)γ2
pγ22

· · ·
1∑

γk=0

(−1)γk
pγkk

= n
∏

p |n

Å
1− 1

p

ã
.

Следствие 2 доказано.

Следствие 1 можно вывести из тождества Гаусса
∑

d |n

ϕ(n) = n
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с помощью формулы обращения Мёбиуса. Вывод следствия 2 также из-
вестен. Однако формула (4) позволяет получить гораздо больше инфор-
мации об элементах группы Mn, чем приведённые следствия из неё.
Действительно, с помощью (4) можно в «явном» виде получить любые
значения симметрической функции от (r1, r2, . . . , rN ). Имеющиеся утвер-
ждения поясняют это замечание.

Следствие 3. Справедлива формула

∑

r∈Mn

r =
nϕ(n)

2
. (5)

Доказательство. Так как при n = s · d выполняется соотношение

1− zn

1− zd
= 1 + zd + z2d + · · ·+ z(s−1)d,

из (4) после дифференцирования получаем

ϕ′
n(z) =

N∑

k=1

rkz
rk−1 =

∑

d |n

µ(d)

n
d
−1∑

r=1

rdzrd−1.

Отсюда при z = 1 имеем цепочку соотношений

N∑

k=1

rk =
∑

d |n

dµ(d)

Ç
n/d

2

å
=

1

2

∑

d |n

dµ(d)

Å
n

d
− 1

ã
n

d

=
n

2

∑

d |n

µ(d)

Å
n

d

ã
− n

2

∑

d |n

µ(d) =
n

2
ϕ(n).

Так как
∑
d |n

µ(d) = 0, если n 6= 1, окончательно имеем

∑

rk∈Mn

rk =
n

2
ϕ(n).

Следствие 3 доказано.

Замечание. Формулу (5) можно получить без всяких вычислений,
если заметить, что из того, что a ∈ Mn, вытекает, что n − a ∈ Mn,
и отсюда ∑

a∈Mn

a =
∑

a∈Mn

(n − a),

что и доказывает (5).

Аналогичные вычисления приводят к следующей формуле [3, 4].
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Следствие 4. Справедливо выражение

∑

r∈Mn

r2 =
n2

3
ϕ(n)− ϕ(n)

6
p1p2 . . . pk,

где n = pα1

1 pα2

2 . . . pαk

k .

В общем случае, если

ϕn(z) =
∑

rm∈Mn

zrm =
∑

a∈Mn

za,

то

ϕ(k)
n (z) =

∑

rm∈Mn

rm(rm − 1) . . . (rm − k + 1)zrm−k

=
∑

a∈Mn

a(a− 1) . . . (a− k + 1)za−k.

Так как

(a)k = a(a− 1) . . . (a− k + 1) =
k∑

r=1

s(k, r)ar,

где s(k, r)— числа Стирлинга I рода (см. [2]), то

ϕ(k)
n (z) =

∑

a∈Mn

zam−k
k∑

r=1

s(k, r)ar =
k∑

r=1

s(k, r)
∑

a∈Mn

arza−k.

Теорема 3. Справедлива формула

Φ(k)
n (1) =

k∑

r=1

s(k, r)
∑

a∈Mn

ar. (6)

Если
Sn(r) =

∑

a∈Mn

ar,

то из (6) получаем формулу

Φ(k)
n (1) =

k∑

r=1

s(k, r)Sn(r),

которая позволяет последовательно вычислять Sn(r) для r = 0, 1, . . . ,

исходя из значений Φ
(k)
n (1).

Пусть σk — k-й элементарный симметрический полином. Тогда, выра-
жая элементарные симметрические полиномы через степенные функции
Sn(r), в силу классического соотношения (см., например, [10, § 52])
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∏

x∈Mn

(z − x) =

ϕ(n)∑

k=1

(−1)kzkσk

можно «явно» вычислить элементы группы Mn.
Для множества M = {a1, a2, . . . , ar} введём обозначение

v ·M = {va1, va2, . . . , var}.
Пусть

M t
n = {a ∈ N | (a, n) = t, a 6 n}.

Тогда для M t
n справедливо следующее представление.

Теорема 4. Имеет место равенство при t | n.
M t

n = t ·M1
n/t.

Доказательство вытекает из того, что при (a, b) = t выполняется
равенство

(
a
t ,

b
t

)
= 1. Теорема 4 доказана.

Примеры. 1. Если t = 2 и n = 12, то

M2
12 = 2 · {1, 5, 7, 11} = {2, 10, 2, 10} = {2, 10}.

Действительно,
∣∣M2

12

∣∣ =
∣∣M1

6

∣∣ = |{1, 5}| = 2, т. е. M1
6 = {1, 5}, M2

12 =
2 · {1, 5} = {2, 10}.

2. Если t = 4 и n = 8, то

M4
8 = 4 · {1, 3, 5, 7} = {4, 4, 4, 4} = {4}.

Действительно, M4
8 = 4 ·M1

2 = 4 · {1} = {4}.
В терминах производящих функций все приведённые выше рассуж-

дения выглядят так. Пусть

F t
n(z) =

∑

(x,n)=t

zx.

Теорема 5. Справедливо соотношение

F t
n,d(z) =

∑

d | n
t

µ(d)

1− ztd
.

Следствие 5. Имеет место формула
∑

a∈M t
n

za =
∑

d | n
t

µ(d)
1− zn

1− ztd
.

Следствие 6. При t | n справедливо равенство

∣∣M t
n

∣∣ = ϕ

Å
n

t

ã
.
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Пусть

F t
n(z) =

n∑

x=1

z(n,x).

Утверждение 1. Имеет место формула

F t
n(z) =

∑

d |n

zdϕ

Å
n

t

ã
.

Пусть ϕn(a)— число меньших n и взаимно простых с числом a чисел,
τp(n)— число простых делителей n, Mp(n)— множество простых делите-
лей числа n. Положим для краткости k = τp(n).

Теорема 6. Имеет место соотношение

ϕn(a) = n−
k∑

i=1

ï
n

pi

ò
+

∑

16i<j6k

ï
n

pipj

ò
− . . . ,

где a = pr11 pr22 . . . prkk .

При этом заметим, что ϕn(n) = ϕ(n) и ϕn(a) =
n
aϕ(a), если Mp(n) =

Mp(a).
Далее приведём ещё три соотношения.

1) ϕ(nr) = nr−1ϕ(n).

2) Пусть Mp(a) ⊆Mp(mn). Тогда

ϕmn(a) = mn−
∑

p | a

ï
mn

p

ò
+
∑

pq | a

ï
mn

pq

ò
− . . .

= mn−
∑

p | a

mn

p
+
∑

pq | a

mn

pq
− · · · = mn

∏

p | a

Å
1− 1

p

ã
.

Отсюда

ϕmn(a) =
mn

a
ϕ(a).

3) Если Mp(a) = Mp(mn), то ϕmn(a) = ϕ(mn).
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Abstract. The paper studies the properties of the set of numbers
smaller than and coprime to n with the modulo n multiplication opera-
tion introduced on it (this object is sometimes called the Euler group).
The cardinality of such a set is the well-known Euler function ϕ(n),
which is one of the classical functions in the number theory. The fields of
its application are quite wide and include, for example, various branches
of discrete mathematics, and it also has significant applications in cryp-
tography. The paper considers various combinatorial problems arising
in the study of the Euler group and the Euler function. Relations be-
tween theoretical and numerical parameters associated with the Euler
group and Euler function are derived. The combinatorial relations ob-
tained in the paper can be used when solving applied combinatorial
problems and in cryptography. Bibliogr. 10.

Keywords: divisor, Euler function, Euler group, Stirling numbers,
Möbius function, generating function.
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