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Аннотация. Задача о рёберной раскраске для заданного графа со-
стоит в том, чтобы минимизировать количество цветов, достаточ-
ное для окрашивания его рёбер так, чтобы смежные рёбра были
окрашены в разные цвета. Для всех классов графов, определяемых
множествами запрещённых подграфов с 7 рёбрами каждый, изве-
стен сложностной статус данной задачи. В настоящей работе рас-
сматривается случай запретов с 8 рёбрами. Нетрудно заметить, что
задача о рёберной раскраске будет NP-трудной для такого класса,
если среди его 8-рёберных запретов нет субкубического леса. В дан-
ной работе доказывается, что запрещение любого субкубического
8-рёберного леса порождает класс с полиномиальной разрешимо-
стью задачи о рёберной раскраске, кроме случаев, образованных
дизъюнктной суммой одного из четырёх лесов и пустого графа.
Для всех оставшихся случаев доказывается аналогичный резуль-
тат для пересечения с множеством графов максимальной степени
не менее чем 4. Ил. 2, библиогр. 14.

Ключевые слова: монотонный класс, задача о рёберной раскрас-
ке, вычислительная сложность.

Введение

В работе рассматриваются только обыкновенные графы, т. е. неориен-
тированные графы без петель и кратных рёбер. Класс графов называется
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наследственным, если он замкнут относительно удаления вершин. Лю-
бой наследственный класс X (и только наследственный класс) графов
может быть задан множеством своих запрещённых порождённых под-

графов Y, при этом принята запись X = Free(Y). Сильно наследствен-

ный (или монотонный) класс графов — наследственный класс, замкну-
тый ещё и относительно удаления рёбер. Любой монотонный класс X мо-
жет быть задан множеством своих запрещённых подграфов Y, при этом
пишем X = Frees(Y).

Рёберной k-раскраской графа G = (V,E) называется любое отобра-
жение c : E → {1, 2, . . . , k} такое, что c(e1) 6= c(e2) для любых смеж-
ных рёбер e1 и e2. Минимальное k, для которого существует рёберная
k-раскраска графа G, называется хроматическим индексом G и обозна-
чается через χ′(G).

Задача о рёберной k-раскраске (кратко, задача k-РР) состоит для за-
данного графа G в том, чтобы распознать, выполняется неравенство
χ′(G) 6 k или нет. Задача о рёберной раскраске (кратко, задача РР) для
заданных графа G и числа k состоит в том, чтобы распознать, выполня-
ется неравенство χ′(G) 6 k или нет. Задачи 3-РР и РР NP-полны [1].

Согласно известной теореме В. Г. Визинга [2] для любого графа G
справедливо неравенство ∆(G) 6 χ′(G) 6 ∆(G) + 1, где ∆(G)— мак-
симальная из степеней вершин G. Тем самым задача РР для графа G
эквивалентна распознаванию того, верно равенство χ′(G) = ∆(G) или
нет.

В работе [3] при любом k была получена полная сложностная дихо-
томия (т. е. полная классификация сложности) для задачи k-РР и всех
классов вида Free({H}). В [4] получена полная классификация сложно-
сти задачи 3-РР для множеств запрещённых порождённых подграфов,
каждый не более чем с 6 вершинами, среди которых не более двух под-
графов имеют ровно 6 вершин. В [5] рассматривались задача РР и семей-
ство монотонных классов, задаваемых запрещением подграфов, каждый
из которых имеет не более чем 6 рёбер или не более чем 7 вершин, и по-
лучена полная классификация сложности задачи РР для классов графов
из данного семейства. В [6] получена полная классификация сложности
задачи РР для монотонных классов, задаваемых запрещением подгра-
фов, каждый из которых имеет не более чем 7 рёбер.

В настоящей работе рассматривается случай запретов с 8 рёбрами.
В [7] доказано, что для любого g задача РР NP-трудна в множестве суб-
кубических графов с обхватом не менее чем g, поэтому задача РР будет
NP-трудной для любого монотонного класса с 8-рёберными запретами,
если среди данных запретов нет субкубического леса. В настоящей ра-
боте доказывается, что запрещение любого субкубического 8-рёберного
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леса порождает класс с полиномиальной разрешимостью задачи о рё-
берной раскраске, кроме случаев, образованных дизъюнктной суммой
одного из четырёх лесов и пустого графа. Для всех оставшихся случаев
доказывается аналогичный результат для пересечения с множеством гра-
фов максимальной степени не менее чем 4.

1. Используемые обозначения

Пусть G— некоторый граф, а x— вершина G. Открытая окрест-

ность вершины x, т. е. множество её соседей, обозначается через N(x).
Замкнутая окрестность вершины x, т. е. множество N(x)∪{x}, обозна-
чается через N [x]. Через deg(x) обозначается степень x, а максимальная
из степеней вершин G обозначается через ∆(G). Если ∆(G) 6 3, то G
называется субкубическим. Если степени всех вершин графа равны 3,
то он называется кубическим.

Пусть G— граф и V ′ ⊆ V (G). Тогда G[V ′]— подграф графа G, по-
рождённый V ′, а G \ V ′ — результат удаления из G всех элементов V ′.

Пусть G1 и G2 — графы. Через G1
∼= G2 обозначается изоморфизм G1

и G2. Если V (G1)∩ V (G2) = ∅, то граф (V (G1)∪ V (G2), E(G1)∪E(G2))
переобозначим через G1 + G2. Для графа G и числа k обозначение kG
означает граф G+G+ · · ·+G

︸ ︷︷ ︸

k раз

.

Пусть G,H1,H2, . . . ,Hk — графы. Тогда 〈G;H1,H2, . . . ,Hk〉— сокра-
щение для утверждения о том, чтоG содержит каждый из графовH1,H2,
. . . ,Hk в качестве подграфа.

Как обычно, через Pn, On,Kp,q обозначаются простой путь и пустой
граф на n вершинах и полный двудольный граф с p вершинами в од-
ной доле и с q вершинами в другой доле соответственно. Через K4 − e
обозначается результат удаления ребра из полного графа с 4 вершинами.

xi xi−1

. . .
x2 x1 v z1 z2

. . .
zk−1 zk

yj

yj−1... y2
y1

Рис. 1. Граф Ti,j,k

Через Ti,j,k, где i > 0, j > 0, k > 0, обозначается дерево, называемое
триодом, получаемое одновременным отождествлением по вершине v
концов трёх простых путей (рис. 1)

(v = x0, x1, . . . , xi), (v = y0, y1, . . . , yj), (v = z0, z1, . . . , zk).
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Далее в доказательствах для вершин графа Ti,j,k будут использоваться
обозначения, введённые при его определении.

Через T обозначается класс всех лесов, каждая компонента связно-
сти которых является триодом. На рис. 2 перечислены всевозможные
субкубические деревья, не принадлежащие T и имеющие не более чем 8
рёбер.
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Рис. 2
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обозначим через S. Отметим, что S совпадает с множеством всевозмож-
ных субукубических лесов без изолированных вершин, каждый из кото-
рых имеет ровно 8 рёбер и не принадлежит классу T .

Независимым множеством графа называется любое подмножество
попарно не смежных его вершин.
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2. Несжимаемые графы

Известно (см. [8, с. 465]), что граф G, содержащий вершину x, для
которой |{y ∈ N(x) | deg(y) = ∆(G)}| 6 1, имеет раскраску рёбер в ∆(G)
цветов тогда и только тогда, когда таковым является граф G \ {x}.

Напомним, что шарниром называется вершина графа, удаление кото-
рой увеличивает количество его компонент связности. Очевидно, что для
любого графа G и его шарнира x верно следующее: χ′(G) = ∆(G) тогда
и только тогда, когда для каждой компоненты связности H графа G\{x}
выполнено

χ′(G[V (H) ∪ {x}]) 6 ∆(G).

Связный граф G без шарниров назовём несжимаемым, если любая
вершина G имеет не менее двух соседей степени ∆(G). Задача РР для
графов из произвольного монотонного класса полиномиально сводится
к той же задаче для несжимаемых графов из этого монотонного класса.

3. Кликовая ширина графов и следствия из её ограниченности

Кликовая ширина — важный параметр графов. Для графа G она обо-
значается через cw(G) и определяется как наименьшее количество меток,
необходимых для построения G с помощью следующих четырёх опера-
ций:

(1) создание новой вершины с заданной меткой i,
(2) дизъюнктное объединение двух размеченных графовH1 иH2 с не-

пересекающимися множествами вершин,
(3) соединение ребром каждой вершины с меткой i с каждой верши-

ной с меткой j,
(4) переименование метки i в j.
Для любого числа C многие задачи на графах (включая задачу РР)

полиномиально разрешимы для графов, у которых кликовая ширина
не превосходит C (см., например, [9]). Из результатов [10,11] следует (см.
доказательство леммы 4 в [5]) справедливость следующего утверждения.

Лемма 1. Для любого C > 0 задача РР полиномиально разрешима

в классе графов {G | cw(G) 6 C}.
Следующее утверждение доказано в [12].

Лемма 2. Для любого монотонного класса X , не содержащего T це-

ликом, существует число C(X ) такое, что для любого G ∈ X выполнено

cw(G) < C(X ).

Лемма 3. Пусть H ′ ∈ T и X — класс графов, причём для некоторого

графа H выполнено X ⊆ Frees({H +H ′}). Тогда задача РР в классе X
полиномиально сводится к той же задаче в классе X ∩ Frees({H}).
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Доказательство. Нам понадобится понятие древесной ширины гра-
фа. Древесное разложение графа G = (V,E) — это дерево T , верши-
нами X1, . . . ,Xn которого являются подмножества V , удовлетворяющие
следующим свойствам:

(1) объединение всех множеств Xi равно V ;
(2) для любой вершины v ∈ V вершины дерева, содержащие v, обра-

зуют поддерево дерева T ;
(3) для любого ребра (v, u) графа G существует подмножество Xi,

содержащее и v, и u.
Шириной разложения T называется величина max

i
|Xi|−1. Древесная

ширина tw(G) графа G — это минимальная ширина всех возможных
разложений графа G. Нетрудно видеть, что для любого графа G и любой
его вершины v выполнено tw(G) 6 tw(G \ {v}) + 1, для чего достаточно
включить v во всеXi оптимального древесного разложения графа G\{v}.

Между кликовой шириной и древесной шириной графа имеется связь.
Так, для любого графа G выполнено неравенство cw(G) 6 3 · 2tw(G)−1

(см. [13]), а для любого графа G со свойством ¬〈G;Kt,t〉 выполнено
tw(G) 6 3cw(G) · (t− 1)− 1 (см. [14]).

Пусть G = (V,E) — произвольный граф из X . Если G содержит под-
граф H = (VH , EH), то G \ VH ∈ Frees({H ′}) и существует t∗ = t∗(H,H ′)
такое, что ¬〈G;Kt∗ ,t∗〉, так как H ′ ∈ T и X ⊆ Frees({H + H ′}). Отсю-
да, из леммы 2 и замечаний двух последних абзацев следует, что су-
ществует C∗ = C∗(H,H ′) такое, что для любого G ∈ X имеет место
〈G;H〉 ⇒ cw(G) < C∗. Значит, по лемме 1 задача РР полиномиально
разрешима в этом классе. Тем самым имеет место сведение, обозначен-
ное в формулировке леммы. Лемма 3 доказана.

4. Монотонные случаи полиномиальной

разрешимости задачи РР

Лемма 4. Для любого H ∈ {B++
1+ , B+++

1 ,+B+
1+,

+B++
1 } задача РР

полиномиально разрешима для графов из класса Frees({H}).
Доказательство. Покажем, что для графов из Frees({H}) задача

РР полиномиально сводится к той же задаче в классе Frees({H,T5,5,5}).
Отсюда и из леммы 2 следует справедливость утверждения данной лем-
мы. Можно рассматривать только несжимаемые графы из Frees({H}),
содержащие подграф T5,5,5. Пусть G = (V,E) — такой граф.

Если N(x1)\V (T5,5,5) 6= ∅, то 〈G;B++
1+ , B+++

1 ,+B+
1+,

+B++
1 〉. То же са-

мое верно, если (N(x1) ∩ V (T5,5,5)) \ {v, x2, y1, z1} 6= ∅ или если N(x1) =
{v, x2, y1, z1}. Такие же рассуждения можно провести и относительно
вершин y1 и z1, поэтому можно считать, что эти случаи не реализу-
ются. Тем самым для любой вершины u ∈ {x1, y1, z1} либо deg(u) = 2,
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либо deg(u) = 3 и в {x1, y1, z1} \ {u} существует сосед вершины u. Та-
кие же рассуждения показывают, что вершина v не смежна с вершина-
ми из T5,5,5, отличными от x1, y1, z1, x5, y5, z5. При этом если v смежна,
например, с x5, то x5 аналогична x1 (эти вершины взаимозаменяемы)
и deg(x5) = deg(x1) = 2.

Предположим, что ∆(G) > 4. Поскольку G несжимаемый, N(v) со-
держит не менее двух вершин степени ∆(G). Пусть u— произвольная
такая вершина. Понятно, что u 6∈ V (T5,5,5) и u не смежна ни с од-
ной из вершин x1, y1, z1. Ввиду несжимаемости графа G существуют
такие различные вершины u1, u2 ∈ N(u) \ {v}, что deg(u1) = ∆(G).
Нетрудно видеть, что если хотя бы одна из вершин u1 и u2 принад-
лежит V (T5,5,5), то 〈G;B++

1+ , B+++
1 ,+B+

1+,
+B++

1 〉. Можно считать, что
u1, u2 6∈ V (T5,5,5). Тогда 〈G;B++

1+ , B+++
1 〉. Поскольку deg(u1) = ∆(G) > 4,

существует сосед u′ вершины u1, отличный от каждой из вершин v, u, u2.
Тогда 〈G;+B+

1+,
+B++

1 〉.
Предположим, что ∆(G) = 3. Ввиду несжимаемости G и симметрии

можно считать, что x1y1 ∈ E. Пусть deg(z1) = 2, иначе 〈G;B++
1+ , B+++

1 ,
+B+

1+,
+B++

1 〉. Стянем треугольник (v, x1, y1) в вершину v∗ и получим
граф G∗. Понятно, что χ′(G) = 3 ⇔ χ′(G∗) = 3. Если среди x2, y2 имеется
не более одной вершины степени 3, то

χ′(G∗) 6 3 ⇔ χ′(G∗ \ {v∗}) 6 3, причём G∗ \ {v∗} ∼= G \ {v, x1, y1}.
Значит, deg(x2) = deg(y2) = 3 и 〈G;B++

1+ , B+++
1 ,+B+

1+,
+B++

1 〉. Лемма 4
доказана.

Лемма 5. Для любого H ∈ {B++
2 , B+

2+,
+B+

2 } задача РР полиноми-

ально разрешима для графов из класса Frees({H}).
Доказательство. Покажем, что для графов из Frees({H}) задача

РР полиномиально сводится к той же задаче в классе Frees({H,T7,7,7}).
Отсюда и из леммы 2 следует справедливость утверждения данной лем-
мы. Можно рассматривать только несжимаемые графы из Frees({H}),
содержащие подграф T7,7,7. Пусть G = (V,E) — такой граф.

Предположим, что среди x2, y2, z2 есть хотя бы две вершины степени
не менее чем 3, скажем, x2 и y2. Если неверно, что

(x2v ∈ E ∨ x2y1 ∈ E ∨ x2z1 ∈ E) ∧ (y2v ∈ E ∨ y2x1 ∈ E ∨ y2z1 ∈ E),

то 〈G;B++
2 , B+

2+,
+B+

2 〉. Если данное условие верно, то ввиду симметрии
порождаются только шесть случаев:

x2z1 ∈ E, y2z1 ∈ E; x2v ∈ E, y2x1 ∈ E; x2v ∈ E, y2z1 ∈ E;

x2y1 ∈ E, y2z1 ∈ E; x2v ∈ E, y2v ∈ E; x2y1 ∈ E, y2x1 ∈ E.

В первых четырёх случаях выполнено 〈G;B++
2 , B+

2+,
+B+

2 〉.
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В пятом случае имеем 〈G;B++
2 ,+B+

2 〉. Можно считать, что deg(x2) =
deg(y2) = 3. Ввиду несжимаемости G выполнено (deg(x1) = ∆(G)) ∨
(deg(x3) = ∆(G)), где ∆(G) > 5. Если deg(x1) > 5, то существует со-
сед x1, не принадлежащий {v, x2, x3, y1}, и 〈G;B+

2+〉. Если deg(x3) > 5,
то существует сосед x3, не принадлежащий {v, x1, x2, x4}, и 〈G;B+

2+〉.
В шестом случае можно считать, что deg(x2) = deg(y2) = 3. Тогда ли-

бо deg(x3) > 3, либо deg(x4) > 3 ввиду несжимаемости G, в каждом
из этих случаев 〈G;B++

2 , B+
2+,

+B+
2 〉.

Предположим, что среди x2, y2, z2 имеется не более одной вершины
степени не менее чем 3. Тогда ввиду несжимаемости G можно предпола-
гать, что deg(x2) = deg(y2) = 2 и

deg(x1) = deg(y1) = deg(x3) = deg(y3) = ∆(G).

Можно считать, что никакая из вершин x1, y1 не смежна ни с какой
из вершин V (T7,7,7) \ {v, x1, y1, z1, z2, x3, y3, z3, x7, y7, z7}, иначе 〈G;B++

2 ,
B+

2+,
+B+

2 〉. Если x1x3 ∈ E или y1y3 ∈ E, то 〈G;B++
2 , B+

2+,
+B+

2 〉. Если
x1y3 ∈ E или x1z3 ∈ E, то 〈G;B++

2 ,+B+
2 〉. Вместе с тем, в этих случаях

выполнено 〈G;B+
2+〉, для чего достаточно вспомнить, что deg(x3) > 3.

Тем самым можно считать, что никакая из вершин x1, y1 не смежна
ни с какой из вершин x3, y3, z3.

Если x1y1 ∈ E или x1z1 ∈ E, то 〈G;B++
2 , B+

2+,
+B+

2 〉, а если vx3 ∈ E,
то deg(x3) > 4. Далее считаем, что x1y1 6∈ E, x1z1 6∈ E. Аналогично,
используя вершину y3, можно показать, что y1z1 6∈ E. Ввиду несжимае-
мости G выполнено

∃x′1 ∈ N(x1) \ {v, x2} ∃ y′1 ∈ N(y1) \ {v, y2} : deg(x′1) = deg(y′1) = ∆(G).

Дополнительно предположим, что x′1 6= y′1. Тогда 〈G;B++
2 ,+B+

2 〉. Ес-
ли x′1z1 ∈ E или y′1z1 ∈ E, то 〈G;B+

2+〉. Кроме того, пусть ни одна из вер-
шин x′1 и y′1 не смежна с z1. Если x′1z2 ∈ E, то 〈G;B+

2+〉. Случай x′1y2 ∈ E
невозможен, так как y2 смежна только с y1 и y3, которые не могут сов-
падать с x′1. Если же x′1z2 6∈ E, то 〈G;B+

2+〉, для чего достаточно исполь-
зовать N [x′1] ∪ {v, y1, y2, z1, z2}, а также заметить, что ∆(G) > 4, если
x′1v ∈ E.

Дополнительно предположим, что x′1 = y′1. Напомним, что deg(x3) =
∆(G) > 3. Тогда 〈G;B++

2 , B+
2+,

+B+
2 〉, в чём легко убедиться, рассматри-

вая по отдельности три случая, когда x3 смежна хотя бы с одной из вер-
шин v, x′1 и когда она не смежна ни с одной из них. Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Задача РР полиномиально разрешима для графов из клас-

са Frees({B+
3 }).

Доказательство. Покажем, что для графов из Frees({B+
3 }) задача

РР полиномиально сводится к той же задаче в классе Frees({B+
3 , T7,7,7}).
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Отсюда и из леммы 2 следует справедливость утверждения данной лем-
мы. Можно рассматривать только несжимаемые графы из Frees({B+

3 }),
содержащие подграф T7,7,7. Пусть G = (V,E) — такой граф.

Предположим, что среди x3, y3, z3 есть хотя бы две вершины степени
не менее чем 3, скажем, x3 и y3. Если неверно, что

(x3v ∈ E ∨ x3x1 ∈ E ∨ x3y1 ∈ E ∨ x3z1 ∈ E)

∧ (y3v ∈ E ∨ y3y1 ∈ E ∨ y3x1 ∈ E ∨ y3z1 ∈ E),

то 〈G;B+
3 〉. Если данное условие верно, то ввиду симметрии порожда-

ются ровно 10 попарно неэквивалентных случаев. Нетрудно видеть, что
во всех этих случаях, кроме x3v ∈ E, y3v ∈ E; x3x1 ∈ E, y3x1 ∈ E;
x3z1 ∈ E, y3z1 ∈ E, выполнено 〈G;B+

3 〉.
Рассмотрим случай, когда x3v ∈ E, y3v ∈ E. Можно считать, что

deg(x3) = deg(y3) = 3, иначе 〈G;B+
3 〉. Ввиду несжимаемости G выполне-

но deg(x2) = ∆(G) ∨ deg(x4) = ∆(G), где ∆(G) > 5. Если deg(x2) > 5,
то существует сосед x2, не принадлежащий {v, x1, x3, y2, y4}, и 〈G;B+

3 〉.
Если deg(x4) > 5, то существует сосед x4, не принадлежащий {v, x3, x5,
y2, y4}, и 〈G;B+

3 〉.
Рассмотрим случай, когда x3x1 ∈ E, y3x1 ∈ E. Ясно, что

y2v 6∈ E, y2y4 6∈ E, y4x2 6∈ E, y4x4 6∈ E,

иначе 〈G;B+
3 〉. Можно считать, что deg(x3) = deg(y3) = 3, иначе 〈G;B+

3 〉.
Ввиду несжимаемости G выполнено (deg(y2) = ∆(G))∨(deg(y4) = ∆(G)),
где ∆(G) > 4. Если deg(y2) = ∆(G), то существует сосед y2, не при-
надлежащий {y1, y3, x1, x2}, и x4y2 6∈ E, 〈G;B+

3 〉. Если deg(y4) = ∆(G),
то существует сосед y4, не принадлежащий {y3, y5, x1}, и 〈G;B+

3 〉.
Рассмотрим случай, когда x3z1 ∈ E, y3z1 ∈ E. Ясно, что

y2v 6∈ E, y2xi 6∈ E, i = 1, 5, y2y4 6∈ E, y2y5 6∈ E,

y2zj , j = 2, 5, y4xi 6∈ E, i = 1, 5, y4y1 6∈ E, y4zj , j = 2, 5,

иначе 〈G;B+
3 〉. Ввиду несжимаемости G выполнено (deg(y2) = ∆(G)) ∨

(deg(y4) = ∆(G)), где ∆(G) > 4. Если deg(y2) = ∆(G), то существует
сосед y2, не принадлежащий V (T5,5,5), и 〈G;B+

3 〉. Если deg(y4) = ∆(G),
то существует сосед y4, не принадлежащий V (T5,5,5), и 〈G;B+

3 〉.
Предположим, что среди x3, y3, z3 имеется не более одной вершины

степени не менее чем 3. Тогда ввиду несжимаемости G можно предпола-
гать, что deg(x3) = deg(y3) = 2, deg(x′2) = deg(y′2) = ∆(G),

deg(x2) = deg(y2) = deg(x4) = deg(y4) = ∆(G),

N(x2) ⊇ {x′2, x1, x3}, N(y2) ⊇ {y′2, y1, y3}.
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Ясно, что никакая из вершин x2, y2, z2 не смежна ни с одной вершиной
из {x4, x5, x6, y4, y5, y6, z3, z4, z5, z6}, иначе 〈G;B+

3 〉. По той же причине
x4z3 6∈ E, y4z3 6∈ E.

Дополнительно предположим, что x2y2 ∈ E. Тогда x4y1 ∈ E, y4x1 ∈ E,
∆(G) = 3, иначе 〈G;B+

3 〉, но тогда 〈G;B+
3 〉.

Дополнительно предположим, что x2y1 ∈ E. Тогда x4y1 ∈ E, x4v ∈ E,
∆(G) = 4, иначе 〈G;B+

3 〉. Вершина x2 имеет соседа, отличного от каждой
из вершин y1, v, x1, x3, x4, x5, x6, т. е. 〈G;B+

3 〉.
Дополнительно предположим, что x2v ∈ E. Ясно, что x4x1 6∈ E, иначе

〈G;B+
3 〉. Тогда x4y1 ∈ E, x4z1 ∈ E, иначе 〈G;B+

3 〉. Тем самым 〈G;B+
3 〉.

Итак, x2 не смежна ни с одной из вершин V (T7,7,7) \ {x1, x3, x7, y7, z1,
z2, z7}. Из соображений симметрии можно считать, что y2 не смежна
ни с одной из вершин V (T7,7,7)\{y1, y3, x7, y7, z1, z2, z7}. Нетрудно видеть,
что каждое из множеств N(x′2)\{v, x2} иN(y′2)\{v, y2} содержит не менее
двух элементов.

Дополнительно предположим, что x′2 6= y′2. Рассмотрим рёбра, исхо-
дящие из x′2. В каждом из случаев x′2x1 ∈ E, x′2y1 ∈ E и x′2z1 ∈ E
сразу получается, что 〈G;B+

3 〉. То же самое в случае, когда в G нет
ни одного из указанных рёбер. При этом мы используем только условие
deg(x′2) = ∆(G), но не используем deg(y′2) = ∆(G).

Дополнительно предположим, что x′2 = y′2. Тогда ∆(G) = 3, посколь-
ку при ∆(G) > 4 можно выбрать x′2 и y′2 так, что x′2 6= y′2 и deg(x′2) =
∆(G). Ввиду несжимаемости графа G выполнено deg(x1) = deg(y1) = 3.
Можно считать, что x1x′2 6∈ E. Тогда x1y1 ∈ E, иначе 〈G;B+

3 〉. Поскольку
deg(x4) = 3, то 〈G;B+

3 〉. Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Задача РР полиномиально разрешима для графов из клас-

са Frees({B4}).
Доказательство. Покажем, что для графов из Frees({B4}) задача

РР полиномиально сводится к той же задаче в классе Frees({B4, T7,7,7}).
Отсюда и из леммы 2 следует справедливость утверждения данной лем-
мы. Можно рассматривать только несжимаемые графы из Frees({B4}),
содержащие подграф T7,7,7. Пусть G = (V,E) — такой граф.

Предположим, что среди x4, y4, z4 есть хотя бы две вершины степени
не менее чем 3, скажем, x4 и y4. Тогда 〈G;B4〉, если неверно, что

(x4v ∈ E ∨ x4x1 ∈ E ∨ x4x2 ∈ E ∨ x4y1 ∈ E ∨ x4z1 ∈ E)

∧ (y4v ∈ E ∨ y4y1 ∈ E ∨ y4y2 ∈ E ∨ y4x1 ∈ E ∨ y4z1 ∈ E).

Если данное условие верно, то порождаются ровно 15 попарно неэквива-
лентных случаев и во всех из них, кроме

y4v ∈ E, x4v ∈ E; y4y1 ∈ E, x4v ∈ E; y4x1 ∈ E, x4x1 ∈ E;
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y4x1 ∈ E, x4x2 ∈ E; x4z1 ∈ E, y4z1 ∈ E,

выполнено 〈G;B4〉.
Дополнительно предположим, что y4v ∈ E, x4v ∈ E. Тогда либо

deg(x4) = 3, либо deg(x4) = 4, x4x1 ∈ E, иначе 〈G;B4〉. Если deg(x4) = 4,
x4x1 ∈ E, то deg(x1) < ∆(G). Действительно, имеем ∆(G) > 5, и если
deg(x1) = ∆(G), то 〈G;B4〉, поэтому (deg(x3) = ∆(G))∨(deg(x5) = ∆(G))
ввиду несжимаемости G, независимо от того, чему равна степень верши-
ны x4. В силу симметрии выполнено (deg(y3) = ∆(G))∨(deg(y5) = ∆(G)).

Дополнительно предположим, что x4z1 ∈ E, y4z1 ∈ E. Данный случай
разбирается полностью аналогично предыдущему.

Дополнительно предположим, что y4y1 ∈ E, x4v ∈ E. Тогда либо
deg(y4) = 3, либо deg(y4) = 4, y4v ∈ E, иначе 〈G;B4〉. Аналогично рас-
суждениям из первого случая можно показать, что (deg(y3) = ∆(G)) ∨
(deg(y5) = ∆(G)). Так как не выполняется 〈G;B4〉, то либо deg(x4) = 3,
либо deg(x4) = 4, x4y1 ∈ E. Если deg(x4) = 3, то ввиду несжимаемо-
сти G выполнено (deg(x3) = ∆(G))∨ (deg(x5) = ∆(G)). Если deg(x4) = 4,
x4y1 ∈ E, то deg(y4) = 3, иначе 〈G;B4〉. Тогда deg(y3) = ∆(G) > 4 ввиду
несжимаемости G, поэтому 〈G;B4〉.

Дополнительно предположим, что y4x1 ∈ E, x4x1 ∈ E. Тогда либо
deg(y4) = 3, либо deg(y4) = 4, y4v ∈ E, иначе 〈G;B4〉. Если deg(y4) = 4,
y4v ∈ E, то этот вариант разобран в третьем случае. Если deg(y4) = 3, то
ввиду несжимаемости G выполнено (deg(y3) = ∆(G))∨(deg(y5) = ∆(G)).
Так как не выполняется 〈G;B4〉, то либо deg(x4) = 3, либо deg(x4) = 4,
x4x2 ∈ E. Если deg(x4) = 4, x4x2 ∈ E, то 〈G;B4〉, так как deg(y3) = ∆(G).
Если deg(x4) = 3, то (deg(x3) = ∆(G)) ∨ (deg(x5) = ∆(G)) ввиду несжи-
маемости G.

Дополнительно предположим, что y4x1 ∈ E, x4x2 ∈ E. Тогда ли-
бо deg(x4) = 3, либо deg(x4) = 4, x4x1 ∈ E, иначе 〈G;B4〉. Вариант
deg(x4) = 4, x4x1 ∈ E разобран в предыдущем случае. Если deg(x4) = 3,
то (deg(x3) = ∆(G))∨(deg(x5) = ∆(G)) ввиду несжимаемости G. Так как
не выполняется 〈G;B4〉, то deg(y4) = 3. Ввиду несжимаемости графа G
имеем (deg(y3) = ∆(G)) ∨ (deg(y5) = ∆(G)).

Итак, получаем

(deg(x3) = ∆(G) ∨ deg(x5) = ∆(G)) ∧ (deg(y3) = ∆(G) ∨ deg(y5) = ∆(G)).

Тогда нетрудно видеть, что в каждом из четырёх возможных случаев
возникает подграф B4.

Предположим, что среди x4, y4, z4 имеется не более одной вершины
степени не менее чем 3. Тогда ввиду несжимаемости G можно предпола-
гать, что deg(x4) = deg(y4) = 2, deg(x′3) = deg(y′3) = ∆(G),

deg(x3) = deg(y3) = deg(x5) = deg(y5) = ∆(G),
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N(x3) ⊇ {x′3, x2, x4}, N(y3) ⊇ {y′3, y2, y4}.
Ясно, что x3 не смежна ни с одной из вершин множества V (T7,7,7)\{v, x1,
y1, z1, x2, y2, z2, x4, x7, y7, z7}, иначе 〈G;B4〉. Аналогично вершина y3
не смежна ни с одной из вершин множества V (T7,7,7) \ {v, x1, y1, z1, x2,
y2, z2, y4, x7, y7, z7}.

Дополнительно предположим, что x3y2 ∈ E. Тогда либо x2y5 ∈ E,
∆(G) = 3, либо y5x2 ∈ E, y5y2 ∈ E, ∆(G) = 4, иначе 〈G;B4〉. В первом
случае обязательно x5y6 ∈ E, иначе 〈G;B4〉. Тогда 〈G;B4〉. Во втором
случае x5x2 ∈ E, x5y6 ∈ E, поэтому 〈G;B4〉. Тем самым x3y2 6∈ E. Ана-
логично можно доказать, что y3x2 6∈ E.

Дополнительно предположим, что x3y1 ∈ E. Тогда y5v 6∈ E, иначе
〈G;B4〉. По той же причине y5y2 ∈ E, ∆(G) = 3 или y5y2 ∈ E, y5y1 ∈ E,
∆(G) = 4. В обоих случаях x5x1 ∈ E или x5z1 ∈ E, иначе 〈G;B4〉, но то-
гда 〈G;B4〉. Аналогично можно доказать, что y3x1 6∈ E.

Дополнительно предположим, что x3v ∈ E. Существует сосед верши-
ны y3, одновременно отличный от y1 и от v. Тогда 〈G;B4〉. Далее всюду
считаем, что x3v 6∈ E, y3v 6∈ E.

Дополнительно предположим, что x′3 = y′3. Ясно, что x′3 6= z1. Тогда
x3x1 6∈ E, y3y1 6∈ E, иначе 〈G;B4〉. Каждый элемент множества N(x′3) \
{x3, y3} должен принадлежать множеству {v, x1, y1, z1}, иначе 〈G;B4〉.
Выполнено ∆(G) = 3, иначе deg(x3) = deg(y3) > 4 и 〈G;B4〉. Тем самым
N(x′3) = {x3, y3, t}, где t ∈ {x1, y1, z1}, и 〈G;B4〉, в чём можно убедиться,
использовав одно из множеств N [x5] или N [y5].

Дополнительно предположим, что x′3 6= y′3. Нетрудно видеть, что каж-
дое из множеств N(x′3) \ {v, x3} и N(y′3) \ {v, y3} содержит не менее двух
элементов. Если неверно, что

(x′3x1 ∈ E ∨ x′3x2 ∈ E ∨ x′3y1 ∈ E ∨ x′3z1 ∈ E)

∧ (y′3y1 ∈ E ∨ y′3y2 ∈ E ∨ y′3x1 ∈ E ∨ y′3z1 ∈ E),

то 〈G;B4〉. Если данное условие верно, то порождаются ровно 9 неэкви-
валентных случаев и во всех из них 〈G;B4〉. Лемма 7 доказана.

5. Полиномиальная разрешимость задачи РР для некоторых

классов графов максимальной степени не менее чем 4

Лемма 8. Для любого H ∈ {B∗
1 + P2,

+B∗
1 , B

+∗
1 } задача РР полино-

миально разрешима в множестве графов

{G | G ∈ Frees({H}), ∆(G) > 4}.
Доказательство. I. Пусть H = B∗

1 +P2. В лемме 8 из [6] доказано,
что задача РР полиномиально разрешима в множестве графов

{G | G ∈ Frees({B∗
1}), ∆(G) > 4}.
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Отсюда и из леммы 3 следует справедливость данной леммы при H =
B∗

1 + P2.
II. Пусть H = +B∗

1 . Можно рассматривать только несжимаемые гра-
фы из

{G | G ∈ Frees({H}), ∆(G) > 4},
содержащие подграф B∗

1 . Пусть G— такой граф, в котором имеется под-
граф B∗

1 , где x, y, z — вершины степени 3 этого подграфа B∗
1 , xy, yz ∈

E(B∗
1), x

′, x′′, y′, z′, z′′ — листья B∗
1 , смежные с x, y, z соответственно. Так

как ¬〈G;+B∗
1〉, каждый сосед вершин x′, x′′, z′, z′′ принадлежит V (B∗

1).
По той же причине для любого элемента u ∈ (N(x)∪N(z))\V (B∗

1) выпол-
нено N(u) ⊆ V (B∗

1), поэтому не существует путей (y, y1, y2) и (y, y′1, y
′
2),

в которых {y1, y2}∩{y′1, y′2} = ∅ и y1, y2, y′1, y
′
2 6∈ V (+B∗

1) \{y, y′}, иначе y
была бы шарниром графа G.

Покажем, что граф G\V (B∗
1) пустой. Предположим, что он содержит

ребро e. Поскольку y не является шарниром G, в G имеется простой путь

(v1 ∈ {x, z}, v2, . . . , vk, vk+1), vkvk+1 = e,

не проходящий через y. С точностью до переобозначений можно считать,
что любой такой путь проходит через y′, иначе 〈G;+B∗

1〉. Если vi = y′,
i 6= 2, то vi−1, vi, vi+1, vi+2 вместе с x, x′, x′′, y, z порождают надграф гра-
фа +B∗

1 , поэтому v2 = y′. Тогда N(y) = {v2, x, z} или N(y) = {v2, v3, x, z},
иначе 〈G;+B∗

1〉. Тем самым либо v2, либо v3 является шарниром G.
Итак, G \ V (B∗

1) пустой. Очевидно, что кликовая ширина любого пу-
стого графа равна 1 и кликовая ширина любого графа не превосходит
количества его вершин. Тогда

cw(G) 6 cw(G \ V (B∗
1)) + |B∗

1 |+ 1 6 10.

Отсюда и из леммы 1 следует справедливость этой леммы при H = +B∗
1 .

III. Пусть H = B+∗
1 . По лемме 7 можно рассматривать только несжи-

маемые графы из

{G | G ∈ Frees({H}), ∆(G) > 4},
содержащие подграф B4. Пусть G = (V,E) — такой граф, в котором име-
ется подграф B4, где (x, y1, y2, y3, z)— центральный 4-путь этого подгра-
фа B4, а x1, x2 и z1, z2 — листья B4, смежные с x и z соответственно.
Ясно, что

y1y3 6∈ E, y1z1 6∈ E, y1z2 6∈ E,

y3x1 6∈ E, y3x2 6∈ E, y2x 6∈ E, y2z 6∈ E,

иначе 〈G;B+∗
1 〉. Ввиду несжимаемости графа G либо y2 имеет соседа y′2

степени ∆(G), отличного от y1 и от y3, либо deg(y1) = deg(y3) = ∆(G).
Рассмотрим первый случай. Ситуация y′2 6∈ {x1, x2, z1, z2} невозмож-

на, иначе 〈G;B+∗
1 〉, в чём можно убедиться, рассматривая всевозможные
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значения для |N(y′2) ∩ {y1, y3}| ∈ {0, 1, 2}. Если y′2 ∈ {x1, x2, z1, z2}, то
ввиду симметрии можно предполагать, что y′2 = x1. Тогда x1x2 6∈ E,
x1z1 6∈ E, x1z2 6∈ E, иначе 〈G;B+∗

1 〉. По той же причине x1 не имеет
соседа вне V (B4), поэтому x1y1 ∈ E, x1z ∈ E, ∆(G) = 4. Очевидно,
что deg(y3) = 2, иначе 〈G;B+∗

1 〉, но тогда deg(y2) = 4 ввиду несжима-
емости G. Так как ¬〈G;B+∗

1 〉, то y2 смежна хотя бы с одной из вер-
шин z1 и z2, скажем, с z1. По той же причине и так как ∆(G) = 4,
имеем deg(y1) = 3. Тогда deg(z1) = 4 ввиду несжимаемости G. Так как
¬〈G;B+∗

1 〉, то z1z2 6∈ E, z1x2 6∈ E, т. е. z1 имеет соседа вне V (B4), но тогда
〈G;B+∗

1 〉.
Рассмотрим второй случай. Предположим, что существует вершина

y′1 6∈ V (B4), смежная с y1. Тогда y2x1 6∈ E, y2x2 6∈ E, y3x 6∈ E, иначе
〈G;B+∗

1 〉. Так как deg(y3) > 4, отсюда следует, что 〈G;B+∗
1 〉. Тем самым

N(y1) \ V (B4) = N(y3) \ V (B4) = ∅. Следовательно, можно считать,
что y1x1 ∈ E, y3z1 ∈ E. Тогда y1z 6∈ E, y3x 6∈ E, иначе 〈G;B+∗

1 〉. Тем
самым выполнено y1x2 ∈ E, y3z2 ∈ E, ∆(G) = 4. Так как ¬〈G;B+∗

1 〉,
то deg(y2) = 2. По той же причине ни одна из вершин x, x1, x2, z, z1, z2
не имеет соседа вне V (B4). Значит, V = V (B4). Лемма 8 доказана.

Лемма 9. Задача РР полиномиально разрешима в множестве графов

{G | G ∈ Frees({B∗
1+}), ∆(G) > 4}.

Доказательство. Покажем, что задача РР для указанного класса
графов полиномиально сводится к той же задаче в классе Frees({B∗

1+,
T7,7,7}). Отсюда и из леммы 2 следует справедливость утверждения дан-
ной леммы. Можно рассматривать только несжимаемые графы из

{G | G ∈ Frees({B∗
1+}), ∆(G) > 4},

содержащие подграф T7,7,7. Пусть G = (V,E) — такой граф. Вершина x1
не смежна ни с одной из вершин y3–y6 и z3–z6, вершина y1 не смежна
ни с одной из вершин x3–x6 и z3–z6, вершина z1 не смежна ни с од-
ной из вершин x3–x6 и y3–y6, иначе 〈G;B∗

1+〉. Далее будут рассмотре-
ны два важных варианта, которые обозначим через I и II. Множество
{x1, y1, z1} обозначим через V1, множество {x2, y2, z2} — через V2, а мно-
жество V (T7,7,7) \ {x7, y7, z7} — через ‹V .

I. Предположим, что

((x1y2 ∈ E ∨ x1z2 ∈ E) ∧ deg(x1) > 4)

∨ ((y1x2 ∈ E ∨ y1z2 ∈ E) ∧ deg(y1) > 4)

∨ ((z1x2 ∈ E ∨ z1y2 ∈ E) ∧ deg(z1) > 4).

Не умаляя общности, можно считать, что x1y2 ∈ E, deg(x1) > 4. Тогда

x1xi 6∈ E, i = 3, 6, x1z1 6∈ E, x1z2 6∈ E,
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иначе 〈G;B∗
1+〉. По той же причине либо deg(v) = 3, либо vy2 ∈ E и

deg(v) = deg(x1) = deg(y2) = 4,

либо x1y1 ∈ E, vx2 ∈ E и

deg(v) = deg(x1) = 4, deg(y2) = 3.

I.a. Дополнительно предположим, что deg(v) = 3. Так как не выпол-
няется 〈G;B∗

1+〉, то deg(y2) = 3 или

x1y1 ∈ E, x2y2 ∈ E, deg(x1) = deg(y2) = 4.

I.a.1. Пусть deg(y2) = 3. Ввиду несжимаемости графа G выполнено
deg(y1) > 4. Поскольку ¬〈G;B∗

1+〉, имеем x1y1 ∈ E. По тем же причи-
нам (ввиду несжимаемости G и того факта, что ¬〈G;B∗

1+〉) выполне-
но deg(x1) = deg(y1) = 4 = ∆(G). Тем самым N(y1) = {v, x1, y2, y′1},
deg(y′1) = 4 ввиду несжимаемости G. Так как ¬〈G;B∗

1+〉, то y′1x2 6∈ E,
поэтому y′1 = x2, иначе N(y′1) \ {x2, y1, y3} содержит хотя бы два элемен-
та и 〈G;B∗

1+〉. Ввиду несжимаемости G выполнено deg(x2) = 4, откуда
следует, что 〈G;B∗

1+〉.
I.a.2. Пусть теперь x1y1 ∈ E, x2y2 ∈ E, deg(x1) = deg(y2) = 4. Так как

¬〈G;B∗
1+〉, то либо x2y1 ∈ E, deg(x2) = deg(y1) = 4, либо deg(x2) = 3.

В первом случае по той же причине и ввиду несжимаемости G выполнено
deg(x3) = deg(y3) = 2, ∆(G) = 4. Произвольная рёберная 4-раскраска c
графа G\{v, x1, x2, y1, y2} продолжается до рёберной 4-раскраски G. Для
этого независимо от цветов рёбер x3x4, y3y4 и рёбер, инцидентных z1,
можно c точностью до перестановки цветов положить

c(vx1) = c(x2x3) = 1, c(vy1) = c(y2y3) = 2.

Пусть
c(x1x2) = 2, c(y1y2) = 1,

c(x1y1) = c(x2y2) = 3, c(x1y2) = c(x2y1) = 4.

Тогда получим рёберную 4-раскраску G, поэтому

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v, x1, x2, y1, y2}) 6 4.

Во втором случае ввиду несжимаемости G и того факта, что 〈G;B∗
1+〉,

выполнено deg(y1) = 4, y1y3 ∈ E, ∆(G) = 4. Так как 〈G;B∗
1+〉, то

deg(y3) = 3, deg(x3) = deg(y4) = 2.

Произвольная рёберная 4-раскраска c графа G \ {v, x1, x2, y1, y2, y3} про-
должается до рёберной 4-раскраски G. Для этого независимо от цветов
рёбер x3x4, y4y5 и рёбер, инцидентных z1, можно c точностью до пере-
становки цветов положить

c(vx1) = 1, c(x2x3) = c(vy1) = c(y3y4) = 2.
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Пусть
c(x2y2) = c(y1y3) = 1, c(x1y2) = 2,

c(x1x2) = c(y1y2) = 3, c(x1y1) = c(y2y3) = 4.

Тогда получим рёберную 4-раскраску G, поэтому

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v, x1, x2, y1, y2, y3}) 6 4.

I.b. Дополнительно предположим, что

vy2 ∈ E, deg(v) = deg(x1) = deg(y2) = 4.

Так как ¬〈G;B∗
1+〉, то x1y1 ∈ E. По той же причине для каждой вершины

u ∈ {x2, y3, z1} либо deg(u) = 2, либо uy1 ∈ E, причём deg(y1) 6 4. Если
y1 смежна с вершиной u 6∈ V (T7,7,7), то deg(u) = 2 ввиду несжимаемо-
сти G и того факта, что 〈G;B∗

1+〉. Нетрудно видеть, что

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v, x1, y1, y2}) 6 4.

I.c. Дополнительно предположим, что

x1y1 ∈ E, vx2 ∈ E, deg(v) = deg(x1) = 4, deg(y2) = 3.

Так как G несжимаем и ¬〈G;B∗
1+〉, имеем

(y1x2 ∈ E, ∆(G) = 4)

∨ (y1z1 ∈ E, deg(y1) = 4, deg(z1) = deg(x2) = 3, ∆(G) = 4).

В первом случае выполнено deg(x3) = deg(y3) = deg(z2) = 2, так как
¬〈G;B∗

1+〉. Нетрудно видеть, что

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v, x1, x2, y1, y2}) 6 4.

Во втором случае выполнено deg(x3) = deg(y3) = deg(z3) = 2, так как
¬〈G;B∗

1+〉. Нетрудно видеть, что

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v, x1, x2, y1, y2, z1}) 6 4.

Рассмотрение варианта I закончено.

II. Предположим, что

((x1y1 ∈ E ∨ x1z1 ∈ E) ∧ deg(x1) > 4)

∨ ((y1x1 ∈ E ∨ y1z1 ∈ E) ∧ deg(y1) > 4)

∨ ((z1x1 ∈ E ∨ z1y1 ∈ E) ∧ deg(z1) > 4).

Не умаляя общности, можно считать, что x1y1 ∈ E, deg(x1) > 4 и не ре-
ализуется случай I. Так как ¬〈G;B∗

1+〉, вершина v не смежна ни с одной

из вершин ‹V \ (V1 ∪ V2).
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Если z1y1 ∈ E, то x1z1 ∈ E, так как ¬〈G;B∗
1+〉. Если z1x1 ∈ E, то ввиду

несжимаемости G хотя бы одна из вершин v, y1, z1 имеет степень не ме-
нее чем 4. Если deg(y1) > 4 или deg(z1) > 4, то y1z1 ∈ E, поскольку
¬〈G;B∗

1+〉. Если deg(y1) = deg(z1) = 3, то по той же причине и вви-

ду несжимаемости G выполнено vu ∈ E, deg(u) = ∆(G). Если u 6∈ ‹V ,
то u смежна не более чем с одним элементом из V2, а если ux1 ∈ E,
то ∆(G) > 5. Тогда N(u) \ {v} содержит два элемента, одновремен-
но не принадлежащих ‹V , и 〈G;B∗

1+〉. Это верно, если u ∈ V2, так как
deg(u) > 4.

Предположим, что z1x1 ∈ E, z1y1 ∈ E. Поскольку ¬〈G;B∗
1+〉, выпол-

нено ∆(G) = 4. Так как ¬〈G;B∗
1+〉, для каждой вершины u ∈ {x2, y2, z2}

либо deg(u) = 2, либо uv ∈ E, deg(u) = 3. Если uv ∈ E, u 6∈ ‹V , то
deg(u) = 2, так как G несжимаем и ¬〈G;B∗

1+〉. Нетрудно видеть, что

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ (V1 ∪ {v})) 6 4.

Далее считаем, что z1x1 6∈ E, z1y1 6∈ E. Так как ¬〈G;B∗
1+〉, отсюда полу-

чаем vy2 6∈ E, vz2 6∈ E.
Через N обозначим множество вершин, не принадлежащих V1 ∪ V2 ∪

{v} и смежных хотя бы с одной из вершин v, y1, z1. Так как ¬〈G;B∗
1+〉,

каждый элемент из N смежен с x1. По той же причине N содержит
не более одного элемента.

Ввиду несжимаемости графа G и ¬〈G;B∗
1+〉 равенство N = ∅ воз-

можно, только если

(deg(y1) = deg(z1) = 3, deg(v) = deg(x1) = 4,

vx2 ∈ E, z1x2 ∈ E, x1x3 ∈ E) ∨ (deg(y1) = 3, deg(z1) = 2,

deg(v) = deg(x1) = deg(x2) = 4, vx2 ∈ E, x2y2 ∈ E, x1x3 ∈ E).

В первом случае, так как ¬〈G;B∗
1+〉, то deg(x3) = 3, deg(x4) = 2, поэто-

му G не несжимаем. Во втором случае, так как ¬〈G;B∗
1+〉, то deg(y3) = 3,

deg(y4) = 2, поэтому G не несжимаем.
Дополнительно предположим, что N = {u′}. Так как ¬〈G;B∗

1+〉, то

deg(z1) 6 3, deg(y1) 6 4.

Поскольку v содержит не менее двух вершин степени ∆(G) (поскольку G
несжимаем), по той же причине имеем

(deg(v) = deg(x1) = 5, vx2 ∈ E, ∃u′′ 6∈ ‹V : u′′v ∈ E, u′′x1 ∈ E)

∨ (deg(v) 6 4, deg(x1) = 4 = ∆(G), vx2 6∈ E).

Первый случай невозможен. Действительно, deg(x1) = 4, так как
¬〈G;B∗

1+〉, поэтому deg(x2) = 5 ввиду несжимаемости G. Тогда 〈G;B∗
1+〉.
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Предположим, что deg(v) 6 4, deg(x1) = 4 = ∆(G), vx2 6∈ E. Ввиду
несжимаемости G каждая из вершин v, y1, y2, z1 смежна хотя бы с двумя
вершинами степени 4, поэтому vu′ ∈ E, y1u

′ ∈ E, x1u
′ ∈ E, так как

¬〈G;B∗
1+〉. По той же причине для каждой вершины u ∈ {x2, y2, z1} либо

deg(u) = 2, либо uu′ ∈ E, deg(u) = 3, причём если u смежна с вершиной
w 6∈ V1 ∪ {v, x2, y2}, то deg(w) 6 1. Нетрудно видеть, что

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ (V1 ∪ {v, u′})) 6 4.

Рассмотрим случай, когда vu′ ∈ E, y1u
′ 6∈ E. Тогда deg(y1) = 3, так

как ¬〈G;B∗
1+〉. Ввиду несжимаемости G выполнено deg(u′) = 4. Тогда

〈G;B∗
1+〉 во всех случаях, кроме u′z1 ∈ E, u′x2 ∈ E. Если u′z1 ∈ E,

u′x2 ∈ E, то deg(x2) = 3, deg(x3) = 2, так как ¬〈G;B∗
1+〉, поэтому G

не несжимаем.
Рассмотрим случай, когда vu′ 6∈ E, y1u

′ ∈ E. Тогда deg(v) = 3. Ввиду
несжимаемости G выполнено deg(u′) = 4. Тогда 〈G;B∗

1+〉 во всех случаях,
кроме u′x2 ∈ E, u′y2 ∈ E. Так как ¬〈G;B∗

1+〉, то deg(x2) = 3, deg(x3) = 2,
поэтому G не несжимаем.

Рассмотрение варианта II закончено.

Далее считаем, что варианты I и II не реализуются. Ввиду несжима-
емости графа G множество N(v) содержит хотя бы две вершины v1 и v2
степени ∆(G). Ясно, что |{v1, v2} ∩ V1| 6 1, иначе 〈G;B∗

1+〉.
Предположим, что существует вершина vi 6∈ ‹V , скажем v1, смежная

хотя бы с одной из вершин множества V1, скажем с x1. Тогда v2 6∈ {y1, z1},
иначе 〈G;B∗

1+〉.
Рассмотрим сначала случай, когда v1x2 ∈ E, v1x3 ∈ E. Нетрудно

видеть, что 〈G;B∗
1+〉, если (v2 6= x1)∨(∆(G) > 5). Если v2 = x1, ∆(G) = 4,

то x1x3 ∈ E и либо deg(x2) = 3, либо x2x4 ∈ E. В первом случае

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v1, x1, x2}) 6 4.

Во втором случае, так как ¬〈G;B∗
1+〉, либо deg(y1) = deg(z1) = 2, либо

deg(y1) = deg(z1) = 3, x1y1 ∈ E. Второй вариант невозможен, так как
тогда deg(y2) = 4 ввиду несжимаемости G, поэтому 〈G;B∗

1+〉. Пользуясь
несжимаемостью G и тем, что ¬〈G;B∗

1+〉, нетрудно убедиться в том, что

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v1, x1, x2, x3}) 6 4,

за исключением случая, когда существует копия подграфа G[{v, v1, x1,
x2, x3, x4}], пересекающаяся с ним по вершине x4. Стянем эти два под-
графа в вершину, получившийся граф обозначим через G∗. Нетрудно
видеть, что G∗ ∈ Frees({B∗

1+}) и χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G∗) = 4.
Предположим, что хотя бы одно из рёбер vx2, vx3 не принадлежит E.

Так как ¬〈G;B∗
1+〉, если ∆(G) > 5, то v1 смежна с каждой вершиной
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из V1, причём v2 6∈ ‹V . Тогда v2 не имеет соседа в V1, иначе 〈G;B∗
1+〉.

Вспомнив, что deg(v2) > 5, заключаем, что 〈G;B∗
1+〉.

Дополнительно предположим, что ∆(G) = 4. Поскольку ¬〈G;B∗
1+〉,

получаем v1y1 6∈ E, v1z1 6∈ E, v1 имеет соседа в {x2, x3}, поэтому v2 = x1.
Используя несжимаемость G и то, что 〈G;B∗

1+〉, нетрудно выяснить, что

(v1x2 ∈ E, ∃ v′, v′′ 6∈ ‹V : v1v
′ ∈ E, v2v

′′ ∈ E)

∨ (v1x2 ∈ E, ∃ v′ 6∈ ‹V : v1v
′ ∈ E, v2v

′ ∈ E).

В первом случае в силу ¬〈G;B∗
1+〉 имеем

deg(y1) = deg(z1) = 2, deg(x2) = 3, max(deg(v′),deg(v′′)) 6 1,

поэтому
χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v1, x1, x2}) 6 4.

Рассмотрим второй случай. Так как ¬〈G;B∗
1+〉, то N(v′) ⊆ {v1, v2, x2, x3}.

По той же причине выполнено

(deg(v′) = 2 ⇒ deg(x2) = 3) ∧ (v′x2 ∈ E, v′x3 6∈ E ⇒ deg(v′) = 3)

∧ (v′x2 6∈ E, v′x3 ∈ E ⇒ deg(x2) = deg(v′) = 3).

Ввиду несжимаемости G и 〈G;B∗
1+〉 получаем deg(y1) = deg(z1) = 2.

Нетрудно проверить, что

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v1, v2, v′′, x2}) 6 4,

где v′′ = v′ или v′′ = x3. Итак, можно считать, что если vi 6∈ ‹V , то vi не
смежна ни с одним элементом из V1.

Так как ¬〈G;B∗
1+〉, то |N(vi) ∩ V2| 6 1, если vi 6∈ ‹V , и если vi ∈ ‹V ,

то vi не смежна ни с одной вершиной других ветвей T7,7,7 кроме листо-
вых. Следовательно, среди (x1, x2), (y1, y2), (z1, z2) существует пара, каж-
дый элемент которой не смежен ни c v1, ни с v2. Если (N(v1) ∪N(v2)) \
{v, v1, v2} содержит не менее четырёх вершин, то существуют такие два
элемента v′1, v

′
2 ∈ N(v1) \ {v, v2}, что |N(v2) \ {v, v1, v′1, v′2}| > 2. Значит,

при ∆(G) > 5 выполнено 〈G;B∗
1+〉, за исключением ситуации, когда

∆(G) = 5, v1v2 ∈ E, N(v1) \ {v2} = N(v2) \ {v1}.
В этом случае, поскольку 〈G;B∗

1+〉, никакая вершина из N(v1) \ {v, v2}
не имеет соседа вне N(v1). Тогда v— шарнир графа G.

Предположим, что ∆(G) = 4. Тогда либо ровно одна из вершин v1, v2
не принадлежит ‹V , а вторая принадлежит V1, либо они одновременно
принадлежат ‹V . В первом случае можно считать, что v1 6∈ ‹V , v2 = x1
и v1x1 6∈ E, N(v1) \ {v} = N(v2) \ {v}. Тогда N(v2) ∩ ‹V = {v, x2}, иначе
〈G;B∗

1+〉. По той же причине множество N(v2) \ {v} независимо. Ввиду
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несжимаемости G либо deg(x2) = 4, либо степень хотя бы одной из вер-
шин N(v2) \ ‹V равна 4, но тогда 〈G;B∗

1+〉.
Рассмотрим второй случай. Так как ¬〈G;B∗

1+〉, вершины v1, v2 од-
новременно принадлежат ровно одному из множеств {xi}6i=1, {yi}6i=1,
{zi}6i=1, скажем, первому из них. Тогда можно считать, что v1 = x1, так
как ∆(G) = 4. Покажем, что deg(y1) = deg(z1) = 2. Рассмотрим только
вершину y1. Поскольку ¬〈G;B∗

1+〉, то deg(y1) 6 3, y1z2 6∈ E, y1x2 6∈ E,
поэтому deg(y1) = 3, только если y1z1 ∈ E. Тогда deg(z1) = 3. Следова-
тельно, deg(y2) = 4 ввиду несжимаемости G. Тогда 〈G;B∗

1+〉.
Так как ¬〈G;B∗

1+〉, то x1x5 6∈ E, x1x6 6∈ E. По той же причине, если
v1v2 6∈ E, то N(v1) \ {v} = N(v2) \ {v}. Тогда v2 6∈ {x4, x5, x6}, поэтому
v2 = x3, ∃ v′ 6∈ ‹V : v′x1 ∈ E, v′x3 ∈ E. Поскольку ¬〈G;B∗

1+〉, то

(deg(v′) = 3, v′x5 ∈ E, x1x4 ∈ E, deg(x4) = 3)∨(deg(v′) = 2, deg(x4) = 3).

Ввиду несжимаемости G выполнено deg(x2) = 4, но тогда 〈G;B∗
1+〉.

Дополнительно предположим, что v1v2 ∈ E. Тогда v2 = xi, где i ∈
{2, 3, 4}, v1 и v2 имеют общего соседа кроме v. Поскольку ¬〈G;B∗

1+〉,
то i 6= 4, а при i = 3 выполнено x1x4 ∈ E. Если i = 3, то

N(x2) ⊆ {x1, x3, x4, x5}, N(x4) ⊆ {x1, x2, x3, x5}, x2x5 ∈ E ⇒ deg(x5) = 3,

так как ¬〈G;B∗
1+〉. Нетрудно видеть, что

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v, x1, x2, x3, x4}) 6 4, если x2x5 6∈ E,

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v, x1, x2, x3, x4, x5}) 6 4 иначе.

Пусть i = 2 и v′ — произвольный общий сосед вершин v1 и v2, отлич-
ный от v. Ясно, что v′ 6∈ ‹V \{x3, x4}. Если v′ 6∈ ‹V , то либо x1x3 ∈ E, либо
N(x1) = {v, v′, v∗, x2}, где v∗ 6∈ ‹V . В первом случае

N(v′) ⊆ {x1, x2, x3, x4}, N(x3) ⊆ {x1, x2, v′, x4},
так как ¬〈G;B∗

1+〉. Если хотя бы одно из рёбер v′x3, v′x4 не принадле-
жит E, то

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v, v′, x1, x2, x3}) 6 4.

Если же v′x3 ∈ E, v′x4 ∈ E, то в силу несжимаемости G и ¬〈G;B∗
1+〉

нетрудно убедиться в том, что

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v′, x1, x2, x3}) 6 4,

за исключением случая, когда существует копия подграфа G[{v, v′, x1,
x2, x3, x4}], пересекающаяся с ним по вершине x4. Стянем эти два под-
графа в вершину, получившийся граф обозначим через G∗∗. Нетрудно
видеть, что G∗∗ ∈ Frees({B∗

1+}) и

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G∗∗) = 4.
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Во втором случае имеем 〈G;B∗
1+〉. Далее считаем, что никакой общий

сосед v1 и v2 не принадлежит ‹V .
Если v′ = x4, то x1x3 ∈ E, иначе 〈G;B∗

1+〉. По той же причине выпол-
нено deg(x3) = 3 или x3x5 ∈ E. Нетрудно видеть, что в первом случае
имеем

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {v, x1, x2, x3, x4}) 6 4.

Во втором случае в силу несжимаемости G и ¬〈G;B∗
1+〉 нетрудно убе-

диться в том, что

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G \ {x1, x2, x3, x4}) 6 4,

за исключением случая, когда существует копия подграфа G[{v, x1, x2,
x3, x4, x5}], пересекающаяся с ним по вершине x5. Стянем эти два под-
графа в вершину, получившийся граф обозначим через G∗∗∗. Нетрудно
видеть, что G∗∗∗ ∈ Frees({B∗

1+}) и

χ′(G) = 4 ⇔ χ′(G∗∗∗) = 4.

Если v′ = x3, то либо x1x4 ∈ E, либо существует вершина v′1 6∈ ‹V ,
смежная с v1. В первом случае обязательно v2x4 ∈ E, иначе 〈G;B∗

1+〉,
переходим к предыдущему случаю v′ = x4 и получаем те же два подслу-
чая, что и ранее. Во втором случае выполнено N(v′1) ⊆ {x1, x4} ввиду
несжимаемости G и ¬〈G;B∗

1+〉. Тогда 〈G;B∗
1+〉, в чём нетрудно убедиться,

вспомнив, что deg(x2) = 4. Лемма 9 доказана.

6. Основной результат работы

Основным результатом данной работы является

Теорема 1. Пусть F — произвольный 8-рёберный лес, не принадле-

жащий множеству

{B∗
1 + P2 +On | n > 0} ∪ {+B∗

1 +On | n > 0}
∪ {B+∗

1 +On | n > 0} ∪ {B∗
1+ +On | n > 0}.

Тогда задача РР полиномиально разрешима в классе Frees({F}). Если

лес F принадлежит данному множеству, то задача РР полиномиально

разрешима в классе {G ∈ Frees({F}) | ∆(G) > 4}.

Доказательство. Если F ∈ T , то задача РР полиномиально разре-
шима в классе Frees({F}) по леммам 1 и 2. Если F 6∈ T , то F = F ′ +On

при некоторых F ′ ∈ S и n, где множество S определено в разд. 1. Тогда
утверждение теоремы следует из лемм 3–9.
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Abstract. The edge-coloring problem, is to minimize the number of
colors sufficient to color all the edges of a given graph so that any
adjacent edges receive distinct colors. For all the classes defined by sets
of forbidden subgraphs with 7 edges each, the complexity status of this
problem is known. In this paper, we consider the case of prohibitions
with 8 edges. It is not hard to see that the edge-coloring problem is
NP-complete for such a class if there are no subcubic forests among
its 8-edge prohibitions. We prove that forbidding any subcubic 8-edge
forest generates a class with polynomial-time solvability of the edge-
coloring problem, except for the cases formed by the disjunctive sum of
one of 4 forests and an empty graph. For all the remaining four cases,
we prove a similar result for the intersection with the set of graphs of
maximum degree at least four. Illustr. 2, bibliogr. 14.
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