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Аннотация. Работа посвящена изучению выразимости рациональ-
ных вероятностей при преобразовании булевыми функциями слу-
чайных величин с распределениями из некоторого начального мно-
жества. Исследуется конечная порождённость вероятностей, выра-
жаемых p-ичными дробями для простых p, не меньших 5. Доказаны
некоторые свойства, которыми должны обладать булевы функции
из конечно порождающего множества. Библиогр. 11.
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Введение

Задача исследования различных преобразователей вероятностей воз-
никла достаточно давно и не потеряла своей актуальности в настоя-
щее время [1]. Особенно часто исследуются преобразователи вероятно-
стей, оперирующие бернуллиевскими случайными величинами. В каче-
стве преобразующих операций над бернуллиевскими случайными вели-
чинами рассматриваются булевы функции. Распределение бернуллиев-
ской случайной величины полностью определяется её вероятностью об-
ращения в единицу, поэтому далее, говоря о бернуллиевских распреде-
лениях, будем отождествлять их с числами из отрезка [0; 1].

Результаты исследований, проводившихся для преобразований бер-
нуллиевских случайных величин с рациональными вероятностями, пред-
ставлены в работах Р. Л. Схиртладзе, Ф. И. Салимова и Р. М. Колпако-
ва. В работах Р. Л. Схиртладзе [2, 3] было показано, что преобразования
с помощью конъюнкций и дизъюнкций (& и ∨) позволяют из единствен-
ного начального распределения 1

2 породить всё множество двоично-ра-
циональных чисел. Им же было доказано, что это будет верно и для

© Е. Е. Трифонова, 2022



О свойствах конечно порождающих систем 125

троично-рациональных распределений для множества начальных рас-
пределений

{
1
3 ;

2
3

}
. При этом для простого числа p > 3 доказано, что

невозможно порождение всего множества p-ично-рациональных распре-
делений с помощью системы функций {&,∨} при использовании в ка-
честве множества начальных распределений

{
1
p ; . . . ;

p−1
p

}
. В работе [2]

была также высказана гипотеза, что для простых p > 3 не существу-
ет конечного множества рациональных бернуллиевских распределений,
порождающего всё множество p-ично-рациональных распределений. Эта
гипотеза до настоящего момента не подтверждена и не опровергнута.

Дальнейшие результаты в этой области были получены Ф. И. Сали-
мовым [4–6]. Он показал, что множества p-ично-рациональных распреде-
лений являются конечно порождёнными при использовании в качестве
системы преобразующих операций набора функций {x1x2 ∨ x̄1x3, 0, 1},
при этом в качестве множества начальных распределений можно взять{
1
p ; . . . ;

p−1
p

}
.

В работах Р. М. Колпакова [7, 8] показано, что для множеств раци-
ональных бернуллиевских распределений Γ[p1, . . . , ps], у которых в раз-
ложении знаменателя на простые множители могут встречаться числа
p1, . . . , ps, относительно преобразований системой {&,∨} при s > 2 все-
гда существуют конечные множества начальных распределений, порож-
дающие всю совокупность Γ[p1, . . . , ps]. Более того, если среди p1, . . . , ps
встречается 2 или 3, то в качестве множества начальных распределе-
ний можно взять все правильные дроби со знаменателем p1 · · · ps. Также
в [9] предложены усиления системы &,∨ в классе функций, реализуе-
мых бесповторными контактными схемами, относительно которых мно-
жества распределений Γ[5] и Γ[7] оказываются конечно порождёнными.
Наконец, в [10] предложена система монотонных функций, относительно
которой множество Γ[p] при любом простом p порождается множеством
всех правильных дробей со знаменателем p.

Ранее автором было получено, что преобразования случайных вели-
чин с распределениями из конечного множества с помощью функции
голосования не позволяют выразить все вероятности, записываемые пя-
теричными дробями [11]. В действительности этот результат можно рас-
пространить на все p-ичные дроби для произвольного простого p > 5.
Данная работа продолжает исследование того, какими свойствами долж-
ны обладать системы булевых функций, чтобы можно было определить,
позволяют ли они породить всё множество p-ичных дробей.

1. Основные определения

Объектом нашего изучения являются случайные величины с распре-
делением Бернулли. Пусть x— такая случайная величина, принимающая
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значение 1 и 0 c вероятностью x̂ и 1− x̂ соответственно. Тогда распреде-
ление этой случайной величины однозначно определяется значением x̂.
Далее будем считать, что каждой случайной величине x, принимающей
значения 0 и 1, сопоставлено число x̂ ∈ [0; 1].

Будем рассматривать преобразования, осуществляемые в результате
подстановки независимых в совокупности случайных величин со значе-
ниями 0 и 1 вместо переменных булевых функций. Если f(x1, . . . , xn)—
некоторая булева функция, f(x1, . . . , xn) : {0, 1}n → {0, 1}, то вероят-

ностная функция f̂(x̂1, . . . , x̂n) : [0; 1]
n → [0; 1], индуцированная булевой

функцией f(x1, . . . , xn), определяется соотношением

f̂(x̂1, . . . , x̂n) =
∑

(x1,...,xn):
f(x1,...,xn)=1

n∏

i=1

(xix̂i + (1− xi)(1 − x̂i)).

Содержательно f̂(x̂1, . . . , x̂n) выражает вероятность того, что случайная
величина f(x1, . . . , xn) принимает значение 1, если вероятности обраще-
ния в единицу величин x1, . . . , xn равны x̂1, . . . , x̂n соответственно.

Также введём следующие обозначения: ω1(f)— число единиц в таб-
лице истинности функции f, ω0(f)— число нулей в таблице истинности
функции f. Очевидно, что ω1(f)+ω0(f) = 2n, где n— число переменных
функции f.

Множество правильных дробей со знаменателем r обозначим через
A(r) =

{
1
r ,

2
r . . . ,

r−1
r

}
, r ∈ N. Введём следующее обозначение для мно-

жества чисел, выразимых правильными p-ичными дробями, где p— про-
стое число: Γ[p] =

⋃
α∈N

A(pα). Будем обозначать через H(pk) всевозмож-

ные правильные несократимые дроби со знаменателем pk. Очевидно, что
H(pk) = A(pk) \ A(pk−1).

Определение 1. Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ P2 , f̂(x̂1, . . . , x̂n)— индуци-
рованная f вероятностная функция, p— простое, p > 5. Тогда если x̂i ∈
H(pki), i ∈ {1, . . . , n}, то значение функции f̂ можно представить как
f̂(x̂1, . . . , x̂n) = D

pm , D mod p 6= 0. При этом если m = k1 + · · · + kn для

заданного p, любых x̂i ∈ H(pki), а также любых ki ∈ N, i ∈ {1, . . . , n},
то f̂ будем называть p-несократимой функцией.

Заметим, что, по-видимому, p-несократимых функций среди вероят-
ностных функций, индуцированных булевыми функциями, существенно
зависящими от всех своих переменных, будет достаточно много. Приме-
ром класса булевых функций, которые индуцируют только p-несократи-
мые функции для простого p > 5, может служить множество булевых
функций, у которых число единиц в таблице истинности равно 3.



О свойствах конечно порождающих систем 127

Пусть задано множество булевых функций F и множество правиль-
ных дробей G. Определим множество выразимых вероятностей VF (G)
итерационно. Положим V 1

F (G) = G. Для i > 1 положим

V i+1
F (G) = V i

F (G) ∪
{
f̂(x̂1, . . . , x̂n) | f ∈ F, x̂j ∈ V i

F (G)
}
.

Тогда VF (G) =
∞⋃
i=1

V i
F (G).

Определение 2. Будем говорить, что для простого p > 5 множество
булевых функций F конечно порождающее в Γ[p], если найдётся такое
конечное множество G ⊂ Γ[p], что VF (G) = Γ[p].

Очевидно, что если такое конечное множество G существует, то су-
ществует такое k, что G ⊂ A(pk). Таким образом, при проверке того,
является ли множество булевых функций конечно порождающим в Γ[p],
достаточно проверить, найдётся ли такое k, что VF (A(p

k)) = Γ[p].
Заметим, что если есть система булевых функций F ′, содержащая

одну или две константы из множества {0; 1}, то всегда можем постро-
ить такую систему булевых функций F, не содержащую константы, что
VF ′(G) \ {0; 1} = VF (G). Такую систему F будем называть эквивалент-

ной. Система F может быть построена по следующему правилу: для
любой функции f(x1, . . . , xn), входящей в F ′, добавим в F саму функ-
цию, а также все функции, которые получаются при подстановке вме-
сто переменных констант, содержащихся в F ′, при этом число заме-
няемых переменных будет изменяться от 1 до n − 1. Очевидно, что
VF ′(G) \ {0; 1} = VF (G). Таким образом, без ограничения общности при
изучении конечно порождающих возможностей систем булевых функ-
ций можно рассматривать системы булевых функций, не включающие
константы 0 и 1.

В рамках данной работы будем изучать свойства, которыми должны
обладать булевы функции, содержащиеся в множестве булевых функ-
ций F, чтобы оно было конечно порождающим в Γ[p]. При этом без огра-
ничения общности будем рассматривать только булевы функции, суще-
ственно зависящие от одной и более переменной.

2. Основные результаты

Утверждение 1. Пусть f̂(x̂1, . . . , x̂n)— вероятностная функция, ин-
дуцированная булевой функцией f(x1, . . . , xn), содержащей ровно одну
единицу в таблице истинности и существенно зависящей от всех своих пе-

ременных. Тогда для простого p > 5 минимальное значение f̂(x̂1, . . . , x̂n)
при x̂i ∈ H(pki) равно 1

pk1+···+kn
.
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Доказательство. Можем представить булеву функцию f в виде
xσ1
1 & . . .&xσn

n , где σi ∈ {0, 1}, x1i = xi, x
0
i = x̄i. Запишем индуцированную

функцию в виде δ1 · · · · ·δn, где δi равно x̂i для литерала xi, δi равно 1− x̂i
для литерала x̄i. Получаем

min f̂(x̂1, . . . , x̂n) = min

n∏

i=1

δi =

n∏

i=1

min δi.

Для каждого δi минимум будет равен 1
pki

. Для δi = x̂i он будет дости-

гаться при x̂i =
1
pki

, для δi = 1 − x̂i — при x̂i = 1 − 1
pki

. Таким образом,

min f̂(x̂1, . . . , x̂n) =
n∏

i=1
min δi =

1
pk1+···+kn

. Утверждение 1 доказано.

Напомним, что двойственной для булевой функции f(x1, . . . , xn) на-
зывается функция f∗(x1, . . . , xn) = f̄(x̄1, . . . , x̄n).

Следующее утверждение приведено, в частности, в работе Ф. И. Са-
лимова [6].

Утверждение 2 (принцип двойственности). Пусть f(x1, . . . , xn)
и f∗(x1, . . . , xn)— двойственные функции. Для вероятностных функций,
индуцированных f и f∗, справедливо соотношение

f̂∗(x̂1, . . . , x̂n) = 1− f̂(1− x̂1, . . . , 1− x̂n).

Заметим, что если x̂ ∈ H(pk), то очевидно, что 1− x̂ ∈ H(pk).

Утверждение 3. Пусть f(x1, . . . , xn) и f∗(x1, . . . , xn)— двойствен-

ные функции. Тогда для индуцированных ими функций f̂ и f̂∗ справед-

ливо следующее: f̂∗ является p-несократимой функцией тогда и только

тогда, когда f̂ является p-несократимой.

Доказательство. Пусть f̂ — p-несократимая функция. Тогда для
любого ŷi ∈ H(pki) выполняется f̂(ŷ1, . . . , ŷn) = D

pk1+···+kn
, D mod p 6= 0,

тем самым для x̂i = 1− ŷi имеем

f̂∗(x̂1, . . . , x̂n) = 1− f̂(ŷ1, . . . , ŷn) = 1− D

pk1+···+kn
=

pk1+···+kn −D

pk1+···+kn
.

Очевидно, что (pk1+···+kn −D) mod p 6= 0, поскольку D mod p 6= 0. Сле-
довательно, функция f̂∗ в этом случае p-несократима.

Заметим, что f является двойственной функцией к f∗. Тогда по толь-
ко что доказанному если f̂∗ — p-несократимая функция, то функция f̂
также p-несократима. Утверждение 3 доказано.

Очевидно, что в силу определения выразимых вероятностей справед-
ливо
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Утверждение 4. Для любого множества вероятностей G и системы
булевых функций F имеет место равенство VF (G) = VF∪{x}(G).

Заметим, что ввиду утверждения 4 добавление и удаление тожде-
ственной булевой функции к множеству других булевых функций не из-
меняет множество выразимых вероятностей.

Утверждение 5. Для значений, которые может при x̂i ∈ H(pki) при-

нимать вероятностная функция f̂(x̂1, . . . , x̂n), индуцированная булевой
функцией f(x1, . . . , xn), существенно зависящей от всех своих перемен-
ных, выполнено

ω1(f)

pk1+···+kn
6 f̂(x̂1, . . . , x̂n) 6 1− ω0(f)

pk1+···+kn
.

Доказательство. Любую индуцированную функцию можно пред-

ставить в виде f̂(x̂1, . . . , x̂n) =
ω1(f)∑
j=1

ĝj(x̂1, . . . , x̂n), где каждая функция

ĝj соответствует одной единице в таблице истинности булевой функ-
ции f(x1, . . . , xn). Согласно утверждению 1 для любого j выполняется
ĝj(x̂1, . . . , x̂n) >

1
pk1+···+kn

, отсюда f̂(x̂1, . . . , x̂n) >
ω1(f)

pk1+···+kn
. Рассмотрим

функцию f∗(y1, . . . , yn), двойственную к f(x1, . . . , xn). Справедливо ра-
венство ω0(f) = ω1(f

∗). По только что доказанному имеем

f̂∗(ŷ1, . . . , ŷn) >
ω1(f

∗)

pk1+···+kn
=

ω0(f)

pk1+···+kn
.

По принципу двойственности f̂(x̂1, . . . , x̂n) = 1 − f̂∗(ŷ1, . . . , ŷn), где ŷi =

1− x̂i. Тогда f̂(x̂1, . . . , x̂n) 6 1− ω0(f)

pk1+···+kn
. Утверждение 5 доказано.

Заметим, что оценки значений, которые может принимать вероят-
ностная индуцированная функция, можно усилить, однако в рамках дан-
ной работы достаточно вышеприведённой оценки.

Если F — какое-то множество булевых функций, то будем обозначать
через “F множество, состоящее из вероятностных функций, индуцирован-
ных функциями из множества F.

Теорема 1. Если в множестве булевых функций F содержатся толь-
ко функции f, существенно зависящие от всех своих переменных, такие,

что ω1(f) > 2, а индуцированные функции f̂ p-несократимы, то множе-
ство F не будет конечно порождающим в Γ[p] при простом p > 5.

Доказательство. Докажем, что для любого фиксированного k вы-
полнено 1

pk+1 /∈ VF (A(p
k)). Для этого покажем индукцией по i, что 1

pk+1 /∈
V i
F (A(p

k)) для любого фиксированного k.
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Базис индукции: i = 1. Представим дроби, содержащиеся в A(pk),
в виде несократимых дробей. Из определения множества выразимых
вероятностей получаем, что V 1

F (A(p
k)) = A(pk). Очевидно, что 1

pk+1 /∈
V 1
F (A(p

k)). Кроме того, в V 1
F (A(p

k)) содержатся только правильные несо-
кратимые p-ичные дроби со знаменателем, не превышающим pk.

Шаг индукции. Предположим, что для некоторого i выполнено
1

pk+1 /∈ V i
F (A(p

k)) и в V i
F (A(p

k)) содержатся только правильные несокра-
тимые p-ичные дроби. Тогда по определению p-несократимой функции
для любых f̂ ∈ “F и x̂i ∈ V i

F (A(p
k)), i ∈ {1, . . . , n},

f̂(x̂1, . . . , x̂n) =
D

pk1+···+kn
,

где D
pk1+···+kn

— несократимая дробь. По определению множества выра-

зимых вероятностей все такие дроби D
pk1+···+kn

включены в множество

V i+1
F (A(pk)). При этом поскольку ω1(f) > 2, согласно утверждению 1

D
pk1+···+kn

> 2
pk1+···+kn

. Следовательно, 1
pk1+···+kn

/∈ V i+1
F (A(pk)),

а в V i+1
F (A(pk)) содержатся только правильные несократимые дроби.

Таким образом, по индукции 1
pk+1 /∈ V i

F (A(p
k)) для любого сколь угод-

но большого i и для любого фиксированного k. Это означает, что мно-
жество F не конечно порождающее в Γ[p]. Теорема 1 доказана.

Следствие 1. Если в множестве булевых функций F содержатся
только функции f, существенно зависящие от всех своих переменных,

такие, что ω0(f) > 2, а f̂ — p-несократимая функция, то для простого
p > 5 множество F не будет конечно порождающим.

Доказательство. Рассмотрим множество F ∗, состоящее из функ-
ций f∗, двойственных функциям f, содержащимся в множестве F. Оче-
видно, что ω1(f

∗) > 2 для всех f∗ ∈ F ∗, и по утверждению 3 функции
из множества F ∗ p-несократимы. Тогда для множества F ∗ справедлива
теорема 1, т. е. F ∗ не будет конечно порождающим в Γ[p]. Тогда и F
не будет конечно порождающим в Γ[p]. Следствие 1 доказано.

Теорема 2. Пусть для простого p > 5 в множестве булевых функ-
ций F содержатся только функции, существенно зависящие от всех своих
переменных, и индуцированные ими функции p-несократимы. Тогда если
множество функций F конечно порождающее в Γ[p], то в нём найдутся
хотя бы две такие функции f1, f2 ∈ F, что

(1) ω1(f1) = 1;
(2) ω0(f2) = 1;
(3) либо f1, либо f2 существенно зависит от не менее чем двух пере-

менных.
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Доказательство. Предположим, что наше утверждение неверно.
Тогда множество F конечно порождающее в Γ[p], но в нём нет требу-
емых функций. Возможны следующие варианты:

1) в F нет ни одной булевой функции с одной единицей в таблице
истинности;

2) в F нет ни одной булевой функции с одним нулём в таблице ис-
тинности;

3) в F есть булева функция с одним нулём в таблице истинности
и есть булева функция с одной единицей в таблице истинности, но среди
них нет ни одной, которая зависит существенно от двух и более перемен-
ных.

В первом случае выполнено условие теоремы 1, что противоречит на-
шему предположению, а во втором — условие следствия 1, что также про-
тиворечит нашему предположению.

Рассмотрим третий случай подробнее. Подобных функций среди всех
булевых функций всего две: тождественная функция x и отрицание x̄.
Из утверждения 3 следует, что добавление или удаление тождествен-
ной функции x никак не изменяет множество выразимых вероятностей.
Таким образом, её можно не рассматривать. Тогда в качестве функции
с одним нулём и одновременно функции с одной единицей может быть
использовано только отрицание, т. е. f1 = f2 = x̄.

Представим множество F следующим образом: F = {x̄}∪F1, где в F1

содержатся все функции из F, у которых более чем одна единица и более
чем один нуль в таблице истинности.

По аналогии с доказательством теоремы 1 рассмотрим процесс фор-
мирования множества VF (A(p

k)) в итерационной форме и покажем ме-
тодом индукции по i, что дробь 1

pk+1 не будет принадлежать V i
F (A(p

k))

ни для какого фиксированного k.

Базис индукции: i = 1. Запишем дроби, содержащиеся в A(pk),

в виде несократимых дробей. Очевидно, что 1
pk+1 ,

pk+1−1
pk+1 = 1 − 1

pk+1 /∈
V 1
F (A(p

k))). Кроме того, в V 1
F (A(p

k))) содержатся только правильные
несократимые p-ичные дроби со знаменателем, не превышающим pk.

Шаг индукции. Предположим, что для произвольного i выполнено
1

pk+1 /∈ V i
F (A(p

k)), pk+1−1
pk+1 /∈ V i

F (A(p
k)) и в V i

F (A(p
k)) содержатся только

правильные несократимые p-ичные дроби. Покажем, что 1
pk+1 ,

pk+1−1
pk+1 /∈

V i+1
F (A(pk)). Рассмотрим, какие дроби войдут в V i+1

F (A(pk)). Во-первых,
все дроби, которые содержались в V i

F (A(p
k)). Во-вторых, туда войдут

несократимые дроби вида D
pk1+···+kn

, которые можем построить из дробей,

содержащихся в V i
F (A(p

k)), используя функции из “F1. При этом согласно
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утверждению 5 выполняется

2

pk1+···+kn
6

D

pk1+···+kn
6 1− 2

pk1+···+kn
,

т. е. ни дробь 1
pk+1 , ни дробь pk+1−1

pk+1 нельзя получить с помощью функций

из “F1. И наконец, значения дробей, которые добавляются в V i+1
F (A(pk))

с использованием функции 1 − x̂ представляют собой числа вида 1 − b,
где b ∈ V i

F (A(p
k)). Так что поскольку

pk+1 − 1

pk+1
= 1− 1

pk+1
/∈ V i

F (A(p
k)),

то 1
pk+1 /∈ V i+1

F (A(pk)). Далее,

pk+1 − 1

pk+1
= 1− 1

pk+1
/∈ V i+1

F (A(pk)),

так как 1
pk+1 /∈ V i

F (A(p
k)). Также очевидно, что при применении к дро-

бям из V i
F (A(p

k)) функций из множества “F могут быть получены только
правильные несократимые дроби, а значит, и добавлены в V i+1

F (A(pk)).

Таким образом, по индукции 1
pk+1 ,

pk+1−1
pk+1 /∈ V i

F (A(p
k)) для сколь угод-

но большого i, а значит, и в третьем случае наша система не конечно
порождающая в Γ[p]. Теорема 2 доказана.

Заключение

Доказанный в теореме 2 результат расширяет существовавшие на на-
стоящий момент представления о том, какими свойствами должны обла-
дать булевы функции, чтобы образовывать конечно порождающую си-
стему в Γ[p]. Если индуцированные функции p-несократимы, то среди
булевых функций конечно порождающей системы обязательно найдутся
функции с одной единицей и с одним нулём, при этом они будут раз-
личными. В дальнейшем планируется продолжить изучение того, каки-
ми свойствами должна обладать система булевых функций, чтобы быть
конечно порождающей в Γ[p]. Кроме того, представляет интерес ответ
на вопрос, каким образом наличие в системе булевых функций, индуци-
рующих не p-несократимые вероятностные функции, связано с конечным
порождением. Отметим, что универсальная функция x1x2 ∨ x̄1x3, при-
менённая Ф. И. Салимовым в его работах, индуцирует вероятностную
функцию, которая не является p-несократимой. Ответы на эти вопросы,
возможно, смогут помочь приблизиться к решению задачи о том, какие
системы булевых функций будут конечно порождающими в Γ[p].
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