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Аннотация. Получена асимптотика для числа помеченных связ-
ных последовательно-параллельных k-циклических n-вершинных
графов при большом числе вершин и фиксированном числе k. Най-
дена вероятность того, что при равномерном вероятностном рас-
пределении случайный помеченный связный n-вершинный k-цик-
лический граф при фиксированном k и n → ∞ является последова-
тельно-параллельным графом. Кроме того, определена вероятность
того, что случайный помеченный связный последовательно-парал-
лельный n-вершинный k-циклический граф при фиксированном k
и n → ∞ является кактусом. Библиогр. 16.

Ключевые слова: перечисление, помеченный граф, блок, после-
довательно-параллельный граф, k-циклический граф, асимптоти-
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Определение 1. Цикломатическим числом (циклическим рангом)
связного графа называется увеличенная на единицу разность между чис-
лом рёбер графа и числом его вершин [1, с. 55], k-циклический граф —
это граф с цикломатическим числом, равным k.

Определение 2. Для связного графа точкой сочленения называ-
ется его вершина, после удаления которой граф становится несвязным.
Блок — связный граф без точек сочленения, а также максимальный связ-
ный нетривиальный подграф, не имеющий точек сочленения [1, с. 41].

Определение 3. Последовательно-параллельным графом называет-
ся граф, не содержащий подразбиения полного графа K4 [2].

Определение 4. Класс графов называется блочно-устойчивым, если
граф принадлежит этому классу тогда и только тогда, когда каждый
блок графа принадлежит этому классу [3].
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Последовательно-параллельные графы используются при построении
надёжных коммуникационных сетей [4]. Многие задачи алгоритмической
теории графов, являющиеся в общем случае NP-полными задачами, мо-
гут быть решены алгоритмами с полиномиальными временем для после-
довательно-параллельных графов [5].

В [2] найдена асимптотика для чисел помеченных связных и 2-связных
последовательно-параллельных графов с большим количеством вершин.
В [6, 7] перечислены асимптотически помеченные последовательно-па-
раллельные трициклические и тетрациклические связные графы с за-
данным числом вершин соответственно.

В статье получена асимптотика для числа помеченных связных по-
следовательно-параллельных k-циклических графов с большим числом
вершин при фиксированном k. Найдена вероятность того, что при равно-
мерном вероятностном распределении случайный помеченный связный
n-вершинный k-циклический граф при фиксированном k и n → ∞ яв-
ляется последовательно-параллельным графом. Кроме того, определена
вероятность того, что при равномерном вероятностном распределении
случайный помеченный связный последовательно-параллельный n-вер-
шинный k-циклический граф при фиксированном k и n → ∞ является
кактусом.

Лемма 1. Если U(a, b, z) — вырожденная гипергеометрическая функ-
ция Трикоми, то при фиксированных числах a и l, где l > 0— целое
число, и b → ∞ верна асимптотическая формула

U(a, b+ l, b) ∼
√
π

(2b)a/2Γ(a+1
2 )

.

Доказательство. Для U(a, b, z) при фиксированном числе a и b →
∞ известна асимптотическая формула [8, с. 330, 13.8.7].

U(a, b, b) ∼
√
π

(2b)a/2Γ(a+1
2 )

.

Будем следовать доказательству леммы 2 в [9]. В силу рекуррентного
соотношения из [8, с. 325, 13.3.10] имеем

U(a, b+ 1, b) =
b− a

b
U(a, b, b) +

1

b
U(a− 1, b, b),

Следовательно,

U(a, b+ 1, b) ∼
Å
1− a

b

ã √
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

) + 1

b

√
π

(2b)(a−1)/2Γ
(
a
2

)

∼
√
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

)
Å
1 +

√
2Γ
(
a+1
2

)
√
bΓ
(
a
2

)
ã
∼

√
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

) .
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Тем самым лемма верна при l = 1. Используем индукцию по l. Допустим,
что лемма верна для U(a, b + l, b), l > 1, и докажем, что она верна для
U(a, b+ l + 1, b).

Опять с помощью рекуррентного соотношения и асимптотики для
U(a, b, b) найдём

U(a, b+ l + 1, b) =
b+ l − a

b
U(a, b+ l, b) +

1

b
U(a− 1, b + l, b)

∼
√
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

)
Å
1 +

√
2Γ
(
a+1
2

)
√
bΓ
(
a
2

)
ã
∼

√
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

) .

Лемма 1 доказана.

Теорема 1. Для числа SP (n, k) помеченных связных последователь-
но-параллельных k-циклических графов с n вершинами и фиксирован-
ным числом k > 1 при n → ∞ верна асимптотическая формула

SP (n, k) ∼ ckn
n+3k/2−2, (1)

ck =

√
π

23k/2

k∑

m=1

2m

Γ
(
3k−2m+1

2

)
∑

πm(k)

1

m1! . . . mk!

k∏

i=1

Å
(3i− 3)!

(i− 1)!(2i − 1)!2i

ãmi

,

где суммирование проводится по всем разбиениям πm(k) числа k, т. е.
по всем неотрицательным решениям (m1,m2, . . . ,mk) уравнения m1 +
2m2+ · · ·+kmk = k, mi > 0, i = 1, . . . , k, таким, что m1+m2+ · · ·+mk =
m.

Доказательство. Для числа помеченных связных k-циклических
графов с n-вершинами S(n, k) в [9] получена формула

S(n, k) =
(n− 1)!

nk!
[z−1]enzYk(n1!B

′
1(z), n2!B

′
2(z), . . . , nk!B

′
k(z))z

−n, (2)

где [z−1]— оператор формального вычета [10, с. 25], Bk(z)— экспоненци-
альная производящая функция для числа помеченных k-циклических
блоков, а Yk(x1, . . . , xk)— многочлены разбиений (многочлены Белла).
Для этих многочленов известно выражение [11, с. 173]

Yk(x1, . . . , xk) =
∑

π(k)

k!

m1! . . . mk!

Å
x1
1!

ãm1

. . .

Å
xk
k!

ãmk

,

где суммирование проводится по всем разбиениям π(k) числа k, т. е.
по всем неотрицательным решениям (m1,m2, . . . ,mk) уравнения m1 +
2m2 + · · ·+ kmk = k, mi > 0, i = 1, . . . , k.

Отметим, что формула (2) верна не только для всего класса связ-
ных графов, но и для блочно-устойчивого его подкласса [12]. Известно,
что класс последовательно-параллельных графов блочно-устойчив [3],
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поэтому для числа SP (n, k) помеченных связных последовательно-па-
раллельных k-циклических графов с n вершинами получим

SP (n, k) =
(n− 1)!

nk!
[z−1]enz

×
∑

π(k)

k!

m1! . . . mk!

Å
n1!B′

1(z)

1!

ãm1

. . .

Å
nk!B′

k(z)

k!

ãmk

z−n

=
(n− 1)!

nk!
[z−1]enz

k∑

m=1

nm
∑

πm(k)

k!

m1! . . . mk!
(B′

1(z))
m1 . . . (B′

k(z))
mkz−n,

где πm(k): m1 + 2m2 + · · · + kmk = k, m1 + m2 + · · · + mk = m, mi > 0,
i = 1, . . . , k, а Bk(z)— экспоненциальная производящая функция для чис-
ла помеченных последовательно-параллельных k-циклических блоков.

Пусть u(n, n+ k)— число помеченных блоков с n вершинами и n+ k
рёбрами, Uk(z)— экспоненциальная производящая функция,

Uk(z) =
∞∑

n=3

u(n, n+ k)
zn

n!
.

Райт с помощью предложенного им метода редукции [13, 14] доказал,
что Uk(z) при фиксированном k > 1 является конечной суммой целых
степеней 1− z:

Uk(z) =
3k∑

t=−2

uk,t
(1− z)t

, uk,3k = bk.

Так как цикломатическое число графа с n вершинами и n + k рёбрами
равно k + 1, при k > 2 имеем

Bk(z) = Uk−1(z) =
bk−1

(1− z)3k−3
+

3k−4∑

t=−2

uk,t
(1− z)t

.

Множество последовательно-параллельных блоков является подмноже-
ством множества всех блоков. В методе редукции Райта, выбирая из пе-
речня базисных графов-блоков последовательно-параллельные блоки,
для Bk(z) при k > 2 получим также разложение в виде конечной суммы
по степеням 1− z:

Bk(z) =
bk

(1− z)3k−3
+

3k−4∑

t=−2

dk,t
(1− z)t

.

В [15] при k > 1 и z → 1 найдена асимптотика

B′
k(z) ∼

(3k − 3)!

(k − 1)!(2k − 1)!2k(1− z)3k−2
.
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Очевидно, что последовательно-параллельный унициклический блок —
простой цикл, поэтому B′

1(z) =
z2

2(1−z) . Следовательно, при k > 1 имеем

B′
k(z) =

(3k − 3)!

(k − 1)!(2k − 1)!2k(1− z)3k−2
+

3k−4∑

t=−2

tdk,t
(1− z)t+1

.

Обозначим

Fk,m(z) = enz
∑

πm(k)

k!

m1! . . . mk!
(B′

1(z))
m1 . . . (B′

k(z))
mk ,

b̃k =
(3k − 3)!

(k − 1)!(2k − 1)!2k
, ak = −2dk,−2.

Тогда с помощью мультиномиальной формулы получим

Fk,m(z) = enz
∑

πm(k)

k!

m1! . . . mk!

k∏

i=1

Å
b̃i

(1− z)3i−2
+ · · · + ai(1− z)

ãmi

= enz
∑

πm(k)

k!

m1! . . . mk!

k∏

i=1

Å
b̃mi

i

(1− z)(3i−2)mi
+ · · ·+ ami

i (1− z)mi

ã

=
∑

πm(k)

k!

m1! . . . mk!

(
enz

(1− z)3k−2m

k∏

i=1

b̃mi

i + · · · + enz(1− z)m
k∏

i=1

ami

i

)
.

Обозначим

fk,m =
∑

πm(k)

k!

m1! . . . mk!

k∏

i=1

b̃mi

i , hk,m =
∑

πm(k)

k!

m1! . . . mk!

k∏

i=1

ami

i .

Для вырожденной гипергеометрической функции Трикоми U(a, b, z) в [6]
найдено разложение

enz

(1− z)s
=

∞∑

p=0

np+s

p!
U(s, s+ p+ 1, n)zp.

Следовательно,

SP (n, k) =
(n− 1)!

nk!
[z−1]

k∑

m=1

nmFk,m(z)z−n

=
(n− 1)!

nk!
[z−1]

k∑

m=1

nm

(
∞∑

p=0

np+3k−2m

p!
U(3k − 2m, 3k − 2m+ p+ 1, n)fk,m
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+ · · · +
∞∑

p=0

np−1

p!
U(−m, p, n)hk,m

)
zp−n

=
(n− 1)!

nk!

k∑

m=1

nm

Å
nn+3k−2m−1

(n− 1)!
U(3k − 2m, 3k − 2m+ n, n)fk,m

+ · · · + nn−2

(n− 1)!
U(−m,n− 1, n)hk,m

ã
.

С помощью леммы 1 при n → ∞ найдём

SP (n, k) ∼
√
π

nk!

k∑

m=1

nm

Å
nn+(3k−2m)/2−1

2(3k−2m)/2Γ
(
3k−2m+1

2

)fk,m

+ · · ·+ nn−m/2−1

2−m/2Γ
(
1−m
2

)hk,m
ã
∼

√
π

k!

k∑

m=1

Å
nn+3k/2−2

2(3k−2m)/2Γ
(
3k−2m+1

2

)fk,m

+ · · · + nn+m/2−3

2−m/2Γ
(
1−m
2

)hk,m
ã
∼

√
π

23k/2
nn+3k/2−2

k∑

m=1

Å
2mfk,m

Γ
(
3k−2m+1

2

)

+ · · ·+ n(m−3k)/2−1

2−m/2Γ
(
1−m
2

)hk,m
ã
.

Отметим, что Γ
(
1−m
2

)
имеет полюс при m = 1, поэтому при m → 1

предел 1/Γ
(
1−m
2

)
равен 0. Так как m−3k

2 −1 6 −k−1 < 0 при m 6 k, при
n → ∞ предел второго и следующих слагаемых в скобках равен нулю
и при фиксированном числе k > 1 и n → ∞ окончательно получим

SP (n, k) ∼ ckn
n+3k/2−2,

ck =

√
π

23k/2

k∑

m=1

2m

Γ
(
3k−2m+1

2

)
∑

πm(k)

1

m1! . . . mk!

k∏

i=1

Å
(3i− 3)!

(i− 1)!(2i − 1)!2i

ãmi

.

Теорема 1 доказана.

В частности, имеем c1 =
√

π
8 , c2 = 5

24 , c3 = 13
384

√
π
2 , c4 = 47

8064 , что
совпадает с результатами, полученными другими методами в [6, 7, 16].
Отметим, что все унициклические и бициклические связные графы яв-
ляются последовательно-параллельными графами.

Зададим на множестве помеченных k-циклических связных графов
с n вершинами равномерное распределение вероятностей.

Следствие 1. Пусть Pk(n)— вероятность того, что помеченный k-ци-
клический связный граф с n вершинами является последовательно-па-
раллельным графом. Тогда при фиксированном k > 2 и n → ∞ верна
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асимптотическая формула

Pk(n) ∼
ck2

5k/2−3Γ
(
3k−3
2

)
√
πdk−1(k − 2)!3k−1

,

где ck — константа из теоремы 1, а dk — коэффициенты Райта:

d1 = d2 =
5

36
, dk+1 = dk +

k−1∑

s=1

dsdk−s

(k + 1)
(k
s

) , k > 2.

Доказательство. Пусть f(n, n + k)— число помеченных связных
графов с n вершинами и n + k рёбрами. Райт [16] нашёл асимптотику
при n → ∞ и 0 6 k = o(n1/3):

f(n, n+ k) ∼ fkn
n+(3k−1)/2,

f0 =

Å
π

8

ã1/2
, fk =

√
π3k(k − 1)!dk

2(5k−1)/2Γ
(
3k
2

) , k > 1,

где dk — коэффициенты Райта. При фиксированном k > 2 и n → ∞
имеем

Pk(n) =
SP (n, k)

f(n, n+ k − 1)
∼ ckn

n+3k/2−2

fk−1nn+3k/2−2
=

ck2
5k/2−3Γ

(
3k−3
2

)
√
πdk−1(k − 2)!3k−1

.

Следствие 1 доказано.

В частности, найдём P1(n) ∼ 1, P2(n) ∼ 1, P3(n) ∼ 13
15 , P4(n) ∼ 141

221 .

Следствие 2. При n → ∞ вероятность P k(n) того, что помеченный
последовательно-параллельный k-циклический граф с n вершинами яв-
ляется кактусом, при фиксированном k > 1 асимптотически равна

P k(n) ∼
√
π

ck23k/2k!Γ
(
k+1
2

) ,

где ck — константа из теоремы 1.

Доказательство. Пусть Ca(n, k)— число помеченных k-цикличе-
ских кактусов с n вершинами. В [9] при фиксированном k > 1 и n → ∞
найдена асимптотика

Ca(n, k) ∼
√
π

23k/2k!Γ
(
k+1
2

)nn+3k/2−2,

поэтому при n → ∞ имеем

P k(n) =
Ca(n, k)

SP (n, k)
∼

√
πnn+3k/2−2

ck23k/2k!Γ
(
k+1
2

)
nn+3k/2−2

=

√
π

ck23k/2k!Γ
(
k+1
2

) .

Следствие 2 доказано.
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Abstract. We deduce an asymptotic formula for the number of la-
beled connected series-parallel k-cyclic graphs with given order and
fixed number k. Under uniform probability distribution, we find the
probability that a random labeled connected n-vertex k-cyclic graph
with a fixed k and n → ∞ is a series-parallel graph. In addition, we
determine the probability that, under uniform probability distribution,
a random labeled connected series-parallel n-vertex k-cyclic graph with
a fixed k and n → ∞ is a cactus. Bibliogr. 16.

Keywords: enumeration, labeled graph, block, series-parallel graph,
k-cyclic graph, asymptotics, random graph.
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