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Аннотация. Множество Jk вершин графа называется k-домини-
рующим независимым (k > 1), если его вершины попарно не смеж-
ны и каждая вершина не из Jk смежна хотя бы с k вершинами
из Jk. В этой статье получены новые оценки количества k-доми-
нирующих независимых множеств при различных значениях k > 2
в некоторых классах планарных графов. Ил. 7, библиогр. 15.
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Введение

Граф называется планарным, если он может быть уложен на плос-
кости без пересечений рёбер не по вершинам, и внешнепланарным, если
существует его плоская укладка такая, что все вершины графа принад-
лежат внешней грани. Планарный (внешнепланарный) граф называется
максимальным, если в него нельзя добавить ребро, не нарушая свой-
ства планарности (внешнепланарности). Обозначим через P, MP , OP
иMOP классы всех планарных, максимальных планарных, внешнепла-
нарных и максимальных внешнепланарных графов соответственно.

Независимым множеством графа называется произвольное подмно-
жество попарно не смежных его вершин. Множество вершин Dk назы-
вается k-доминирующим (k > 1), если каждая вершина не из Dk смеж-
на хотя бы с k вершинами из Dk. В настоящей работе рассматривают-
ся k-доминирующие независимые множества (сокращённо k-ДНМ). Сле-
дуя [1, 2], будем обозначать через mik(n,F) максимально возможное ко-
личество k-ДНМ, которое может содержать n-вершинный граф из клас-
са F . Если F совпадает с классом всех графов, то будем использовать
обозначение mik(n).
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Как известно, каждое 1-ДНМ графа является его максимальным по
включению независимым множеством (и наоборот). В [3] получено точ-
ное значение величины mi1(n) при всех n > 1. Позднее в [4] было предло-
жено значительно более простое доказательство этого результата. На се-
годняшний день существует большое число работ, посвящённых перечис-
лению 1-ДНМ в графах из тех или иных классов. Так, известны точные
значения величины mi1(n,F) в случае, когда F является классом связ-
ных графов [5], деревьев [6], двудольных графов [7], графов без треуголь-
ников [8], унициклических [9] и r-циклических [10] графов, уницикличе-
ских связных графов [11].

Известно несколько работ, в которых исследуются свойства 2-ДНМ.
В статье [12] описаны некоторые классы графов, содержащих хотя бы
одно 2-ДНМ. В [13, 14] сформулированы достаточные условия существо-
вания 2-ДНМ в декартовых и тензорных произведениях графов соответ-
ственно. В [15] исследуются обобщения графа Петерсена, содержащие
хотя бы одно 2-ДНМ.

Автору известны лишь две работы [1, 2], связанные с перечислением
k-ДНМ при k > 3. В [1] доказано существование констант c, c′, ck, c′k > 0
таких, что 1,22nc 6 mi2(n) 6 1,246nc′ и при любом k > 3 верно нера-

венство (
2k√

2)nck 6 mik(n) 6 (
k+1√

2)nc′k. Кроме того, в [1] получен ряд
других результатов: например, для всех n, k > 2 и класса деревьев T
доказано неравенство mik(n,T ) 6 1. Позднее, в [2] были получены но-
вые верхние и нижние оценки величины mik(n), в частности, доказано
неравенство mik(n) < (

k√
1,98)n для всех k > 3.

В настоящей работе получены новые оценки величины mik(n,F), где
F ∈ {P,MP ,OP ,MOP} и k > 2. Показано, что при k > 3 каждый
внешнепланарный граф содержит не более одного k-ДНМ. При этом
каждый максимальный внешнепланарный граф содержит не более од-
ного 2-ДНМ. С другой стороны, при k > 4 каждый планарный граф
содержит не более одного k-ДНМ, но при всех n > 12 существуют мак-
симальные планарные графы, содержащие не менее чем 2[n/50]−1 3-ДНМ.

1. Терминология и обозначения

Грань плоского графа называется внутренней, если она имеет конеч-
ную площадь, и внешней в противном случае. Назовём ребро плоского
графа внешним, если оно лежит на его внешней грани. Всюду в ра-
боте будем использовать термин «грань» вместо термина «внутренняя
грань». Кроме того, будем предполагать, что все рассматриваемые пла-
нарные графы уложены на плоскости. Будем говорить, что грани f1 и f2
смежны, если они имеют общее ребро. Треугольником называется грань,
содержащая три вершины.
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Назовём грань максимального внешнепланарного графа крайней или
1-крайней, если она содержит вершину степени 2. При s > 2 назовём
грань s-крайней, если она не (s− 1)-крайняя и все смежные с ней грани,
кроме, быть может, одной, s′-крайние для некоторого 1 6 s′ < s. Будем
говорить, что грань {1, 2, 3}-крайняя, если она s-крайняя для некоторого
s ∈ {1, 2, 3}.

Под добавлением вершины v в грань f планарного графа G будем по-
нимать добавление в G вершины v и соединение её со всеми вершинами f.
Отметим, что если G является максимальным планарным графом, то он
останется таковым при добавлении вершины в любую его грань. Как
известно, каждая внутренняя грань максимального (внешне)планарного
графа является треугольником.

Обозначим через T (G) слабо двойственный граф графа G ∈ P, верши-
нами которого являются внутренние грани G. Две вершины T (G) соеди-
нены ребром, если и только если соответствующие им грани G смежны.
Как известно, если G ∈ OP, то T (G) является лесом, если при этом G
двусвязен, то T (G) является деревом, если же G ∈ MOP , то T (G) явля-
ется субкубическим деревом.

При k > 1 вершину графа G назовём k-универсальной (соответствен-
но k-пустой), если она содержится в каждом k-ДНМ графа G (соответ-
ственно не содержится ни в одном k-ДНМ графа G).

Как обычно, через V (G) и E(G) обозначаются множества вершин
и рёбер графа G соответственно. Пусть A ⊂ V (G). Через G \ A обо-
значается порождённый подграф G с множеством вершин V (G) \ A.
Граф, полученный в результате стягивания ребра uv ∈ E(G) графа G,
обозначается через G/uv. Объединением G ∪ H графов G и H назы-
вается граф с множеством вершин V (G) ∪ V (H) и множеством рёбер
E(G)∪E(H). Через kG обозначается объединение k > 2 копий графа G.
Через deg(v), N(v) и N [v] обозначаются степень вершины v, открытая
окрестность v и замкнутая окрестность v соответственно. Через δ(G)
обозначается наименьшая степень вершины в G.

Деревом называется граф без циклов, а листом дерева — его вершина
степени 1. Диаметром связного графа называется наибольшее попарное
расстояние между его вершинами, а диаметральным путём графа —
некоторый простой путь, длина которого равна его диаметру. Отметим,
что в любом дереве, содержащем не менее двух вершин, концы каждого
его диаметрального пути являются листьями.

Через Kn, Cn и Pn обозначаются n-вершинный полный граф, простой
цикл и простой путь соответственно. Обозначим через Wn n-вершинный
граф, полученный путём добавления в цикл Cn−1 новой вершины, смеж-
ной со всеми вершинами цикла.
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Точкой сочленения связного графа называется вершина, при удале-
нии которой граф перестаёт быть связным. Блоком B графа G назы-
вается его максимальный по включению двусвязный подграф. Блок B
называется крайним в графе G, если он содержит не более одной точки
сочленения G.

2. Предварительные результаты

В этом разделе приводятся некоторые простые факты, которые будут
использованы при доказательстве основных результатов работы.

Лемма 1. Для любого графа G, содержащего хотя бы 4 вершины,

имеют место следующие утверждения.

1. Если G ∈ P, то δ(G) 6 5. Если же G ∈ MP , то δ(G) ∈ {3, 4, 5}.
2. Если G ∈ OP, то δ(G) 6 2. Если же G ∈ MOP , то δ(G) = 2.

Доказательство. П. 1 следует из формулы Эйлера. Докажем п. 2.
Если |V (G)| 6 3, то доказывать нечего; предположим, что |V (G)| > 4.
Если G ∈ MOP , то граф T (G) является деревом и содержит лист, ко-
торый соответствует грани G, содержащей вершину степени 2, откуда
δ(G) 6 2. Поскольку каждая внутренняя грань G является треугольни-
ком, то δ(G) = 2. Если же G /∈ MOP , то существует граф G∗ ∈ MOP
такой, что G является остовным подграфом G∗, откуда δ(G) 6 δ(G∗) = 2.
Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Для любого графа G ∈ MOP, вершины w ∈ V (G) и ребра

uv ∈ E(G) имеют место следующие утверждения.

1. Если deg(w) = 2, то G \ {w} ∈ MOP .
2. Если uv— внешнее ребро G, то G/uv ∈ MOP .

Доказательство. Поскольку каждая внутренняя грань максималь-
ного внешнепланарного графа является треугольником, п. 1 очевиден.
Докажем п. 2. Обозначим через uvw единственную внутреннюю грань G,
содержащую ребро uv. Очевидно, что все внутренние грани G, кроме
uvw, являются внутренними гранями графа G/uv, следовательно, каж-
дая внутренняя грань G/uv является треугольником. Кроме того, по-
скольку G не содержит точек сочленения и G \ {u, v} связен, граф G/uv
также не содержит точек сочленения, следовательно, G/uv ∈ MOP .
Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Для любого k > 1, графа G ∈ P и его вершин u, v ∈ V (G)
имеют место следующие утверждения.

1. Если u k-пустая в G, то mik(G \ u) > mik(G).
2. Если v k-универсальная в G, то mik(G \N [v]) > mik(G).
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Доказательство. Покажем, что любое k-ДНМ J графа G будет
являться k-ДНМ и для графа G\u. Пусть w ∈ V (G)\u и w /∈ J. Тогда w
имеет хотя бы k соседей в G, принадлежащих J. Поскольку все эти соседи
не k-пусты в G, они отличны от u и принадлежат графу G \ u. Таким
образом, каждая вершина графа G \ u либо принадлежит независимому
множеству J, либо имеет в нём не менее k соседей, что и требовалось.

Докажем п. 2. Из определения k-универсальной вершины следует, что
все вершины окрестности N(v) k-пусты. Тогда для каждого k-ДНМ J
графа G множество J \ v является k-ДНМ графа G \ N [v]. Лемма 3
доказана.

3. Внешнепланарные графы

3.1. Класс OP. В упомянутой ранее работе [3] доказана

Теорема 1. Для всех n > 2 имеет место равенство

mi1(n) =





3m, если n = 3m,

4 · 3m−1, если n = 3m+ 1,

2 · 3m, если n = 3m+ 2.

Как показано в [3], если n = 3m, то единственным экстремальным
графом является mK3; если n = 3m + 1, то существуют два экстре-
мальных графа: (m− 1)K3 ∪ 2K2 и (m− 1)K3 ∪K4; если же n = 3s+ 2,
то единственным экстремальным графом является mK3∪K2. Поскольку
при любом n хотя бы один из экстремальных графов внешнепланарный,
то mi1(n,OP) = mi1(n,P) = mi1(n).

В этом пункте установлены точные значения величины mik(n,OP)
при n > 1 и k > 2.

Теорема 2. Для всех n > 1 верно равенство mi2(n,OP) = 2[n/4]. При

этом если n = 4m, то экстремальный граф единствен и изоморфен mC4.

Доказательство. Отметим, что mi2(mC4 ∪ rK1) = 2m при любом
n = 4m+r > 1. Предположим, что найдётся n-вершинный граф G такой,
что либо mi2(G) > 2[n/4], либо mi2(G) = 2[n/4], n = 4m и G не изомор-
фен mC4; при этом будем полагать, что при всех n′ < n графов с таким
свойством не существует. Тогда в G найдётся некоторая компонента связ-
ности H, не изоморфная C4. Если H содержит хотя бы одну 2-пустую
вершину u, то удалим её из графа, тогда mi2(G) 6 mi2(G \ u) по лем-
ме 3. При этом если n = 4m, то mi2(G) < 2[n/4], если же n = 4m + r,

то mi2(G) 6 2[(n−1)/4], что противоречит предположению. Если H содер-
жит хотя бы одну 2-универсальную вершину v, то проведём аналогичные
рассуждения для графа G \N [v].
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Таким образом, предполагаем, что H не содержит 2-универсальных
и 2-пустых вершин. Тогда |V (H)| > 4 и δ(H) = 2, при этом ни одна вер-
шина степени 2 графа H не принадлежит треугольнику (иначе эта вер-
шина была бы 2-пустой). Пусть в H найдётся пара смежных вершин u
и v степени 2. Обозначим через u′ и v′ вторых соседей вершин u и v
соответственно. Каждое 2-ДНМ графа G либо содержит вершины u и v′

и не содержит ни одного соседа v′, либо содержит вершины v и u′ и не со-
держит ни одного соседа u′. Поскольку H не совпадает с C4, множество
N [u′] ∪ N [v′] содержит не менее 5 вершин. Тогда имеет место неравен-
ство mi2(G) 6 2[(n−4)/2] + 2[(n−5)/2], причём если n = 4m, то неравенство
строгое, что и требовалось.

Осталось рассмотреть случай, когда в H не найдётся двух смежных
вершин степени 2. Обозначим через B один из крайних блоков H (ес-
ли H двусвязен, то считаем, что B ∼= H). Поскольку блок B крайний,
он содержит не более одной точки сочленения H. Кроме того, так как
δ(H) = 2, блок B содержит хотя бы 3 вершины и, следовательно, явля-
ется двусвязным внешнепланарным графом. Тогда слабо двойственный
граф T (B) является деревом. Если при этом T (B) состоит из одной вер-
шины, то B ∼= Cs для некоторого s > 4, при этом хотя бы s − 1 вершин
цикла не являются точками сочленения G и, следовательно, имеют сте-
пень 2 в H; противоречие. Если же дерево T (B) содержит не менее двух
вершин, то оно содержит не менее двух листьев x и x′, которым соот-
ветствуют некоторые грани f и f ′ графа H. Поскольку эти грани не яв-
ляются треугольниками, обе они содержат хотя бы одну пару смежных
вершин, имеющих степень 2 в B, причём хотя бы в одной из этих пар обе
вершины не являются точками сочленения H и, следовательно, имеют
степень 2 в H; противоречие. Теорема 2 доказана.

При k > 3 каждая вершина степени 2 внешнепланарного графа k-уни-
версальна. Кроме того, любой подграф внешнепланарного графа также
будет внешнепланарным. Отсюда вытекает следующий простой факт.

Теорема 3. Для всех k > 3 и n > 1 верно mik(n,OP) = 1.

Доказательство. Ясно, что при любых n, k > 1 пустой граф nK1

содержит единственное k-ДНМ, откуда mik(n,OP) > 1. Предположим,
что для некоторых k > 3 и n > 1 найдётся внешнепланарный граф G
такой, что mik(G) > 1, а для всех графов G′, содержащих менее |V (G)|
вершин, верно mik(G′) 6 1. По лемме 1 существует вершина v ∈ V (G)
степени 2, которая будет k-универсальной. Обозначим через J1 и J2 два
различных k-ДНМ G. Тогда множества J1 \ {v} и J2 \ {v} являются
различными k-ДНМ графа G \ N [v] ∈ OP , откуда mi2(G \ N [v]) > 2;
противоречие. Теорема 3 доказана.
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3.2. Класс MOP. Назовём граф G ∈ MOP критическим, если
mi2(G) > 1 и при этом для любого графа G′ ∈ MOP , содержащего ме-
нее |V (G)| вершин, верно mi2(G′) 6 1. Цель рассуждений этого пункта —
доказать, что критических графов не существует.

Будем говорить, что граф G′ ∈ MOP соответствует графу G ∈
MOP , если ∅ ( V (G′) ( V (G) и найдётся множество ∅ ⊆ A ( V (G) та-
кое, что для любого 2-ДНМ J графа G множество J \A является 2-ДНМ
графа G′. Очевидно, что имеет место неравенство mi2(G′) > mi2(G).
Таким образом, для того чтобы показать, что граф G не критический,
достаточно привести пример соответствующего ему графа G′.

Напомним, что если G ∈ MOP , то его слабо двойственный граф
T (G) является субкубическим деревом. Рассмотрим некоторый диамет-
ральный путь X = x1x2 . . . xp в T (G). Всюду в этом пункте будем обо-
значать через xi вершины T (G), лежащие на X, а через x′j — вершины
T (G), не лежащие на X. Кроме того, через fi и f ′j будем обозначать
грани G, соответствующие вершинам xi и x′j соответственно. При p 6 4
граф G содержит не более 6 внутренних граней и не более 8 вершин.
Легко проверить, что в этом случае mi2(G) 6 1 и G не критический.
Таким образом, предполагаем, что p > 5.

Лемма 4. Если в графе G ∈ MOP найдётся грань f, смежная

с 1-крайними гранями f ′ и f ′′, то G не критический.

Доказательство. Обозначим грани f, f ′, f ′′ через uvw, uu′w, vv′w
соответственно. Тогда вершины u′, v′ 2-универсальны, а смежные с ними
вершины u, v, w 2-пусты в G. Рассмотрим граф G2 = G\{u′, v′}. Очевид-
но, что вершина w 2-универсальна, а вершины u, v 2-пусты в G2. Тогда
для каждого 2-ДНМ J графа G множество (J \ {u′, v′}) ∪ {w} является
2-ДНМ графа G2, откуда mi2(G) 6 mi2(G2). Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть граф G ∈ MOP критический. Тогда любая вершина

v ∈ V (G), принадлежащая некоторой {1, 2, 3}-крайней грани G, будет

либо 2-универсальной, либо 2-пустой.

Доказательство. Покажем, что {1, 2, 3}-крайняя грань графаG со-
держит 2-универсальную вершину, тогда две другие вершины этой грани
2-пусты. Поскольку все 1-крайние грани G содержат 2-универсальную
вершину степени 2, условие леммы для них выполнено.

Рассмотрим некоторую 2-крайнюю грань abc графа G. Из определе-
ния 2-крайней грани следует, что abc смежна с некоторой 1-крайней гра-
нью (например abd). Поскольку вершина d 2-универсальна, вершины a
и b 2-пусты. Если min(deg(a),deg(b)) = 3, то вершина c 2-универсальна.
Если же min(deg(a),deg(b)) > 4, то грань abc смежна с тремя другими
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гранями, хотя бы две из которых 1-крайние, тогда G не является крити-
ческим графом по лемме 4; противоречие.

Наконец, рассмотрим некоторую 3-крайнюю грань uvw графа G. По
определению 3-крайней грани найдётся некоторая 2-крайняя грань (на-
пример uva), смежная с uvw. Если deg(a) > 4, то uva смежна с двумя
1-крайними гранями, что невозможно по лемме 4. Если же deg(a) = 3,
то найдётся 1-крайняя грань, содержащая вершину a и одну из вершин u
и v (например u), а также некоторую 2-универсальную вершину. Тогда
вершины u и a 2-пусты, а вершина v 2-универсальна, что и требовалось.
Лемма 5 доказана.

Назовём граф G ∈ MOP особым, если в нём найдутся вершины
a1, a2, . . . , a5, b1, b2 и подграф G0 = G\{a1, a2, . . . , a5} ∈ MOP с внешним
ребром b1b2, расположенные таким образом, что грани a1a2b1 и a4a5b2
1-крайние, а грани a2a3b1 и a3a4b2 2-крайние в G. Кроме того, грань
a1a2b1 соответствует концу некоторого диаметрального пути X дерева
T (G) (рис. 1). При этом предполагаем, что второй конец X можно вы-
брать таким образом, чтобы соответствующая ему грань G была отлична
от a4a5b2 (в противном случае G содержит не более 8 вершин и, как легко
проверить, не будет критическим).

a1 b1 b2 a5

a2 a3 a4

G0

Рис. 1. Структура особого графа

Лемма 6. Если граф G особый, то он не критический.

Доказательство. Обозначим грани f1, f2, f3, f4 графа G через
a1a2b1, a2a3b1, b1b2a3, b1b2c1 соответственно. В зависимости от значения
величин deg(x4) и deg(x5) возможны три случая.

Случай 1: deg(x4) = 3. Обозначим через f ′3 грань, смежную с f4
и отличную от f3 и f5. В силу симметрии можем считать, что f ′3 содержит
ребро b2c1. Обозначим через v вершину, отличную от a5 и такую, что b2v
является внешним ребром в G. Поскольку в G существует два внешних
ребра, инцидентных b2, вершина v единственна. Нетрудно видеть, что
она принадлежит некоторой {1, 2, 3}-крайней грани G, а значит, будет
либо 2-универсальной, либо 2-пустой по лемме 5. Если v 2-универсальна
в G, то граф G \ {a4, a5} соответствует G, при этом A = {a5}. Если
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вершина v 2-пуста вG, то удалим вершину b2 и соединим с v все вершины,
смежные с b2 в G. Ясно, что G′ ∼= G/b2v, а значит, G′ ∈ MOP по лемме 2.
Кроме того, G′ соответствует G (здесь A = ∅), что и требовалось.

При рассмотрении случаев 2 и 3 будем предполагать, что deg(x4) = 2
и грань f5 содержит ребро c1b2. Обозначим через c2 третью вершину f5.
Считаем, что вершина c1 ни 2-универсальна, ни 2-пуста, поскольку если
она 2-универсальна, то графG\{a4, a5} соответствует G (здесь A = {a5}),
а если эта вершина 2-пуста, то граф G′, полученный из графа G \ {b1}
добавлением рёбер c1a1, c1a2, c1a3 соответствует G (здесь A = ∅).

Случай 2: deg(x5) 6 2.
Вариант 2a: deg(x5) = 1. Вершина c2 2-универсальна, тогда смежная

с ней вершина c1 2-пуста; противоречие.
Вариант 2b: deg(x5) = 2 и deg(c1) = 3. Вершина c1 2-универсальна,

так как она смежна с двумя 2-пустыми вершинами b1 и b2; противоречие.
Вариант 2c: deg(x5) = 2 и deg(c1) > 4. Граф G \ {a1, . . . , a5, b1, b2} ∈

MOP соответствует G (здесь A = {a1, a3, a5}).
Случай 3: deg(x5) = 3. Обозначим через f ′4 грань, смежную с f5

и отличную от f4 и f6.
Вариант 3a: грань f ′4 содержит ребро c1c2. Обозначим через d1 тре-

тью вершину f ′4. Если deg(x′4) = 1, то вершина d1 2-универсальна и вер-
шина c1 2-пуста; противоречие. Если deg(x′4) > 2, то все грани, смежные
с f ′4 и отличные от f5, будут {1, 2, 3}-крайними. По предположению вер-
шина c1 не принадлежит ни одной такой грани. Тогда deg(c1) = 4, при-
чём вершины b1 и b2, смежные с c1, 2-пусты, а оставшиеся два соседа c1
смежны, а тогда c1 2-универсальна; противоречие.

Вариант 3b: грань f ′4 содержит ребро b2c2. Обозначим через v вер-
шину, отличную от a5 и такую, что b2v является внешним ребром в G.
Аналогично случаю 1 вершина v единственна, принадлежит некото-
рой {1, 2, 3}-внешней грани и, следовательно, либо 2-универсальна, либо
2-пуста по лемме 5. Если v 2-универсальна, то граф G \ {a4, a5} соот-
ветствует G (здесь A = {a5}). Если же v 2-пуста, то удалим вершину b2
и соединим с вершиной v все вершины, смежные с b2 в G. Тогда для
полученного графа G′ верно G′ ∼= G/b2v ∈ MOP. Кроме того, G′ соот-
ветствует G (здесь A = ∅), что и требовалось. Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Если deg(x3) = 3, то граф G не критический.

Доказательство. Обозначим через a1a2b1 грань f1, через a2b1b2
грань f2, через b1b2c2 грань f3. Поскольку deg(x3) = 3, у вершин b1
и c2 найдётся единственный сосед c1, отличный от b2, а у вершин b2 и c2
найдётся единственный сосед c3, отличный от b1 (поскольку G ∈ OP ,
вершины c1 и c3 не совпадают). Отметим, что вершины a1 и b2 2-уни-
версальны, а тогда смежные с ними вершины a2, b1, c2 и c3 2-пусты.



118 Д. С. Талецкий

Обозначим через f ′2 грань, смежную с f3 и отличную от f2 и f4. По лем-
ме 4 грань f ′2 либо 1-крайняя, либо смежна с единственной 1-крайней
гранью f ′1. В зависимости от расположения грани f ′2 возможны два слу-
чая.

Случай 1: грань f ′2 является треугольником b2c2c3. Если deg(x′2) = 1,
то вершина c3 2-универсальна и смежна с b2, что невозможно. Если же
deg(x′2) = 2, то либо b2 принадлежит грани f ′1 и смежна с 2-универсаль-
ной вершиной степени 2, либо G особый, что также невозможно.

Случай 2: грань f ′2 является треугольником b1c1c2. Если deg(x′2) = 1,
то вершина c1 универсальна и смежна с b1, тогда граф G \ {a1, a2} соот-
ветствует G (здесь A = {a1}). Если же deg(x′2) = 2, то вне зависимости
от расположения грани f ′1 вершина c1 имеет степень 3 и смежна с 2-пу-
стыми вершинами b1 и c2, а также с 2-универсальной вершиной степени 2
грани f ′1, что невозможно. Лемма 7 доказана.

При доказательстве лемм 8 и 9 предполагаем, что deg(x3) = 2 и по-
прежнему обозначаем грани f1, f2 и f3 через a1a2b1, a2b1b2 и b1b2c2 со-
ответственно.

Лемма 8. Если deg(x4) = 3, то граф G не критический.

Доказательство. Если грань f4 не содержит b1, то deg(b1) = 4 и,
как нетрудно проверить, граф G3 = G\{a1, a2, b1} соответствует G (здесь
A = {a1}), поэтому предполагаем, что deg(b1) > 5.

Обозначим через f4 грань b1c1c2, а через f ′3 — грань, смежную с f4
и отличную от граней f3 и f5. Если deg(x′3) = 3, то грань f ′3 либо смежна
с двумя 1-крайними гранями, что невозможно по лемме 4, либо смежна
хотя бы с одной 2-крайней гранью, что невозможно по лемме 7. Таким
образом, предполагаем, что deg(x′3) ∈ {1, 2}. Если deg(x′3) = 2, то обо-
значим через f ′2 грань, смежную с f ′3 и отличную от f4. Если при этом
deg(x′2) = 2, то обозначим через f ′1 грань, смежную с f ′2 и отличную от f ′3
(случай deg(x′2) = 3 невозможен по лемме 4).

Если хотя бы одна вершина, смежная с b1 и отличная от вершин a1, b2,
2-универсальна, то граф G2 = G\{a1, a2} соответствует G, поэтому пред-
полагаем, что все такие вершины, включая c1, не 2-универсальны. При
этом c1 принадлежит {1, 2, 3}-крайней грани f ′3, а тогда по лемме 5 она
2-пуста. Далее возможны два случая в зависимости от расположения
грани f ′3.

Случай 1. Грань f ′3 содержит ребро b1c1. Обозначим через b0 третью
вершину f ′3.

Вариант 1a: deg(x′3) = 1. Поскольку deg(b0) = 2, вершина b0 уни-
версальна и смежна с b1, что противоречит предположению.
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Вариант 1b: deg(x′3) = 2 и deg(x′2) = 1. В этом случае вершина b0
степени 3 смежна с двумя 2-пустыми вершинами b1 и c1, а также с 2-уни-
версальной вершиной степени 2 грани f ′2, что невозможно.

Вариант 1c: deg(x′3) = deg(x′2) = 2. Предполагаем, что вершина b0
не 2-универсальна, тогда по лемме 5 она 2-пуста. Легко проверить, что
при любом из четырёх вариантов расположения граней f ′2 и f ′1 хотя бы
deg(b0)− 1 соседей b0 также 2-пусты, что невозможно.

Случай 2. Грань f ′3 содержит ребро c1c2. Обозначим через d1 третью
вершину f ′3.

Вариант 2a: deg(x′3) = 1. Рассмотрим граф G′
2 ∈ MOP, полученный

из графа G \ {c2, d1} добавлением ребра b2c1. Поскольку c1 2-пуста в G,
полученный граф G′

2 соответствует G (здесь A = {d1}).
Вариант 2b: deg(x′3) = 2 и deg(x′2) = 1. Обозначим через d2 вершину

грани f ′2, отличную от c1, c2 и d1. Если d2 смежна с c2, то вершина d1 сте-
пени 3 смежна с двумя 2-пустыми вершинами и одной 2-универсальной
вершиной d2, что невозможно. Если же d2 смежна с c1, то вершина c2
степени 4 смежна с тремя 2-пустыми вершинами b1, c1, d1 и одной 2-уни-
версальной вершиной b2, что невозможно.

Вариант 2c: deg(x′3) = deg(x′2) = 2. Обозначим через d3 вершину
степени 2 грани f ′1. Возможны четыре варианта расположения граней f ′2
и f ′1, изображённые на рис. 2. Если d1 принадлежит f ′1, то она 2-пуста
и все смежные с ней вершины, кроме одной, 2-пусты, что невозможно.
Если же d1 не принадлежит f ′1, то подграф G′

2, полученный из графа
G \ {d2, d3} заменой ребра b1c2 ребром c1b2, соответствует G (здесь A =
{d3}). Лемма 8 доказана.

Лемма 9. Если deg(x4) = 2, то граф G не критический.
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Рис. 2. Возможные конфигурации в варианте 2c леммы 8
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Доказательство. Как и в доказательстве леммы 8, предполагаем,
что deg(b1) > 5, иначе граф G \ {a1, a2, b1} соответствует G. Обозначим
грань f4 через b1c1c2.

Случай 1: deg(b1) > 6. В этом случае deg(b2) = deg(c2) = 3. Верши-
на c2 2-пуста и смежна с 2-пустой вершиной b1, а также с 2-универсальной
вершиной b2. Значит, смежная с ней вершина c1 2-универсальна и граф
G \ {a1, a2} соответствует G.

При рассмотрении случаев 2–4 предполагаем, что грань f5 содержит
ребро c1c2, тогда deg(b1) = 5 и deg(b2) = 3. Обозначим через d2 третью
вершину f5.

Случай 2: deg(x5) 6 2. Если deg(x5) = 1, то вершина c1 смежна с од-
ной 2-универсальной и двумя 2-пустыми вершинами, что невозможно.
Если deg(x5) = 2 и грань f6 не содержит c2, то поскольку вершины b1
и c2 пусты, граф G \ {a1, a2, b1, b2, c2} ∈ MOP соответствует G (здесь
A = {a1, b2}). Если же deg(x5) = 2 и грань f6 не содержит c1, то верши-
на c1 имеет степень 3 и смежна с 2-пустыми вершинами b1 и c2, тогда
она 2-универсальна и граф G \ {a1, a2} соответствует G.

Случай 3: deg(x5) = 3, грань f ′4 содержит ребро c1d2. Обозначим
через d1 третью вершину f ′4. Если вершина c1 2-универсальна, то граф
G \ {a1, a2} соответствует G. Если вершина c1 2-пуста, то граф G′

3 ∈
MOP , полученный добавлением в граф G \ {a1, a2, b1} ребра c1b2, соот-
ветствует G (здесь A = {a1}). Если вершина c1 не универсальна и не пу-
ста, то она смежна хотя бы с двумя вершинами, которые не смежны меж-
ду собой и не 2-пусты. Поскольку вершины b1 и c2 пусты, то deg(c1) > 5.
Значит, c1 принадлежит некоторой грани f ′3, которая является {1, 2, 3}-
крайней; по лемме 5 получили противоречие.

Случай 4: deg(x5) = 3, грань f ′4 содержит ребро c2d2. Обозначим
через d3 третью вершину f ′4. Обозначим через v вершину, смежную с c2,
отличную от b2 и такую, что ребро c2v принадлежит внешней грани G
(поскольку вершина c2 инцидентна двум внешним рёбрам G, вершина v
единственна). Из рассуждений случая 1 леммы 6 следует, что v при-
надлежит некоторой {1, 2, 3}-крайней грани G и либо 2-универсальна,
либо 2-пуста. Если v 2-универсальна, то граф G′

2 ∈ MOP , полученный
из графа G \ {a1, a2} заменой ребра b1c1 ребром b1v, соответствует G
(здесь A = {a1}). Если же v 2-пуста, то граф G′

3 ∈ MOP , полученный
из графа G \ {a1, a2, b1} добавлением ребра b2v, соответствует G (здесь
также A = {a1}). Лемма 9 доказана.

Теорема 4. Для всех n > 6 верно mi2(n,MOP) = 1.

Доказательство. Из лемм 4–9 следует, что критических графов
не существует, тем самым mi2(n,MOP) 6 1. Докажем, что при всех
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n > 6 найдётся максимальный внешнепланарный граф с единственным
2-ДНМ.

v

u

v

u

a

b c

Рис. 3. Граф W ′

6 и полученный из него граф G9

Обозначим через W ′
2k 2k-вершинный внешнепланарный граф, полу-

ченный из пути P2k−1 добавлением новой вершины степени 2k − 1. При
всех 2k > 4 верно mi2(W ′

2k) = mi2(P2k−1) = 1. Теперь для всех n > 4
и графа Gn ∈ MOP с единственным 2-ДНМ построим граф Gn+3 ∈
MOP с единственным 2-ДНМ. Выберем в Gn некоторую 2-универсаль-
ную вершину u и смежную с ней вершину v. Обозначим через Gn+3 ре-
зультат добавления в G вершин a, b, c и рёбер ab, bc, ac, au, bu, av (рис. 3).
Ясно, что Gn+3 ∈ MOP и для 2-ДНМ J графа G множество J ∪ {c}
является 2-ДНМ графа Gn+3, что и требовалось. Теорема 4 доказана.

4. Планарные графы

Теорема 5. Для всех n > 1 и k > 4 верно mik(n,P) = 1.

Доказательство. При любом n > 1 пустой граф nK1 содержит
единственное k-ДНМ, откуда mik(n,P) > 1. Предположим, что при неко-
тором k > 4 неравенство mik(n,P) 6 1 не выполнено, и рассмотрим
минимальный по числу вершин граф G ∈ P, содержащий хотя бы два
различных k-ДНМ J1 и J2. Покажем, что имеют место следующие свой-
ства.

Свойство 1: J1 ∪ J2 = V (G). Если это не так, то в подграфе G,
порождённом множеством J1 ∪ J2 и содержащем менее |V (G)| вершин,
как J1, так и J2 являются k-ДНМ, что противоречит предположению
о минимальности G.

Свойство 2: J1∩J2 = ∅. Если это не так, то для некоторой вершины
v ∈ V (G) верно v ∈ J1 ∩ J2. Тогда вершина v изолированная в графе G,
поскольку она не смежна ни с одной из вершин множества J1∪J2, а мно-
жество V (G) \ (J1 ∪ J2) пусто по предыдущему свойству. Следовательно,
граф G \ {v} содержит два различных k-ДНМ J1 \ v и J2 \ v; снова по-
лучили противоречие с минимальностью G.

Таким образом, G является двудольным графом с долями J1 и J2.
При этом δ(G) > k > 4, поскольку G не содержит k-универсальных
вершин, но тогда G /∈ P по формуле Эйлера; противоречие. Теорема 5
доказана.
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a1

b1 a4

b4

b2

a2 b3

a3

Рис. 4. Граф Q3 и его 3-ДНМ {a1, a2, a3, a4} и {b1, b2, b3, b4}

На рис. 4 изображён граф трёхмерного куба Q3. Легко проверить,
что mi3(Q3) = 2. Поскольку при любых m, r > 0 для n = 8m + r верно
mi3(mQ3 ∪ rK1) = 2m, то mi3(n,PL) > 2[n/8]. Из теоремы 2 следует
неравенство mi2(n,PL) > 2[n/4]. Вопрос о том, точны ли данные оценки,
остаётся открытым.

Цель оставшейся части раздела — для каждого m > 1 построить мак-
симальный планарный граф, содержащий подграф mQ3 и 2m 3-ДНМ.
Сначала покажем, что в каждый максимальный планарный граф мож-
но добавить 5 вершин, не уменьшая числа 3-ДНМ в нём.

Лемма 10. Для любого n-вершинного графа G ∈ MP существует

(n+ 5)-вершинный граф G′ ∈ MP такой, что mi3(G) 6 mi3(G′).

Доказательство. Если mi3(G) = 0, то доказывать нечего. Предпо-
ложим, что mi3(G) > 1. Выберем вершину w ∈ V (G) степени δ(G) 6 5.
Поскольку G ∈ MP и все грани G являются треугольниками, в нём най-
дётся простой цикл, на котором лежат все вершины открытой окрест-
ности N(w). Значит, не более двух вершин N(w) могут одновременно
входить в 3-ДНМ G, тем самым w 3-универсальна в G.

u v

w

a

b

e

c d

Рис. 5. Добавление 5 вершин в граф G
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Рассмотрим одну из треугольных граней, содержащих w, и обозна-
чим через u и v две другие вершины этой грани, они 3-пусты. Добавим
вершину a в грань uvw, после этого добавим вершину b в грань uav и вер-
шины c, d, e в грани uab, abv, uvb соответственно (рис. 5). Полученный
граф обозначим через G′. Поскольку для любого 3-ДНМ J графа G мно-
жество J ∪ {c, d, e} является 3-ДНМ графа G′, то mi3(G) 6 mi3(G′), что
и требовалось. Лемма 10 доказана.

Теорема 6. Для всех n > 12 верно mi3(n,MP) > 2[n/50]−1. При

этом mi3(n,MP) > 2[n/50], если n = 50m + r, где m > 0 и r ∈ {0, 2} ∪
{4, 5, 6, . . . , 49}.

Доказательство. Сначала покажем, что при всех n > 12 существу-
ет n-вершинный граф Gn ∈ MP, содержащий хотя бы одно 3-ДНМ.
Напомним, что через Wn обозначается n-вершинный граф, полученный
путём добавления в цикл Cn−1 новой вершины, смежной со всеми вер-
шинами цикла. Для всех s > 4 построим граф G2s, полученный из гра-
фа Ws добавлением вершины степени 3 в каждую из его s− 1 треуголь-
ных граней и добавлением вершины степени s − 1 во внешнюю грань.
Ясно, что граф G2s ∈ MP определён однозначно и его единственное
3-ДНМ содержит в точности те вершины, которые были добавлены в Ws

(поскольку вершины степени 3 3-универсальны в G2s). Таким образом,
искомый граф Gn построен для всех чётных n > 8. По лемме 10 граф Gn

существует для всех нечётных n > 13, что и требовалось.

Рис. 6. Графы H и H ′

Для всех m > 1 и 0 6 s 6 4 построим непустой класс Gm,s макси-
мальных планарных графов, содержащих 50m+2s вершин и 2m 3-ДНМ.
Класс G1,s состоит в точности из тех (50 + 2s)-вершинных графов, ко-
торые могут быть получены из графа Q3 в результате замены 6− s его
граней 11-вершинным графом H и s оставшихся граней — 13-вершинным
графом H ′ (рис. 6). Здесь под заменой грани подграфом понимаем за-
мену вершин грани вершинами внешней грани подграфа и добавление
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в граф внутренних вершин подграфа вместе со всеми инцидентными
им рёбрами. Несмотря на то, что результат такой замены не опреде-
лён однозначно, все добавленные вершины, не принадлежавшие внеш-
ним граням, являются либо 3-универсальными степени 3, либо смежны-
ми с ними 3-пустыми. Таким образом, для любого графа G1,s ∈ G1,s верно
mi3(G1,s) = mi3(Q3) = 2.

a c

b

b′ a′

c′Gm,s

G1,0

Рис. 7. Структура графа Gm+1,s

Рассмотрим граф G′
m+1,s = Gm,s ∪G1,0, где Gm,s ∈ Gm,s и G1,0 ∈ G1,0.

Можно считать, что в подграфе Gm,s найдётся треугольник abc с 3-уни-
версальной вершиной a и пустой внутренностью, а внешней гранью под-
графа G1,0 является треугольник a′b′c′ с 3-универсальной вершиной a′.
Добавим в граф G′

m+1,s рёбра ab′, ac′, ba′, bc′, ca′, cb′ и обозначим полу-
чившийся граф через Gm+1,s (рис. 7). По построению Gm+1,s ∈ MP . По-
скольку Gm+1,s получен из G′

m+1,s соединением рёбрами нескольких пар
3-пустых вершин, mi3(Gm+1,s) = mi3(G′

m+1,s) = 2m+1. Для всех m > 1
определим класс Gm+1,s как совокупность графов Gm+1,s, которые могут
быть получены применением описанной процедуры.

Пусть n = 50m+r, где m > 0 и 0 6 r 6 49. Если r /∈ {1, 3}, то найдётся
целое число 0 6 s 6 4 такое, что r − 2s = 5p > 0. По лемме 10 найдётся
n-вершинный граф G, содержащий не менее 2m k-ДНМ (при p = 0 по-
дойдёт любой граф из класса Gm,s). Если же r ∈ {1, 3}, то найдётся целое
число 0 6 s 6 4 такое, что 50 + r − 2s = 5q, а тогда по лемме 10 найдёт-
ся n-вершинный граф G, содержащий не менее 2m−1 k-ДНМ. Теорема 6
доказана.
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Abstract. A set Jk of graph vertices is said to be k-dominating inde-
pendent (k > 1) if its vertices are pairwise adjacent and every vertex
not in Jk is adjacent to at least k vertices in Jk. In the present paper, we
obtain new upper bounds for the number of k-dominating independent
sets for k > 2 in some planar graph classes. Illustr. 7, bibliogr. 15.
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