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Аннотация. Доказано, что сложность универсальной префиксной
схемы глубины n на 2n входах с ограничением 2 на ветвление выхо-
дов элементов не меньше 0,75(n− 1)2n. Также приводится несколь-
ко простых конструкций и верхних оценок сложности префиксных
схем с ветвлением 2 и глубиной n+ k. Ил. 4, библиогр. 14.
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Введение

Пусть (S, ◦) — полугруппа. Множество функций

x1 ◦ x2 ◦ · · · ◦ xi, 1 6 i 6 m, (1)

называется системой префиксных сумм переменных x1, . . . , xm, прини-
мающих значения в S. Схемы из функциональных элементов над бази-
сом {x ◦ y, x}, реализующие систему (1), называют префиксными схема-

ми. Напомним, что сложностью и глубиной схемы называются соответ-
ственно общее число элементов схемы и максимальное число элементов
в ориентированном пути, соединяющем вход и выход схемы. Подробнее
о понятиях схемы, сложности и глубины см., например, в [1, 2]. (При-
меры префиксных схем показаны на рис. 1.) Под ветвлением вершины
в графе (или элемента в схеме) далее понимаем число рёбер, исходящих
из неё.

Префиксные схемы применяются во многих теоретических и приклад-
ных задачах синтеза, например в конструкциях сумматоров двоичных
чисел, а также в задачах сортировки, решения линейных рекуррентных
последовательностей. В ряде задач возникает потребность в построении
параллельных префиксных схем, т. е. имеющих глубину O(logm) отно-
сительно числа входов m.

© И. С. Сергеев, 2024



152 И. С. Сергеев

Универсальные префиксные схемы правильно вычисляют суммы неза-
висимо от выбора полугруппы S 1). Легко проверить, что неизбыточ-
ная 2) универсальная схема использует только операции вида s1 ◦ s2, где
s1 = xi ◦ xi+1 ◦ · · · ◦ xj и s2 = xj+1 ◦ xj+2 ◦ · · · ◦ xk.

Пусть L(P ) означает сложность схемы P, а Lf (k,m)— сложность ми-
нимальной универсальной префиксной схемы m переменных и глубины
⌈log2m⌉ + k с ограничением f на ветвление входов схемы и внутренних
элементов и ограничением f − 1 на ветвление выходов схемы 3). Поло-
жим Lf (m) = Lf (0,m) и L() = L∞(). Далее, как правило, ограничиваемся
рассмотрением наиболее интересного и важного случая m = 2n.

Разнообразные конструкции параллельных префиксных схем пред-
лагались с 1960-х гг., но только около 1980 г. Ладнер и Фишер [3] по-
казали, что можно строить схемы минимальной глубины и линейной
сложности. В частности, ими было доказано, что L(2n) < 4 · 2n. Вско-
ре Фич [4] улучшила верхнюю оценку и получила нетривиальную ниж-
нюю: L(2n) > (10/3 − o(1)) · 2n. Автор [5, 6] установил точное значе-
ние сложности, имеющее вид L(2n) = (3,5 − o(1)) · 2n. Лучшие верхние
оценки для схем почти минимальной глубины также получены в [5, 6].
Они имеют вид L(k, 2n) 6 (2 + 2−k)2n − O(2(n−k)/2) при 1 6 k ≪ n.

При k > (logϕ 2 − 1)n − O(1) ≈ 0,44n − O(1), где ϕ = 1+
√
5

2 , выполнено
L(k, 2n) = 2n+1 − n − k − 2 (см. [7]). Более подробное изложение этой
линии результатов см. в [6].

С точки зрения электроники существенное влияние на характеристи-
ки схемы, помимо глубины и сложности, оказывает также степень ветв-
ления элементов: чем степень меньше, тем лучше. Поэтому значитель-
ный объём прикладных и теоретических исследований посвящён парал-
лельным префиксным схемам с ограниченным ветвлением. Отметим, что
только ограничение 2 на ветвление принуждает к использованию тож-
дественных элементов. В других случаях без них можно обойтись.

Изящную конструкцию схем минимальной глубины и ветвления 2
предложили в начале 1970-х гг. Коге и Стоун [8]. Их пример доказы-
вает оценку

L2(2
n) 6 (n− 0,5)2n. (2)

Принципиальный результат получила Фич [4], показав, что линейная
сложность для схем минимальной глубины с ветвлением 2 недостижима:

L2(2
n) > (n+ 1)2n−1 −O(n2). (3)

1) Достаточно потребовать, чтобы результат был правильным, скажем, для группы
симметрий окружности (см. [6]).

2) Т. е. не содержащая элементов, не связанных с выходами.
3) Более жёсткое условие на ветвление выходов накладывается, чтобы обеспечить

возможность использования префиксных схем в качестве подсхем.
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С другой стороны, при любом f > 3 выполнено Lf (2
n) = O(2n). Фич

указала способ построения таких схем 4).
Ослабляя ограничение на глубину, можно добиться линейной слож-

ности и для схем с ветвлением 2. Подобную схему построили Брент
и Кунг [9]. Их конструкция влечёт оценку L2(n−1, 2

n) 6 2,5·2n−n−3. Ис-
пользуя рекурсивный метод [3], но выбирая схему Коге — Стоуна в каче-
стве базовой, Хан и Карлсон [10] построили семейство схем, приводящее
при 1 6 k 6 n− 1 к оценке сложности 5)

L2(k, 2
n) 6 (n− k − 3)2n−k + 5 · 2n−1 − k. (4)

Автор [6] предложил модификацию базовой схемы, уточнив оценку слож-
ности при 1 6 k 6 n− 2 до

L2(k, 2
n) 6 (n− k − 3,25)2n−k + 5 · 2n−1 − k. (5)

Схемы из двух семейств отличаются только числом тождественных эле-
ментов. Нижняя оценка из [4] имеет вид

L2(k, 2
n) > (n− 2)2n−k−1 + 2n −O(n22−k)

и содержательна только при k ≪ log2 n, поскольку при больших k прио-
ритет имеет оценка L(k, 2n) > 2n+1−n− k− 2, вытекающая из стандарт-
ного соотношения

L+D > 2m− 2, (6)

справедливого для произвольной префиксной схемы m переменных глу-
бины D 6) с числом двухвходовых элементов L [4, 11]. Схемы, на которых
достигается равенство в (6), называют оптимальными.

Схемы линейной сложности с ветвлением f > 3, построенные Фич [4],
не вполне практичны, поскольку мультипликативные константы в оцен-
ках велики: например, L3(2n) 6 54,25 · 2n. В современной работе [12] ав-
торы путём модификации семейства схем Ладнера — Фишера получили
более аккуратные оценки, в частности L3(2

n) 6 (7,75 + o(1)) · 2n.
Имеется обширная литература по параллельным префиксным схемам

с различными ограничениями на ветвление элементов. Например, в ра-
ботах [13, 14] построены оптимальные параллельные префиксные схемы
с ветвлением 2 и максимально возможным числом входов (там же при-
водится подробная библиография по этому направлению). Минималь-
но возможная глубина оптимальной схемы с ветвлением 2 на m входах

4) Она также получила верхние оценки сложности схем с ветвлением 2, но они, во-
первых, превышают сложность схем Коге — Стоуна, а во-вторых, демонстрируются
на схемах, некоторые входы которых имеют ветвление 3.

5) В качестве частного случая при k = n− 1 получается схема Брента — Кунга.
6) Более точно, оценка доказывается для D, равного глубине вычисления старшей

префиксной суммы — суммы всех переменных — в схеме.
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оказывается равной ⌊log2m⌋ + ⌊log2(2m/3)⌋. Однако общая сложность
схем с учётом тождественных элементов авторами не оценивалась.

Далее докажем нижнюю оценку L2(2
n) > 3

4(n − 1)2n, сокращая раз-
рыв между известными верхней (2) и нижней (3) оценками сложности
параллельных префиксных схем с ветвлением 2. Новая оценка опира-
ется на свойство минимальных схем вычислять только «интервальные»
суммы вида xl ◦ xl+1 ◦ · · · ◦ xr, поэтому справедлива не только для уни-
версальных схем, но и для схем над конкретными некоммутативными
полугруппами, включая идемпотентные. В частности, она применима
в случае полугруппы, используемой при построении (префиксных) сум-
маторов 7). Отметим, что предшествующая оценка Фич выполняется для
схем над любой конкретной полугруппой, за исключением вырожденных
случаев 8).

В заключение сделаем несколько простых замечаний относительно
верхних оценок сложности. Сначала покажем, что оценки (4), (5) могут
быть уточнены на величину O(2k). Далее, докажем, что асимптотически
минимально возможная для параллельной схемы оценка L2(k,m) = (2 +
o(1))m достигается при k = O(log logm), а при k = (1 + o(1)) log2m
демонстрируется оптимальными префиксными схемами.

1. Нижняя оценка

Лемма 1. В корневом бинарном дереве с m листьями минимально

возможная сумма длин всех путей от корня к листьям равна (l+1)m−2l,
где l = ⌈log2m⌉.

Доказательство. Это решение известной оптимизационной задачи,
связанной с неравенством Крафта — Макмиллана и алфавитным кодиро-

ванием. Задача состоит в минимизации суммы (глубин листьев)
m∑
i=1

di при

условии (существования дерева с заданным набором глубин)
m∑

i=1

2−di 6 1. (7)

Несложно видеть, что решение доставляет набор чисел di, которые при-
нимают одно или два соседних целочисленных значения. Действительно,
если, скажем, d1 6 d2 + 2, то пару чисел d1, d2 можно заменить парой
d1 + 1, d2 − 1. При этом целевая сумма не изменится, а неравенство (7)
останется в силе.

В оптимальном дереве 2l −m вершин расположены на глубине l − 1
и 2m− 2l — на глубине l. Лемма 1 доказана.

7) Имеется в виду множество {0, 1}2 с операцией (f, g) ◦ (f ′, g′) = (f ∨ gf ′, gg′).
8) Скажем, когда сумма a ◦ b не зависит от одного из слагаемых.
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Далее для записи интервальных префиксных сумм будем использо-
вать сокращённое обозначение x[l;r] = xl ◦ xl+1 ◦ · · · ◦ xr.

Напомним, что в неизбыточной универсальной префиксной схеме лю-
бой элемент вычисляет сумму вида x[l;r]. Число r назовём индексом эле-
мента.

Теорема 1. Справедливо L2(2
n) > 3

4 (n− 1)2n.

Доказательство. При n > 2 рассмотрим неизбыточную префикс-
ную схему Π глубины n на 2n входах. Схему можно условно разбить
на две половины: в левой — элементы с индексами из [1, 2n−1], в пра-
вой — с индексами из [2n−1 + 1, 2n]. Обозначим через λ(Π) и ρ(Π) число
элементов в левой и правой половинах схемы соответственно.

Следующее наблюдение обычно для анализа параллельных префикс-
ных схем минимальной глубины безотносительно ограничений на ветв-
ление элементов.

Утверждение 1. ρ(Π) > L2(2
n−1) + 2n−1.

Доказательство. Заметим, во-первых, что в правой половине схе-
мы на глубине n расположены 2n−1 элементов, вычисляющих финальные
суммы x[1;i], 2

n−1 < i 6 2n, как s0i ◦s
1
i , где подсумма s0i вычисляется в ле-

вой половине схемы, а s1i — в правой на глубине не выше n− 1.
Оборвём рёбра, соединяющие элементы из левой половины с элемен-

тами из правой. Тогда элементы, прежде вычислявшие суммы s1i , будут
вычислять суммы x[2n−1+1;i], т. е. все возможные префиксные суммы пе-
ременных x2n−1+1, x2n−1+2, . . . , x2n с глубиной n − 1. Степени ветвления
элементов в правой половине схемы Π при этом не изменяются. Утвер-
ждение 1 доказано.

Теперь оценим снизу λ(Π). Будем анализировать пути, соединяющие
входы xi, 1 6 i 6 2n−1, с выходами qj, вычисляющими суммы x[1;j]. Для
любой пары (i, j) при i 6 j в универсальной схеме Π имеется ровно один
путь от xi до qj 9). Если путь из xi в qj, где i 6 j, не содержит элемента
глубины d, то будем говорить, что путь пропускает уровень d.

I. Сделаем несколько простых замечаний. Пусть Ed
[r1,r2]

обозначает
множество расположенных на глубине d элементов схемы Π с индексами
в интервале [r1, r2].

9) В общем случае путей может быть несколько. Доказательство проходит и в неко-
торых таких ситуациях, например, в случае идемпотентной некоммутативной опера-
ции. Тогда следует выбрать по одному пути для каждого выхода так, чтобы множе-
ство выбранных путей образовывало дерево (с корневой вершиной x1), а остальные
пути не принимать в расчёт.
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1) Отметим, что любой путь из вершины xi к выходам либо проходит
через элемент из Ed

[i,i+2d−1]
, либо пропускает уровень d.

2) Через любой элемент (в силу ограничения на ветвление) проходит
не более 2n различных путей, соединяющих входы и выходы схемы: эле-
мент на глубине d связан не более чем с 2d входами и не более чем с 2n−d

выходами.
3) Согласно лемме 1 пути от входа xi, где i 6 2n−1, к выходам (таких

путей 2n− i+1) пропускают суммарно не более i−1 уровней (напомним,
что всего в схеме n уровней).

II. Обозначим через λd =
∣∣Ed

[1,2n−1]

∣∣ число элементов в левой половине
схемы Π на глубине d. Согласно замечаниям из предыдущего пункта
через эти элементы проходит не более λd2n путей между входами и вы-
ходами схемы. Пути из вершин x1, . . . , x2n−1−2d+1 могут проходить толь-
ко через эти элементы, либо пропускать уровень d. Общее число путей
из указанных вершин к выходам равно

πd = 2n+(2n−1)+ · · ·+(2n−1+2d) = 3(22n−3+2n−2)−(2n−1)2d−1−22d−1.

Таким образом, не менее σd = max{0, πd−λd2
n} из этих путей пропускают

уровень d.
Оценивая при помощи леммы 1 общее число пропусков уровней путя-

ми от входов x1, . . . , x2n−1−1 к выходам, получаем

n−1∑

d=1

σd 6
1

2
(2n−1 − 1)(2n−1 − 2) = 22n−3 − 3 · 2n−2 + 1.

Ввиду оценки λd > 2−n(πd − σd) получаем

λ(Π) >

n−1∑

d=1

λd > (3n− 4)2n−3 +
3n

4
− 2−n −

− (1− 2−n)

n−1∑

d=1

2d−1 − 2−n
n−1∑

d=1

22d−1 =

= 3n2n−3 −
7

6
· 2n +O(n). (8)

При помощи утверждения 1 отсюда уже извлекается оценка сложно-
сти в виде L2(2n) > 3

4 ·n2
n−O(2n). В следующем пункте уточним линейное

слагаемое (порядка 2n) в (8), чтобы получить чуть более точную оценку,
указанную в формулировке теоремы.

III. При n > 4 оценим более аккуратно число элементов на уровнях
n− 3, n− 2, n− 1. Запишем

λn−2 = λn−2,0 + λn−2,1, λn−3 = λn−3,0 + · · ·+ λn−3,3,
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где λn−k,i =
∣∣En−k

[i2n−k+1,(i+1)2n−k ]

∣∣. Напомним, что элемент на глубине n−k

связан путями не более чем с 2k выходами схемы.
Все пути из x1 к выходам проходят через элементы из Ed

[1,2d]
, этих

путей 2n, они не пропускают уровни, поэтому λn−1 = 2n−1, λn−2,0 = 2n−2,
λn−3,0 = 2n−3.

Пути из x2n−2+1 проходят через элементы из Ed
[2n−2+1,2n−2+2d]

либо

пропускают соответствующие уровни, всего путей 3 · 2n−2, а число про-
пусков не превосходит 2n−2, поэтому

max{3 · 2n−2 − 4λn−2,1, 0}+max{3 · 2n−2 − 8λn−3,2, 0} 6 2n−2,

откуда λn−2,1 + λn−3,2 > 7 · 2n−5.

Наконец, пути из вершины xi2n−3+1 проходят через En−3
[i2n−3+1,(i+1)2n−3]

или пропускают уровень n − 3, таких путей (8 − i)2n−3, а пропускают
они суммарно не более i2n−3 уровней, поэтому получаем λn−3,1 > 3 ·2n−5

и λn−3,3 > 2n−5.
Окончательно находим: λn−1 + λn−2 + λn−3 > 39 · 2n−5. Теперь оцен-

ка (8) усиливается до следующей:

λ(Π) >

n−1∑

d=1

λd > 39 · 2n−5 + 2−n
n−4∑

d=1

πd − 2−n
n−1∑

d=1

σd >

> 39 · 2n−5 + (3n− 13)2n−3 +
3n− 9

4
− 2−n −

− (1− 2−n)

n−4∑

d=1

2d−1 − 2−n
n−4∑

d=1

22d−1 =

= 3n2n−3 −
181

192
· 2n−1 +

3n

4
−

19

16
−

22−n

3
> 3n2n−3 − 2n−1,

так как внутренние суммы в третьей строке равны 2n−4−1 и 2
3(4

n−4−1).

IV. Применяя утверждение 1, приходим при n > 4 к рекуррентному
соотношению

L2(2
n) > L2(2

n−1) +
3

4
n2n−1.

В качестве базы индукции возьмём достаточно несложно получаемую
оценку 10)

L2(8) > 13. Теперь соотношение разрешается так, как заяв-
лено в формулировке теоремы. Результат верен и в случае 0 6 n 6 3.
Теорема 1 доказана.

10) Например, она следует из легко проверяемого соотношения L2(4) = 6 и утвер-
ждения 1, применяемого с n = 3. На самом деле, рассуждение п. III вместе с утвер-
ждением 1 приводят к оценке L2(8) > 17.
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2. Некоторые верхние оценки

2.1. Напомним способ, которым строятся схемы почти минимальной
глубины с ветвлением 2, дающие оценки сложности (4) и (5). Указанные
конструкции основаны на базовых схемах Коге — Стоуна [8] минималь-
ной глубины и их модификации из работы [6]. Схемы этих семейств обо-
значаем через Kn и Sn соответственно, где 2n — число входов. На рис. 1
показаны схемы с 8 входами.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

K3 S3

Рис. 1. Схема Коге — Стоуна (слева) и схема из [6] (справа)

При изображении префиксных схем следуем традиции располагать
входы сверху слева направо, элементы с одинаковым индексом — друг
под другом, элементы одного уровня — на одной горизонтали. Элементы
обозначаются чёрными кружками.

В рекурсивных построениях применяются варианты базовых схем, до-
строенные до схем с нулевым ветвлением выходов. На рис. 1 дополни-
тельные элементы изображаются белыми кружками, а соединительные
линии — пунктиром. Таким образом достроенные варианты схем будем
обозначать через K0

n и S0
n.

Схемы Коге — Стоуна Kn имеют простую регулярную структуру. По-
ясним строение схемы Sn на рис. 2. Схема Sn+1 составлена из подсхем K0

n

и Sn, которые стыкуются на первых n− 1 уровнях по правилу схем Ко-
ге — Стоуна. В результате стыковки элементы bj на уровне n− 1 в левой
половине подсхемы Sn вычисляют суммы x[2n−1+j+1;2n+j], j = 1, . . . , 2n−1.

Элемент bj соединён с одним (cj) или двумя 11) (b′j и cj) выходами подсхе-
мы Sn. Выход aj подсхемы K0

n, в котором вычисляется сумма x[1;2n−1+j],

и элементы bj (либо b′j) и cj участвуют в вычислении пары финальных
префиксных сумм. Сумма x[1;2n−1+j] вычисляется повторно на следую-
щем уровне.

Сложность схем Kn и Sn совпадает, L(Kn) = L(Sn) = (n− 0,5)2n, при
этом дополненные схемы S0

n имеют меньшую сложность, чем схемы K0
n,

11) С одним при j 6 2n−2 и с двумя при j > 2n−2.
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x1 x2 x3 x4

S2

x1 . . . x2n x2n+1 . . . x2n+1

aj

. . . . . . . . .

b′j

bj
. . . . . . . . .

cj

K0
n Sn

Sn+1

Рис. 2. Рекурсивное определение схем Sn

а именно, L(K0
n) = n2n и L(S0

n) = (n − 0,25)2n (разница в числе тожде-
ственных элементов).

В методе из [10] (который по сути является переложением метода
из [3] на схемы с ограничением ветвления) строятся схемы Πk,n глуби-
ны n+k на 2n входах, которые имеют вид, изображённый на рис. 3. Входы
разбиты на группы по 2k штук. Суммы в группах вычисляются полны-
ми бинарными деревьями Bk. Их выходы присоединены к префиксной
схеме Πn−k минимальной глубины. На выходах этой подсхемы реали-
зуются все префиксные суммы с числом слагаемых, кратным 2k. Пол-
ный комплект сумм исходных переменных вычисляется присоединённы-
ми «корневыми» вершинами к выходам внутренней подсхемы «перевёр-
нутыми» бинарными деревьями Qk, а также деревьями Q1, Q2, . . . , Qk−1,

x1 . . . x2k

Bk

x2k+1 . . . x2·2k

Bk

. . . x2n−2k

Bk

. . . x2n

Bk. . .

q2k
. . .

Qk

q2·2k
. . .

Qk

q2n−2k
. . . q2n−1

Qk

. . .

Πn−k

q2n

. . .

q2k−2

Qk−2

q2k−1

Qk−1

Рис. 3. Схема Πk,n
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x1 x3 x5 x7

x0

x[1;2]

x[1;4]

x[5;6]

Q0
j . . .

2t

︸
︷︷

︸
. . .

. . .

. . .

. . .

. . .. . .

Q3 Qj,t

Рис. 4. Конструкции (под)схем Qj и Qj,t

присоединёнными к внутренним элементам главной цепочки 12) первого
дерева Bk. Другими входами подсхем Qj являются переменные и проме-
жуточные суммы, вычисляемые на первых k−1 уровнях. На рис. 4 слева
изображён пример схемы Q3 (с 8 выходами). На выходах qj схемы Πk,n

вычисляются суммы x[1;j].
На схемах Πk,n достигаются оценки сложности (4) или (5), в зави-

симости от того, какая базовая схема используется. Отметим, что они
удовлетворяют ещё одному существенному ограничению: старшая пре-
фиксная сумма вычисляется на глубине n.

Заметим, что обведённый пунктиром (левый верхний) фрагмент схе-
мы Πk,n имеет запас по глубине и поэтому реализован неоптимально.
Чтобы получить небольшой выигрыш в сложности, вместо схем Qj для
вычисления финальных сумм в рассматриваемом фрагменте можно ис-
пользовать схемы типа Qj,t. Схема Qj,t функционально эквивалентна схе-
ме Qj+t. Она позволяет получить 2j+t выходных сумм, но имеет глубину
j + 2t − 1 (см. рис. 4 (справа)). Внутренняя подсхема Q0

j (т. е. схема Qj ,

дополненная до схемы с нулевым ветвлением выходов) вычисляет сум-
мы с числом слагаемых, кратным 2t. Остальные суммы вычисляются
последовательно прибавлением одной переменной к уже вычисленным.
Схема Qj,1 совпадает с Qj+1.

Без учёта корневой вершины схемы Qj+t и Qj,t содержат по 2j+t − 1
бинарных элементов, но 2j+t−1 − 1 и 2j − 1 тождественных элементов
соответственно.

Таким образом, замена подсхем Qj в выделенной части схемы Πk,n

подсхемами Qj−t,t с максимально возможным t позволяет при k > 3 уточ-
нить оценки (4), (5) на величину O(2k) за счёт сокращения некоторых
тождественных элементов.

12) Главная цепочка соединяет вход x1 c выходом, в котором вычисляется стар-
шая префиксная сумма. В данном случае элементы цепочки вычисляют суммы
x[1;2], x[1;4], . . . , x[1;2k−1].
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При малых k экономия незначительна, однако, например, сложность
схемы Брента — Кунга (k = n − 1) только при замене Q3, Q4, . . . Qk−1

на Q1,2, Q2,2, . . . Qk−3,2 уменьшается на 2n−3− 1 до 23
8 · 2

n −n− 2 и далее
ещё примерно на 0,01 · 2n при использовании подсхем Qj,t c t > 3.

Если дублировать элементы в главной цепочке (ограничение на ветв-
ление это позволяет), то вообще все внешние подсхемы Q3, Q4, . . . Qk

можно заменить подсхемами Qj,t c t > 2, что приводит к схеме сложно-
сти менее 2,25 ·2n, но при этом число бинарных элементов увеличивается
на n− 2.

Отказ от (несколько искусственного) ограничения на глубину вычис-
ления старшей префиксной суммы позволил бы перейти к ещё более эко-
номным конструкциям. Далее сформулируем несколько общих оценок.

2.2. Как следует из (6), число L бинарных элементов в префиксной
схеме c m входами, имеющей глубину D (или глубину D вычисления
старшей суммы x[1;m]), никогда не меньше чем 2m −D − 2. Оценка до-
стигается, если D не слишком мало, в частности в случае ограничения 2
на ветвление элементов, при

D > ⌊log2m⌋+ ⌊log2(2m/3)⌋ = 2 log2m−O(1).

Соответствующие конструкции схем приведены в [13, 14]. Фактически
из процедуры построения следует доказательство минимальности глуби-
ны для класса оптимальных схем. Схема [9] оптимальна в слабом смысле,
т. е. при дополнительном ограничении на глубину вычисления старшей
суммы, и также имеет минимально возможную для оптимальной схемы
глубину.

Приведём несколько простых результатов для общей сложности. Мно-
жество элементов любой префиксной схемы можно разбить на оригина-
лы и дубликаты. Суммы, вычисляемые оригиналами, попарно различны.
Дубликат вычисляет сумму, которая либо тождественна одной из пере-
менных, либо встречается среди сумм, вычисляемых оригиналами. Легко
проверить, что число дубликатов в любой схеме с ветвлением 2 по по-
рядку не меньше m/D. Справедлива

Лемма 2. Число дубликатов в префиксной схеме глубины D с m вхо-

дами и ветвлением 2 не меньше m−D−1
2(D−1) .

Доказательство. Обозначим через U множество всех элементов не-
избыточной схемы, в которых вычисляются суммы x[1;i]. Через U2 обо-
значим множество всех бинарных элементов в U. Заметим, что бинарные
элементы вычисляют все m− 1 префиксных сумм x[1;i], кроме x1.

Множество U2 естественным образом распадается на непересекающи-
еся ориентированные цепочки с выколотыми стартовыми вершинами: та-
кие вершины принадлежат U, но не обязательно U2. Опишем подходящее
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неприводимое разбиение — такое, в котором никакие две цепочки нельзя
объединить в одну.

Будем строить цепочки в порядке возрастания глубины стартовых
вершин до тех пор, пока множество U2 не будет исчерпано. Формируя
очередную цепочку, продолжаем её до тех пор, пока к ней нельзя бу-
дет добавить новую вершину из U2. Главная цепочка (она единственная)
начинается от входа x1. Стартовой вершиной любой очередной цепоч-
ки может быть либо тождественный элемент, либо бинарный элемент
ранее построенной цепочки. В первом случае поставим цепочке в соот-
ветствие стартовый тождественный элемент — можем считать его дубли-
катом. Во втором случае ветвление стартового элемента в схеме равно 2,
поэтому он не может быть выходом, и, как следствие, для него найдётся
дубликат. Среди всех дубликатов (вычисляющих одну и ту же сумму)
выберем и поставим в соответствие построенной цепочке тот, который
1) не был ранее сопоставлен цепочке с бинарным стартовым элементом
и 2) является либо бинарным элементом, либо выходом. Условиям 1 и 2
всегда можно удовлетворить, поскольку среди элементов, вычисляющих
фиксированную сумму x[1;j], бинарных элементов с ветвлением 2 (т. е.
тех, которые могут быть стартовыми вершинами) меньше, чем тех, ко-
торые удовлетворяют условию 2.

По построению каждый элемент-дубликат соответствует не более чем
двум цепочкам разбиения. В главной цепочке вычисляется не более D
выходных сумм, ей не ставятся в соответствие дубликаты. Каждая оче-
редная цепочка добавляет не более чем D − 1 новых выходных сумм.
Лемма 2 доказана.

Дубликаты — это цена, которую приходится платить за ограничение
ветвления. Чаще всего дубликатами являются тождественные элемен-
ты 13).

Теорема 2. Соотношение L2(k,m) = (2 + o(1))m достигается

1) при k = O(log logm);
2) на оптимальной префиксной схеме при k = (1 + o(1)) log2m.

Доказательство. 1) Пусть m = t2n. Разобьём входные переменные
на группы по t штук и вычислим групповые суммы yi = x[(i−1)t+1;it],
1 6 i 6 2n, с глубиной h = ⌈log2 t⌉ и общей сложностью (t− 1)2n.

На входах yi построим префиксную схему глубины n+log2 n и линей-
ной сложности O(2n). Такая схема существует, например, согласно (5).
На выходах схемы вычислены все суммы x[1;it], 1 6 i 6 2n.

13) При условии, что оригиналами могут быть только бинарные элементы.
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Оставшиеся суммы вычислим для каждой группы переменных при
i = 0, . . . , 2n − 1 последовательно как

x[1;it+1] = x[1;it] ◦ xit+1, . . . , x[1;it+t−1] = x[1;it+t−2] ◦ xit+t−1,

используя при необходимости тождественный элемент в начале каж-
дой цепочки 14). Эти вычисления выполняются с глубиной t и сложно-
стью t2n.

Общая сложность схемы равна 2m+O(2n), а глубина — n+log2 n+t+h.
Нужный результат получается, например, при t ∼ log2 n. Конструкция
легко адаптируется на случай произвольного m.

2) Этот пункт доказывается аналогично. Напомним, что оптималь-
ность префиксной схемы заключается в выполнении следующих усло-
вий [4, 7]:
• все её бинарные элементы либо принадлежат дереву, вычисляюще-

му старшую сумму x[1;m], либо вычисляют выходные суммы x[1;i] — по од-
ному разу каждую;
• старшая сумма вычисляется на глубине, равной глубине схемы.
Положим m = t(2n +1)+n. На первом шаге вычисляются групповые

суммы yi = x[(i−1)t+1;it], 1 6 i 6 2n, с глубиной h и общей сложностью
(t− 1)2n.

К выходам yi присоединим схему Брента — Кунга 15): она имеет глу-
бину 2n− 1, сложность около 2,5 · 2n, а старшую сумму y[1;2n] вычисляет
с глубиной n.

Как и в конструкции из п. 1, оставшиеся суммы вычислим по группам
последовательно. При этом добавим в схему 2n цепочек: каждая состоит
из t− 1 бинарных элементов и начинается, при необходимости, с тожде-
ственного элемента. Старшие суммы x[1;t2n+1], . . . , x[1;t2n+t+n] вычисляем
в цепочке длины n + t, присоединённой к старшему выходу подсхемы
Брента — Кунга.

Таким образом, общая сложность схемы равна 2m + O(2n), а глуби-
на равна h + 2n + t < 2 log2m + t и совпадает с глубиной вычисления
старшей суммы. По построению множество бинарных элементов удовле-
творяет условию оптимальности. Нужный результат получается при вы-
боре параметра t медленно растущим, скажем, t ∈ ω(1)∩ o(n). Теорема 2
доказана.

Заметим, что при выборе t = Θ(n) в любой из конструкций теоремы 2
одновременно достигается минимальное по порядку число дубликатов
Θ(m/ logm) для параллельной префиксной схемы (согласно лемме 2),

14) Если цепочка присоединяется к элементу, имеющему ветвление 1.
15) Можно использовать и схемы из [13, 14].
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но ценой дополнительного увеличения глубины. В оптимальной схеме
дубликаты составляют в точности множество тождественных элементов.
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Abstract. We prove that the complexity of a universal depth-n par-
allel prefix circuit on 2n inputs with fanout bounded by 2 is at least
0.75(n − 1)2n. We also propose a number of simple constructions and
upper complexity bounds on fanout-2 prefix circuits of depth n + k.
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