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Аннотация. Вечным доминирующим множеством графа назы-
вается доминирующее множество D, на котором располагается пер-
воначально мобильная охрана (не более одного охранника может
находиться в каждой вершине). Для любой бесконечной последова-
тельности атак на вершины графа множество D может быть мо-
дифицировано путём передвижения охранника со смежной верши-
ны в атакуемую вершину (предполагается, что атакуемая вершина
не была занята охранником во время атаки). Конфигурация охран-
ников должна после каждой атаки и движения охранника образо-
вывать доминирующее множество. Числом вечного доминирования
графа называется мощность его наименьшего вечного доминирую-
щего множества. Доказано, что число вечного доминирования каж-
дого планарного графа диаметра 2 равно числу его кликового по-
крытия. Ил. 5, библиогр. 10.

Ключевые слова: доминирующее множество, вечное доминирую-
щее множество, число вечного доминирования, планарный граф.

Введение

Множество D вершин графа называется доминирующим, если каждая
вершина не из D смежна хотя бы с одной вершиной из D. Доминирую-
щее множество D0 называется вечным доминирующим в графе G, если
для любого набора вершин v1, . . . , vk ∈ V (G) найдутся доминирующие
множества D1, . . . ,Dk и вершины u0 ∈ D0, u1 ∈ D1, . . . , uk−1 ∈ Dk−1 та-
кие, что Di+1 = (Di \ {ui})∪ {vi+1} при всех i ∈ 0, k − 1. Числом вечного

доминирования γ∞(G) графа G называется мощность его наименьшего
вечного доминирующего множества.

Элементы вечного доминирующего множества обычно представляют-
ся в виде охранников, расположенных в вершинах графа (не более одного
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охранника в каждой вершине) и способных отразить последовательность
атак на незанятые вершины сколь угодно большой длины. Предполага-
ется, что после каждой атаки ровно один охранник перемещается по реб-
ру в соседнюю атакованную вершину, а остальные охранники остаются
на своих местах. Отметим, что существует и другая модель вечного до-
минирования (известная как «m-вечное доминирование»), в которой по-
сле каждой атаки на одну из вершин все охранники могут переместить-
ся по ребру в соседнюю вершину. Рассмотрение этой модели выходит
за рамки данной работы.

Впервые вечные доминирующие множества были рассмотрены в [1]
в 2004 г. В [2] получены значения чисел вечного доминирования для гра-
фов из некоторых классов. В [3] доказано неравенство γ∞(G) 6

(α(G)
2

)

(здесь через α(G) обозначается число независимости графа G), а в [4]
приведены примеры графов, для которых γ∞(G) =

(α(G)
2

)
. В работе [5]

доказано неравенство γ∞(G ⊠ H) > α(G)γ∞(H), где через G ⊠ H обо-
значается сильное произведение графов G и H. Статья [6] и книга [7]
содержат подробный обзор результатов, связанных с вечным доминиро-
ванием в графах.

Числом доминирования γ(G) называется мощность наименьшего до-
минирующего множества графа G, а числом кликового покрытия θ(G)—
наименьшее число клик, на которые можно разбить множество вершин
этого графа. Как известно, число кликового покрытия графа равно хро-
матическому числу его дополнения. В работе [1] впервые упоминается
тривиальное соотношение

γ(G) 6 α(G) 6 γ∞(G) 6 θ(G).

В самом деле, для отражения последовательности атак, состоящей из вер-
шин некоторого наибольшего независимого множества G, требуется α(G)
охранников, откуда α(G) 6 γ∞(G). С другой стороны, вершины графа G
можно разбить на θ(G) клик, для защиты каждой из которых достаточно
одного охранника, откуда γ∞(G) 6 θ(G).

Класс графов, для которых γ∞(G) = θ(G), оказался довольно обшир-
ным и уже долгое время привлекает внимание исследователей. Будем
обозначать этот класс черезMD (от англ. maximum demand). Известно,
что все последовательно-параллельные (а значит, и все внешнепланар-
ные) графы входят в MD [8] и существуют графы без треугольников,
не входящие в MD [2]. Поскольку для любого совершенного графа G
верно α(G) = θ(G), все такие графы входят в MD. В [9] доказано, что
классMD содержит бесконечное число графов H таких, что прямое про-
изведение H�K2 не входит в MD. В недавней работе [10] найдены ми-
нимальные по числу вершин графы G1 и G2, не входящие вMD (рис. 1).
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Эти графы содержат по 10 вершин и непланарные, причём

3 = γ∞(G1) = γ∞(G2) < θ(G1) = θ(G2) = 4.

Рис. 1. Графы G1 и G2

Гипотеза о принадлежности классуMD всех планарных графов на се-
годняшний день остаётся открытой. В настоящей работе доказано, что
этому классу принадлежат все планарные графы диаметра 2.

1. Терминология и обозначения

Как обычно, через V (G), E(G) и v(G) обозначаются множество вер-
шин, множество рёбер и число вершин графа G соответственно. Через
N(v), N [v], deg(v) и d(u, v) обозначаются открытая окрестность, замкну-
тая окрестность, степень вершины v и длина кратчайшего пути между
вершинами u и v соответственно (предполагается, что рассматриваемый
граф ясен из контекста). Диаметр d(G) связного графа G определяется
равенством d(G) = max

u,v∈V (G)
d(u, v). Простой цикл с k вершинами называ-

ется k-циклом. Граф называется (вершинно) k-связным, если он имеет
более k вершин и остаётся связным после удаления из него любых k − 1
вершин. Пусть u ∈ S ⊂ V (G), тогда S-приватной окрестностью вер-
шины u называется множество pn[u, S] вершин w ∈ V (G) таких, что
N [w] ∩ S = {u}.

Граф называется планарным, если существует его укладка на плос-
кости без пересечений рёбер не по вершинам; изображение планарного
графа на плоскости без пересечений рёбер называется плоским графом.
Будем предполагать, что все рассматриваемые планарные графы уложе-
ны на плоскости. Через PL2 будем обозначать класс планарных графов
диаметра 2.

Пусть плоский граф G содержит цикл C. Через int(C) (соответственно
ext(C)) обозначим множество вершин, находящихся в части плоскости,
ограниченной C (соответственно в части плоскости, не ограниченной C).
Назовём цикл разделяющим, если оба этих множества непусты. Заметим,
что если d(G) = 2, то каждая вершина из int(C) имеет общего соседа в C
с каждой вершиной из ext(C). Будем говорить, что разделяющий цикл C
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отделяет множество A ⊂ V (G), если одно из множеств int(C) и ext(C)
совпадает с A. Если A = {a}, то будем говорить, что цикл C отделяет
вершину a.

Напомним, что числом кликового покрытия θ(G) графа G называет-
ся наименьшее число клик, на которое можно разбить множество V (G).
Наименьшим кликовым покрытием (НКП) C графа G называется произ-
вольное разбиение множества V (G) на θ(G) клик. Будем называть НКП
графа u-отделимым, если оно содержит клику, состоящую из единствен-
ной вершины u ∈ V (G).

Назовём критическим наименьший по числу вершин граф G ∈ PL2
такой, что γ∞(G) < θ(G). Цель дальнейших рассуждений — доказать,
что критических графов не существует.

2. Предварительные результаты

Следующий факт, установленный в [10], будет часто использоваться
в работе для сокращения перебора.

Лемма 1. Пусть граф G планарен. Тогда

1) если v(G) < 12, то G ∈ MD;
2) если v(G) < 14 и G вершинно 3-связен, то G ∈ MD.

Докажем три простых свойства критических графов, которые также
будут применяться в дальнейших рассуждениях.

Лемма 2. Если граф G ∈ PL2 критический, то для любой вершины

w ∈ V (G) существует w-отделимое НКП G.

Доказательство. Рассмотрим граф G − w, полученный из G уда-
лением вершины w. Хорошо известно, что γ∞(G − w) 6 γ∞(G) (дей-
ствительно, если некоторое множество охранников может отразить лю-
бую последовательность атак на вершины множества V (G), то оно мо-
жет отразить и любую последовательность атак на вершины множества
V (G) \ {w}). Поскольку G критический, γ∞(G − w) = θ(G − w) < θ(G).
Тогда для любого НКП C графа G−w семейство C ∪ {{w}} является w-
отделимым НКП графа G. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Если граф G ∈ PL2 содержит вершины x, y такие, что

N [x] ⊆ N [y], то G не критический.

Доказательство. Предположим, что G критический. Рассмотрим
некоторое y-отделимое НКП C графа G и его клику Clx ∈ C, содержа-
щую вершину x. Тогда множество Clx ∪ {y} тоже является кликой, что
невозможно в силу минимальности C; противоречие. Лемма 3 доказана.
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Лемма 4. Если граф G ∈ PL2 не содержит разделяющих 3-циклов

и для некоторой вершины w ∈ V (G) верно deg(w) > v(G) − 4, то G
не критический.

Доказательство. Предположим, что G критический, и рассмотрим
некоторое его w-отделимое НКП C. Поскольку G планарен и не содержит
разделяющих 3-циклов, все клики C содержат не более 3 вершин. Тогда
из условия v(G) > 12 следует, что θ(G − w) > 4 и θ(G) > 5. Так как C
содержит хотя бы 4 клики, не содержащие w, хотя бы в одной из них
все вершины смежны с w, что противоречит минимальности C. Лемма 4
доказана.

3. Разделяющие 3-циклы

Лемма 5. Если в графе G ∈ PL2 содержится разделяющий 3-цикл

C = u1u2u3, то G не критический.

Доказательство. Напомним, что из условия d(G) = 2 следует, что
каждая вершина множества int(C)∪ ext(C) смежна хотя бы с одной вер-
шиной цикла C. Рассмотрим 3 случая.

Случай 1. Найдётся вершина v1 ∈ int(C) ∪ ext(C), смежная ров-
но с одной вершиной C (можем считать без ограничения общности, что
u1v1 ∈ E(G) и v1 ∈ int(C)). Тогда для любой вершины x ∈ ext(C) верно
xu1 ∈ E(G), откуда N [x] ⊆ N [u1]; противоречие по лемме 3.

Случай 2. Найдётся вершина w, смежная со всеми вершинами C
(без ограничения общности считаем, что w ∈ int(C)). Если deg(w) = 3,
то N [w] ⊆ N [u1]; противоречие по лемме 3. Иначе хотя бы один из 3-цик-
лов u1u2w, u2u3w, u1u3w (считаем, что u1u2w) разделяющий и найдётся
вершина y ∈ int(u1u2w). Из предыдущего случая вытекает, что каждая
вершина множества int(u1u2w) смежна с обеими вершинами u1 и u2. Та-
ким образом, N [y] ⊆ N [u1]; противоречие по лемме 3.

Случай 3. Каждая вершина множества int(C) ∪ ext(C) смежна ров-
но с двумя вершинами цикла C. В силу симметрии можем считать, что
int(C) > 4 и найдутся вершины v1, v2 ∈ int(C), смежные с u1 и u2.
Тогда либо v1 ∈ int(u1u2v2), либо v2 ∈ int(u1u2v1) (пусть, например,
v1 ∈ int(u1u2v2)). Каждая вершина множества N(v1) \ {u1, u2} смеж-
на с обеими вершинами u1 и u2, откуда N [v1] ⊆ N [u1]; противоречие
по лемме 3. Лемма 5 доказана.

4. Разделяющие 4-циклы

Во всех утверждениях этого пункта рассматривается граф G ∈ PL2
и его разделяющий 4-цикл C = u1u2u3u4. Предполагается, что G не со-
держит разделяющих 3-циклов. Через int∗(C) обозначим подмножество
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вершин int(C), смежных с единственной парой соседних вершин C. Бу-
дем обозначать через ua,b вершину int∗(C), смежную с вершинами ua
и ub цикла C. Заметим, что в силу отсутствия разделяющих 3-циклов
в G каждая такая вершина единственна, откуда | int∗(C)| 6 4.

Лемма 6. Если каждая вершина множества int(C) ∪ ext(C) смежна

хотя бы с двумя вершинами C, то G не критический.

Доказательство. Предположим, что G критический. По лемме 1
имеем v(G) > 12. Тогда без ограничения общности можем считать, что
| int(C)| > 4. Рассмотрим 4 случая.

Случай 1. Найдётся вершина x ∈ int(C), смежная со всеми верши-
нами C. Поскольку | int(C)| > 4, хотя бы один из циклов u1u2x, u2u3x,
u3u4x, u4u1x разделяющий; противоречие по предыдущей лемме.

Случай 2. Найдётся вершина x ∈ int(C), смежная ровно с тремя
вершинами C. В силу симметрии считаем, что xu4 /∈ E(G). Рассмотрим
два подслучая.

Случай 2.1. Все вершины множества int(C) \ {x} смежны с u1. Рас-
смотрим некоторое u1-отделимое НКП C графа G. Поскольку G планарен
и | int(C)| > 4, найдётся клика Cl ∈ C, содержащая хотя бы одну верши-
ну из int(C) и не содержащая вершину u3. Тогда Cl ∪ {u1} тоже клика,
что противоречит минимальности C.

Случай 2.2. Найдётся вершина w ∈ int(C) \ {x}, не смежная с u1.
Тогда w смежна с u3 и u4. Без ограничения общности считаем, что най-
дётся также вершина w′ ∈ int(C), не смежная с u3, но смежная с u1 и u4
(если это не так, то все вершины int(C) \ {x} смежны с u3; тогда пере-
именуем вершины и применим рассуждения случая 2.1). Поскольку G
не содержит разделяющих 3-циклов и | int(G)| > 4, найдётся также вер-
шина w′′ ∈ int(C), смежная с u1 и u3, но не смежная с u4. Поскольку
deg(u1) 6 v(G) − 5 по лемме 4, в ext(C) найдутся хотя бы две вершины,
не смежные с u1, которые в силу равенства d(G) = 2 обе смежны с u3
и u4 (чтобы иметь общего соседа с w′′ и w′ соответственно), но тогда G
содержит 3-цикл; противоречие по лемме 5.

Случай 3. Все вершины множества int(C) смежны ровно с двумя
вершинами C. Поскольку G планарен, можем считать без ограничения
общности, что никакая вершина из int(G) не смежна одновременно с вер-
шинами u2 и u4. Рассмотрим несколько случаев в зависимости от мощ-
ности множества int∗(C).

Случай 3.1: | int∗(C)| = 4.

Случай 3.1.1: int(C) = int∗(C). Тогда v(G) = 12 и | ext(C)| = 4.
Предполагаем, что каждая вершина ext(C) смежна ровно с двумя вер-
шинами C (иначе применим рассуждения случаев 1 и 2 этой леммы).
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Тогда каждая вершина ext(C) смежна с двумя противоположными вер-
шинами C, а поскольку G планарен, то либо все вершины ext(C) смежны
с u1 и u3, либо все они смежны с u2 и u4, откуда max{deg(u1), deg(u2)} =
v(G)− 4; противоречие по лемме 4.

Случай 3.1.2: int(C) 6= int∗(C). Тогда найдётся некоторая верши-
на x ∈ int(C), смежная с u1 и u3. По лемме 4 множество ext(C) со-
держит вершину y, не смежную с u1, и вершину z, не смежную с u3
(эти вершины различны, поскольку они должны иметь общего соседа
с x). Так как d(G) = 2, то u2y, u2z, u4y, u4z ∈ E(G). Тогда из отсут-
ствия в G разделяющих 3-циклов следует, что никакая вершина множе-
ства ext(C) \ {y, z} не может быть смежна с вершинами u1 и u3, от-
куда | ext(C)| = 2 и | int(C)| > 6. Таким образом, найдётся вершина
x′ ∈ int(C)\ int∗(C), отличная от x и смежная с u1 и u3. Тогда вершина x
не является общим соседом вершин u1,2 и u3,4. Так как u1,2 ∈ int(u1u2u3x)
и u3,4 ∈ int(u3u4u1x), то d(u1,2, u3,4) > 2; противоречие.

Случай 3.2: | int∗(C)| = 3. Считаем без ограничения общности, что
int∗(C) = {u1,2, u2,3, u1,4}. Тогда множество int(C) \ int∗(C) содержит хо-
тя бы одну вершину w, смежную с u1 и u3. По лемме 4 deg(u1) 6 v(G)−5.
Тогда найдутся вершины y, z ∈ ext(G), не смежные с u1. Поскольку
d(G) = 2, вершины y, z смежны с u2, u3, u4, чтобы иметь общих сосе-
дей с вершинами u1,2, w, u1,4 соответственно, что противоречит планар-
ности G.

Случай 3.3: | int∗(C)| = 2. Считаем без ограничения общности, что
u1,2 ∈ int∗(C). Поскольку int(G) содержит хотя бы одну вершину, смеж-
ную с u1 и u3, каждая вершина ext(C), не смежная с u1, должна быть
смежна с вершинами u2 и u3. Так как G не содержит разделяющих
3-циклов, каждое из множеств ext(C) и int(C) содержит не более од-
ной вершины, не смежной с u1, откуда deg(u1) > v(G)− 4; противоречие
по лемме 4.

Случай 3.4: | int∗(C)| 6 1. Без ограничения общности считаем, что
int∗(C) не содержит вершин, не смежных с u1. Тогда int(C) тоже не со-
держит таких вершин, и можем применить рассуждения случая 2.1. Лем-
ма 6 доказана.

Лемма 7. Если min{int(G), ext(G)} > 2, то G не критический.

Доказательство. Пусть G критический. Рассмотрим 3 случая.
Случай 1: min{int(G), ext(G)} > 3. По лемме 6 без ограничения

общности можем считать, что найдётся вершина x ∈ ext(G), смежная
с единственной вершиной C (например с u1). Тогда каждая вершина
множества int(G) смежна с u1 (и, следовательно, смежна также с u3
по лемме 3). Поскольку G планарен и int(G) > 3, найдутся несмежные
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вершины y, z ∈ int(C). Рассмотрим u1-отделимое НКП C графа G. Обо-
значим через Cly, Clz ∈ C клики такие, что y ∈ Cly и z ∈ Clz. Если
u3 /∈ Cly, то множество Cly ∪ {u1} является кликой, иначе множество
Clz ∪ {u1} является кликой; противоречие.

При рассмотрении оставшихся случаев можем считать без ограниче-
ния общности, что ext(G) = {x, y} и G содержит вершину, смежную
с единственной вершиной C (например с u1). Заметим, что такая вер-
шина принадлежит int(C), поскольку в противном случае все вершины
int(C) смежны с u1, откуда deg(u1) > v(G) − 4, что невозможно по лем-
ме 4. Тогда обе вершины x и y смежны с u1 и, следовательно, с u3. Так
как G не содержит разделяющих 3-циклов, то также можем считать, что
xu4, yu2 /∈ E(G).

Случай 2: min{deg(x), deg(y)} < 4. Считаем, что deg(x) < 4. Если
xy ∈ E(G) (соответственно xu2 ∈ E(G)), то N [x] ⊆ N [y] (соответственно
N [x] ⊆ N [u2]); противоречие по лемме 3. Если xy /∈ E(G) и deg(y) = 3,
то yu4 ∈ E(G) и N [y] ⊆ N [u4]; снова противоречие по лемме 3. Если же
deg(x) = deg(y) = 2, то рассмотрим некоторое u1-отделимое НКП C гра-
фа G. Найдётся клика Cl ∈ C, содержащая одну из вершин x, y и не содер-
жащая вершину u3. Тогда Cl состоит из единственной вершины, смежной
с u1, и множество Cl ∪ {u1}— тоже клика; противоречие.

Случай 3: deg(x) = deg(y) = 4. Таким образом, N(x) = {u1, u2, u3, y}
и N(y) = {u1, u3, u4, x}.

Случай 3.1. Найдётся вершина w ∈ int(G), смежная с двумя про-
тивоположными вершинами C. Если wu1, wu3 ∈ E(G) (соответственно
wu2, wu4 ∈ E(G)), то max{int(u1u2u3w), int(u3u4u1w)} > 3 (соответ-
ственно max{int(u2u3u4w), int(u4u1u2w)} > 3) по лемме 1. Переименуем
вершины графа и применим рассуждения случая 1 этой леммы.

При рассмотрении случаев 3.2 и 3.3 предполагаем, что каждая верши-
на множества int(G) \ int∗(G) смежна ровно с одной вершиной C, тогда
deg(u2),deg(u4) 6 5.

Случай 3.2: min{deg(u2), deg(u4)} 6 4. В силу симметрии можно
считать, что deg(u2) 6 4 и у вершин u2 и u3 отсутствует общий сосед
в int(C). Тогда либо deg(u2) = 3, либо deg(u2) = 4 и вершины u1 и u2
имеют общего соседа в int(C). Рассмотрим u1-отделимое MCP графа G
и его клики Cly и Clu2

, содержащие вершины y и u2 соответственно
(эти клики не могут совпадать, поскольку yu2 /∈ E(G)). Если u3 ∈ Clu2

,
то множество Cly ∪ {u1}— клика, иначе множество Clu2

∪ {u1}— клика;
противоречие.

Случай 3.3: deg(u2) = deg(u4) = 5 и, таким образом, | int∗(C)| = 4.
Если u1,2u1,4 ∈ E(G) или u2,3u3,4 ∈ E(G), то из отсутствия разделяющих
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3-циклов в G следует, что max{deg(u1), deg(u3)} = v(G) − 4; противоре-
чие. Таким образом, u1,2u1,4, u2,3u3,4 /∈ G, откуда u1,2u3,4, u2,3u1,4 /∈ E(G)
(если, например, u1,2u3,4 ∈ E(G), то d(u2,3, u1,4) > 2). Тогда вершины u2,3
и u1,4 имеют общего соседа w ∈ int(C) \ int∗(C), который также един-
ственно возможный общий сосед вершин u1,2 и u3,4. В силу симметрии
можно считать, что wu1 ∈ E(G); тогда 3-циклы u1u1,2w и u1u1,4w не раз-
деляющие. Поскольку deg(u2) = deg(u4) = 5, то 4-циклы u2u2,3wu1,2
и u4u1,4wu3,4 также не разделяющие. Если | int(wu2,3u3u3,4)| > 3, то при-
меним рассуждения случая 1 этой леммы. Если же | int(wu2,3u3u3,4)| 6 2,
то рассмотрим 3 варианта.

Случай 3.3.1: int(u3u2,3wu3,4) = ∅. Тогда v(G) = 11; противоречие
по лемме 1.

Случай 3.3.2. Цикл u3u2,3wu3,4 отделяет множество {x′, y′} ⊂ V (G).
Из случая 2 этой леммы следует, что deg(x′) = deg(y′) = 4, при этом
x′u3, y

′u3 ∈ E(G), откуда x′w, y′w ∈ E(G). Легко проверить, что граф G
3-связный, при этом v(G) = 13; противоречие по лемме 1.

Случай 3.3.3. Цикл u3u2,3wu3,4 отделяет вершину z ∈ V (G). Тогда
zu3 ∈ E(G), откуда zw ∈ E(G) по лемме 3. Если deg(z) = 4, то граф G
3-связный; противоречие по лемме 1. Если deg(z) = 3, то имеем либо
N [z] ⊆ N [u2,3], либо N [z] ⊆ N [u3,4]; противоречие по лемме 3.

Пусть deg(z) = 2. Поскольку int(u1u2u2,3w) = u1,2, а по лемме 3
включение N [u1,2] ⊆ N [u1] невозможно, то u1,2u2,3 ∈ E(G). Аналогично
u1,4u3,4 ∈ E(G). Покажем, что θ(G) = 5. Неравенство θ(G) > 5 вытека-
ет из того факта, что G не содержит разделяющих 3-циклов (и, сле-
довательно, подграфов K4), а вершина z не принадлежит ни одному
3-циклу. С другой стороны, множество V (G) легко разбить на 5 клик
(рис. 2), откуда и следует требуемое равенство. Поскольку множество
{x, u2,3, u3,4, z} независимое, то 4 = α(G) 6 γ∞(G).

u1

u2
u3

u4

wu1,2

u2,3

u3,4

u1,4

z

x

y

Рис. 2. Структура графа в случае 3.3.3
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Предположим, что γ∞(G) = 4. Тогда любое независимое множество G
мощности 4 будет вечным доминирующим и хотя бы один из охранников
множества {x, u2,3, u3,4, z} может отразить атаку на вершину u3 таким
образом, чтобы полученное множество тоже было вечным доминирую-
щим. Легко проверить, что из множеств {u3, u2,3, u3,4, z}, {x, u3, u3,4, z},
{x, u2,3, u3, z} и {x, u2,3, u3,4, u3} доминирующее только последнее. Зна-
чит, оно способно отразить атаку на вершину u2 таким образом, что-
бы хотя бы одно из множеств {x, u2,3, u3,4, u2}, {u2, u2,3, u3,4, u3} и {x, u2,
u3,4, u3} тоже было вечным доминирующим. Однако первое из этих трёх
множеств не доминирующее, а второе (соответственно третье) перестаёт
быть доминирующим после отражения атаки любым возможным спосо-
бом на вершину y (соответственно вершину u4). Полученное противоре-
чие означает, что γ∞(G) > 4 и G не критический. Лемма 7 доказана.

Лемма 8. Если C отделяет вершину x степени не более 3, то G не кри-

тический.

Доказательство. Предположим, что G критический. Без ограни-
чения общности можем считать, что ext(G) = {x} и xu1 ∈ E(G). Тогда
xu3 ∈ E(G) по лемме 3. Если deg(x) = 3, то либо N [x] ⊆ N [u2], либо
N [x] ⊆ N [u4]; противоречие по лемме 3. Пусть deg(x) = 2. По лемме 6
найдётся вершина v1 ∈ int(C), смежная с единственной вершиной C (на-
пример с u1). Рассмотрим 2 случая.

Случай 1. Найдётся вершина w ∈ int(C), смежная как минимум
с тремя вершинами C. Так как G не содержит разделяющих 3-циклов
и | int(C)| > 4, то w смежна ровно с 3 вершинами C, и случай wu3 /∈ E(G)
невозможен. Если wu2 /∈ E(G) (соответственно wu4 /∈ E(G)), то имеем
N [u4] ⊆ N [w] (соответственно N [u2] ⊆ N [w]); противоречие по лемме 3.
Если же wu1 /∈ E(G), то каждая вершина int(C) \ {w} смежна с u1 (что-
бы иметь общего соседа с x), откуда deg(u1) = v(G) − 3; противоречие
по лемме 4.

Случай 2. Каждая вершина множества int(C) смежна не более, чем
с двумя вершинами цикла C. Поскольку каждая вершина int(C), смеж-
ная с одной из вершин u2 или u4, смежна также с одной из вершин u1
или u3 (чтобы иметь общего соседа с x), то deg(u2),deg(u4) 6 4.

Случай 2.1: min{deg(u2), deg(u4)} 6 3 (пусть deg(u2) 6 3). Считаем
без ограничения общности, что вершины u2 и u3 не имеют общего соседа
в int(C). Рассмотрим некоторое u1-отделимое НКП C графа G. Так как C
минимально, то {x} /∈ C; тогда {u3, x} ∈ C. Рассмотрим клику Cl ∈ C,
содержащую вершину u2. Тогда либо Cl = {u2}, либо Cl = {u2, u1,2}.
Таким образом, множество Cl ∪ {u1} тоже клика; противоречие.
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Случай 2.2: deg(u2) = deg(u4) = 4. Тогда | int∗(C)| = 4. Заметим, что
u1,2u1,4 /∈ E(G) (в противном случае цикл u1u1,2u1,4 разделяющий). Кро-
ме того, u2,3u3,4 /∈ E(G), поскольку deg(u1) 6 v(G) − 5. Следовательно,
пары вершин u1,2, u3,4 и u2,3, u1,4 не имеют общих соседей в int∗(C), но то-
гда все вершины int∗(C) смежны с некоторой вершиной w /∈ int∗(C). Так
как deg(u2) = deg(u4) = 4, циклы u2u2,3wu1,2 и u4u1,4wu3,4 не разделяю-
щие. Поскольку G не содержит разделяющих 3-циклов, то wu3 ∈ E(G).
Тогда цикл u3u2,3wu2,3 также не разделяющий. Из лемм 6 и 7 получаем,
что int(u1u1,2wu1,4) = v1, откуда v(G) = 11; противоречие по лемме 1.
Лемма 8 доказана.

Лемма 9. Граф G не критический.

Доказательство. Пусть G критический. В силу лемм 6–8 можем
считать без ограничения общности, что ext(C) = {x} и deg(x) = 4. Заме-
тим, что из леммы 3 следует неравенство deg(ui) > 4 при всех i ∈ 1, 4.

Случай 1. Найдётся вершина w ∈ int(C), смежная с противополож-
ными вершинами цикла C (например с u1 и u3). По леммам 6–8 имеем

| int(u1u2u3w)|+ | int(u1wu3u4)| 6 2,

откуда v(G) 6 8; противоречие по лемме 1.

При рассмотрении оставшихся случаев предполагаем, что каждая вер-
шина множества int(C) \ int∗(C) смежна ровно с одной вершиной C.

Случай 2: | int∗(C)| = 4. Заметим, что u1,2u3,4, u2,3u1,4 /∈ E(G), иначе
v(G) < 12 по леммам 6–8. Возможны следующие случаи.

Случай 2.1. Вершины u2,3 и u1,4 имеют общего соседа в int∗(C) (без
ограничения общности считаем, что это u3,4). Если u1,2u2,3 ∈ E(G) или
u1,2u1,4 ∈ E(G), то из отсутствия в G разделяющих 3-циклов следует,
что max{deg(u1), deg(u2)} > v(G) − 4; противоречие. Иначе найдётся
общий сосед w /∈ int∗(C) вершин u1,2 и u3,4. В силу симметрии можем
положить, что wu1 ∈ E(G). Поскольку v(G) > 12, в графе G найдутся
вершины v2, v

′
2 ∈ int(u2u1,2vu3,4u2,3) ∩ pn[u2, C]. Обе эти вершины смеж-

ны с u3,4, чтобы иметь общего соседа с u4. Тогда

max{| int(u2u3u3,4v2)|, | int(u2u3u3,4v
′
2)|} > 2;

противоречие по леммам 6–8.

Случай 2.2. Вершины u2,3 и u1,4 имеют общего соседа w /∈ int∗(C).
Предполагаем, что w также является общим соседом вершин u1,2 и u3,4
(иначе эти вершины имеют общего соседа в int∗(C), а тогда применим
рассуждения случая 2.1). В силу симметрии положим, что u1w ∈ E(G).
По леммам 6–8 имеем

max{| int(u2u2,3wu1,2)|, | int(u3u2,3wu3,4)|, | int(u4u2,3wu3,4)|} 6 1.
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Таким образом, v(G) 6 13. При этом если v(G) ∈ {12, 13}, то каж-
дый из циклов u2u1,2wu2,3, u3u2,3wu3,4 и u4u3,4wu1,4 либо не разделяю-
щий, либо отделяет единственную вершину степени 4 (иное невозможно
по леммам 6–8). Тогда, как нетрудно проверить, граф G 3-связен (рис. 3);
противоречие по лемме 1.

u1

u2 u3

u4

w
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u2,3

u3,4

u1,4

x

Рис. 3. Структура графа в случае 2.2 при v(G) = 13

Случай 3: | int∗(C)| = 3. Без ограничения общности считаем, что
int∗(C) = {u1,2, u2,3, u1,4}.

Случай 3.1. Вершина u1,2 является общим соседом вершин u2,3 и u1,4.
Из условия v(G) > 12 следует, что | int(u3u4u1,4u1,2u2,3)| > 4. При этом
каждая вершина int(u3u4u1,4u1,2u2,3) не принадлежит int∗(G) и, таким
образом, смежна ровно с одной из вершин u3 и u4. По лемме 1 имеем
deg(u1,2) 6 v(G)− 5, поэтому найдётся вершина w ∈ int(u3u4u1,4u1,2u2,3),
не смежная с u1,2. В силу симметрии считаем, что wu3 ∈ E(G). Тогда
из условия d(u1, w) 6 2 следует, что wu1,4 ∈ E(G). По лемме 8 получа-
ем, что int(u3u4u1,4w) = ∅, так что deg(u4) = 4 и deg(u3) = v(G) − 4;
противоречие по лемме 1.

Случай 3.2. Вершина u1,2 не является общим соседом вершин u2,3
и u1,4. Поскольку v(G) > 12, вершины u2,3 и u1,4 не смежны, так что
они имеют общего соседа w ∈ int(C) \ int∗(C), смежного ровно с одной
из вершин C. Рассмотрим два подслучая.

Случай 3.2.1: wu1 ∈ E(G) или wu2 ∈ E(G) (в силу симметрии счи-
таем, что wu1 ∈ E(G)). По леммам 6–8 имеем int(u1u2u2,3w) = {u1,2}
и u1,2w, u1,2u2,3 ∈ E(G). Поскольку v(G) > 12, то | int(u3u4u1,4wu2,3)| > 3.
Далее возможны две конфигурации.

Случай 3.2.1.1. Найдётся вершина w′ ∈ int(u3u4u1,4wu2,3), смежная
с вершиной u4, а также с u2,3 (чтобы иметь общего соседа с u2). Тогда
int(u3u4w

′u2,3) = ∅ и найдётся вершина w′′ ∈ int(u4u1,4wu2,3w
′), смежная
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с вершинами u4 и u2,3. Таким образом, w′ ∈ int(u3u4w
′′u2,3) и w′u3 /∈

E(G); противоречие по леммам 6–8.

Случай 3.2.1.2. Все вершины int(u3u4u1,4wu2,3) смежны с верши-
ной u3. Если все эти вершины также смежны с w, то найдётся вершина
w′ ∈ int(u3u4u1,4wu2,3) такая, что | int(wu2,3u3w′)| > 1; противоречие.
Иначе найдётся не смежная с w вершина w′′ ∈ int(u3u4u1,4wu2,3), кото-
рая смежна с вершинами u2,3 и u1,4 (чтобы иметь общих соседей с вер-
шинами u1,2 и u1 соответственно). Тогда по леммам 6–8 получаем, что
int(u3u4u1,4w

′′) = ∅, откуда | int(u3u4u1,4wu2,3)| = 1; противоречие.

Случай 3.2.2: wu3 ∈ E(G) или wu4 ∈ E(G) (в силу симметрии счи-
таем, что wu3 ∈ E(G)). Тогда цикл u3u4u1,4w не разделяющий, откуда
deg(u3) = 5 и deg(u4) = 4. Поскольку deg(u1) 6 v(G) − 5 по лемме 4,
то найдётся вершина v2 ∈ pn[u2, C]. Из условия d(v2, u4) 6 2 следует,
что v2u1,4 ∈ E(G). Тогда по леммам 6–8 имеем int(u1u2v2u1,4) = {u1,2}
и u1,2u1,4 ∈ E(G), откуда deg(u1) = 5 и deg(u2) = v(G)− 4; противоречие
по лемме 1.

Случай 4: | int∗(C)| = 2. В силу симметрии считаем, что u1,2 ∈ E(G).
Тогда либо u1,4 ∈ E(G), либо u3,4 ∈ E(G).

Случай 4.1: int∗(C) = {u1,2, u3,4}. Если u1,2u3,4 ∈ E(G), то

| int(u2u3u3,4u1,2)|+ | int(u1u4u3,4u1,2)| 6 2,

откуда v(G) 6 9; противоречие по лемме 1. Если же u1,2u3,4 6∈ E(G),
то некоторая вершина w ∈ int(C) \ int∗(C) является их общим соседом.
В силу симметрии считаем, что u1w ∈ E(G). Тогда по леммам 6–8 имеем
int(u1wu3,4u4) = ∅ и deg(u4) = 4. Если deg(u2) = 4, то deg(u3) = v(G)−4;
противоречие. Иначе в G найдётся вершина v2 ∈ pn[u2, C]. Так как
d(v2, u4) 6 2, то v2u3,4 ∈ E(G). Тогда по леммам 6–8 получаем, что
int(u2u3u3,4v2) = ∅, откуда deg(u3) = 4 и deg(u2) = v(G) − 4; проти-
воречие по лемме 1.

Случай 4.2: int∗(C) = {u1,2, u1,4}. Так как deg(u3) > 4, найдётся
v3 ∈ pn[u3, C].

Случай 4.2.1. Если v3u1,2, v3u1,4 ∈ E(G), имеем

| int(u1u1,2v3u1,4)|+ | int(u2u3v3u1,2)|+ | int(u3u4u1,4v3)| 6 3,

откуда v(G) < 12; противоречие по лемме 1.

Случай 4.2.2: v3u1,2 ∈ E(G) и v3u1,4 /∈ E(G) (в силу симметрии слу-
чай v3u1,2 /∈ E(G) и v3u1,4 ∈ E(G) рассматривается аналогично). В силу
лемм 6–8 получаем, что int(u2u3v3u1,2) = ∅, откуда deg(u2) = 4. Если
deg(u4) > 5, то найдётся вершина v4 ∈ pn[u4, C], а из условия d(u2, v4) 6 2
следует, что u1,2v4 ∈ E(G). Тогда int(u1u1,2v4u4) = {u1,4} из лемм 6–8
и u1,2u1,4 ∈ E(G). Поскольку deg(u1,2) 6 v(G) − 5, найдётся вершина
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w ∈ int(u3u4v4u1,2v3), не смежная с u1,2, но тогда, как нетрудно видеть,
max{d(w, u1), d(w, u2)} > 2; противоречие.

Пусть теперь deg(u4) = 4. Поскольку включение N [u1,4] ⊆ N [u1]
невозможно по лемме 3, то найдётся вершина v′3 ∈ pn[u3, C], смежная
с u1,4 (из случая 4.2.1 вытекает, что v′3 отлична от v3 и не смежна с u1,2).
Из условия deg(u1) 6 v(G) − 5 следует, что в графе G имеется вершина
v′′3 ∈ pn[u3, C], отличная от v3 и v′3, при этом v′′3 ∈ int(u1u1,2v3u3v

′
3u1,4).

Кроме того, u1,2v′′3 , u1,4v
′′
3 /∈ E(G) (если, например, u1,2v′′3 ∈ E(G), то по-

лучим v3 ∈ int(u2u3v
′′
3u1,2) и u2v3 /∈ E(G), что противоречит леммам 6–8).

Тогда u1 и v′′3 имеют общего соседа v1 ∈ pn[u1, C], при этом вершина v1
является единственным возможным общим соседом пар вершин v3, u1,4
и v′3, u1,2 (рис. 4). По леммам 6–8 получаем, что int(u3v3v1v

′
3) = {v′′3},

откуда v(G) = 11; противоречие по лемме 1.

u1

u2 u3

u4

u1,2

v3

v′
3

u1,4

x

v1

v′′
3

Рис. 4. Структура графа в случае 4.2.2

Случай 4.2.3. Если v3u1,2, v3u1,4 /∈ E(G), то имеется общий сосед
v1 ∈ pn[u1, C] вершин u1 и v3. Поскольку включение N [u1,2] ⊆ N [u1]
невозможно по лемме 3, найдётся вершина w ∈ N(u1,2) \ N(u1), при-
чём w ∈ int(u1u2u3v3v1). Тогда u3 является единственным возможным
соседом вершин w и u4. Следовательно, можем применить рассуждения
случая 4.2.2, рассматривая вершину w вместо v3.

Случай 5: | int∗(C)| = 1. В силу симметрии можем считать, что
int∗(C) = {u1,2}. Поскольку deg(u3), deg(u4) > 4, найдутся вершины
v3 ∈ pn[u3, C] и v4 ∈ pn[u4, C]. Предположим, что v4u1,2 /∈ E(G) (слу-
чай v3u1,2 /∈ E(G) рассматривается аналогично). Тогда у вершин v4 и u2
найдётся общий сосед v2 ∈ pn[u2, C], откуда d(u1, v3) > 2; противоречие.

Пусть теперь v3u1,2, v4u1,2 ∈ E(G). Поскольку deg(u1,2) 6 v(G) − 5,
найдётся вершина w′ ∈ int(C), не смежная с u1,2. По леммам 6–8 имеем
int(u2u3v3u1,2) = int(u1u4v4u1,2) = ∅, так что w′ ∈ int(v3u3u4v4u1,2). То-
гда либо w′u3 ∈ E(G) и d(w′, u1) > 2, либо w′u4 ∈ E(G) и d(w′, u2) > 2;
противоречие.
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Случай 6: int∗(C) = ∅. Напомним, что deg(ui) > 4, а значит, най-
дётся вершина vi ∈ pn[ui, C] для любого i ∈ 1, 4. Поскольку d(G) = 2,
вершина v1 смежна с некоторой вершиной v′3 ∈ pn[u3, C] (которая может
совпадать с v3). Тогда d(u2, v4) > 2; противоречие. Лемма 9 доказана.

5. Разделяющие 5-циклы

Лемма 10. Если в графе G ∈ PL2 содержится разделяющий 5-цикл

C = u1u2u3u4u5, то G не критический.

Доказательство. Пусть G критический. Из лемм 5–9 следует, что G
не содержит разделяющих {3, 4}-циклов, поэтому C является порождён-
ным 5-циклом. Назовём вершину множества int(C) ∪ ext(C) хордальной,
если она смежна с парой несмежных вершин C. Обозначим через cint

и cext число хордальных вершин в множествах int(C) и ext(C) соот-
ветственно. Без ограничения общности считаем, что cint > cext, а если
cint = cext, то | int(C)| > 4, так как v(G) > 12. Рассмотрим 6 случаев
в зависимости от значений величин cint и cext.

Случай 1: cint > 3. Рассмотрим две хордальные вершины x и y под-
графа int(C). В силу симметрии можно считать, что u1x, u3x ∈ E(G).
Если u1y, u3y ∈ E(G), то хотя бы один из 4-циклов u1u2u3x и u1u2u3y
разделяющий; противоречие. Иначе, поскольку G планарен, вершина y
смежна ровно с одной из вершин u1 и u3. Если, например, u3y ∈ E(G),
то u5y ∈ E(G). Так как cint > 3, то int(C) содержит хордальную вер-
шину z, отличную от x и y, а это невозможно, поскольку G планарен
и не содержит разделяющих 4-циклов; противоречие.

При рассмотрении случаев 2–4 можем считать без ограничения общ-
ности, что найдутся хордальные вершины x, y ∈ int(C) такие, что xu1,
xu3, yu3, yu5 ∈ E(G). Обозначим через C ′ цикл u1xu3yu5.

Случай 2: cint = cext = 2. Так как циклы u1u2u3x и u3u4u5y не раз-
деляющие, то | int(C ′)| > 2. Обозначим через a и b хордальные вершины
из ext(C). Поскольку G планарен и не содержит разделяющих {3, 4}-
циклов, вершины a и b имеют единственного общего соседа um среди
вершин C. Если m ∈ {1, 3, 5}, то, как нетрудно проверить, хотя бы одна
из вершин a, b образует разделяющий 4-цикл с одной из вершин x, y; про-
тиворечие. Пусть теперь m ∈ {2, 4}. В силу симметрии можем считать,
что m = 2 и u5a, u4b ∈ E(G). Поскольку u5b /∈ E(G), каждая вершина
из int(C ′) смежна с u3 (чтобы иметь общего соседа с b) и с одной из вер-
шин u1 и u5 (чтобы иметь общего соседа с a). Тогда каждая вершина
int(C ′) хордальная, откуда cint > 4; противоречие.

Случай 3: cint = 2, cext = 1. Обозначим через z единственную хор-
дальную вершину ext(C).
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Случай 3.1: u3z ∈ E(G). Так как G не содержит разделяющих 4-цик-
лов, то zu1, zu5 /∈ E(G). Поскольку z хордальная, то zu2, zu4 ∈ E(G).
Если множество int(C ′) непусто, то каждая его вершина смежна с u3
(чтобы иметь общего соседа с z) и при этом не смежна с u1 и u5. То-
гда для каждой вершины w ∈ int(C ′) верно включение N [w] ⊆ N [u3];
противоречие.

Таким образом, int(C) = {x, y} и | ext(C) \ {z}| > 4. Поскольку 3-цик-
лы u2u3z и u3u4z не разделяющие, вершины множества ext(C) \ {z}
не смежны с u3. При этом все они не хордальные и должны иметь об-
щего соседа с каждой из вершин x и y. Следовательно, все вершины
ext(C)\{z} смежны с u1 и u5, но тогда G содержит разделяющий 3-цикл;
противоречие.

Случай 3.2: u3z /∈ E(G) и u2z, u4z ∈ E(G), при этом хотя бы одно
из рёбер u1z и u5z принадлежит E(G) (в силу симметрии считаем, что
u1z ∈ E(G)). Так как ни один из циклов u1u2z, u1u5u4z, u2u3u4z не раз-
деляющий, то ext(C) = {z}, так что | int(C ′)| > 4. Если u5z /∈ E(G),
то все вершины int(C ′) смежны с u1, поэтому deg(u1) = v(G)− 4; проти-
воречие. Если же u5z ∈ E(G), то считаем в силу симметрии, что int(C ′)
содержит хотя бы две вершины, смежные с u1. Каждая из этих вершин
смежна либо с y, либо с u5, но тогда G содержит разделяющий {3, 4}-
цикл; противоречие.

Случай 3.3: u2z, u4z ∈ E(G) и u1z, u3z, u5z /∈ E(G). Тогда множе-
ство int(C ′) пусто, поскольку никакая его вершина не может иметь обще-
го соседа с z, откуда | ext(C)| > 5. Поскольку цикл u2u3u4z не является
разделяющим и xu5, yu1 /∈ E(G), каждая вершина подграфа ext(C)\{z}
смежна хотя бы с одной из вершин u1, u2 и хотя бы с одной из вер-
шин u4, u5 (чтобы иметь общих соседей с вершинами x и y). Так как
вершины множества ext(C) \ {z} не хордальные, каждая из них смежна
с вершинами u1 и u5. Значит, граф G содержит разделяющий 3-цикл;
противоречие.

Случай 3.4: u3z /∈ E(G) и хотя бы одно из рёбер u4z и u2z не вхо-
дит в E(G) (в силу симметрии считаем, что u4z /∈ E(G)). Тогда u2z,
u5z ∈ E(G). Если ext(C) = {z}, то | int(C ′)| > 4 и, применяя рас-
суждения случая 3.2, нетрудно проверить, что G содержит разделяю-
щий {3, 4}-цикл, что невозможно. В противном случае найдётся вершина
a ∈ ext(C)\{z}. Поскольку цикл u1u2zu5 не разделяющий, то au1 /∈ E(G).
Тогда au3 ∈ E(G), так как вершина a не хордальная и должна иметь
общего соседа с обеими вершинами x и y. Аналогично каждая верши-
на множества ext(C) \ {z, a} не хордальная и смежна с u3. Из условия
deg(u3) < v(G)−4 следует, что найдётся вершина b ∈ int(C ′), не смежная
с u3. Так как au1, au5 /∈ E(G), то d(a, b) > 2; противоречие.
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Случай 4: cint = 2, cext = 0. Если ни одна вершина множества ext(C)
не смежна с u3, то все они смежны с u1 и u5 (чтобы иметь общего соседа
с обеими вершинами x и y). Поскольку граф G не содержит разделяю-
щих 3-циклов, ext(C) состоит из единственной вершины z и N [z] ⊆ N [u1];
противоречие по лемме 4. Если же найдётся вершина w ∈ ext(C), смеж-
ная с u3, то все вершины int(C ′) смежны с u3, чтобы иметь общего соседа
с w. По лемме 4 ext(C) содержит хотя бы две вершины, не смежные с u3.
Эти вершины смежны с вершинами u1 и u5, но тогда G содержит разде-
ляющий 3-цикл; противоречие.

Случай 5: cint = 1. Обозначим через x единственную хордальную
вершину int(C).

Случай 5.1: int(C) = {x}. Так как | ext(C)| > | int(C)|, предполага-
ем, что cext = 0. Без ограничения общности можем считать, что найдётся
вершина v1 ∈ ext(C), для которой u1v1 ∈ E(G) и v1u3, v1u4, v1u5 /∈ E(G).
Тогда найдётся вершина v4 ∈ ext(G) такая, что v4u4, v4v1 ∈ E(G). По-
скольку вершина v4 не хордальная, то u1v4, u2v4 /∈ E(G).

Случай 5.1.1: v1u2, v4u3, v4u5 /∈ E(G). Так как d(v1, u3) 6 2, найдётся
вершина v3 ∈ ext(C) такая, что v1v3, u3v3 ∈ E(G). Если u2v3 /∈ E(G),
то d(v4, u2) > 2. Если же u2v3 ∈ E(G), то v3u4 /∈ E(G) и d(v3, u5) > 2;
противоречие.

Случай 5.1.2: v1u2 ∈ E(G) и v4u3, v4u5 /∈ E(G). Нетрудно видеть,
что любая вершина множества ext(C) \ {v1, v4} смежна с u4, иначе она
не имеет общего соседа хотя бы с одной из вершин u3 и u5. При этом
вершина u4 является единственно возможным общим соседом v4 и x.
Таким образом, deg(u4) = v(G) − 4; противоречие по лемме 4.

Случай 5.1.3: v1u2 ∈ E(G) и либо v4u3 ∈ E(G), либо v4u5 ∈ E(G)
(в силу симметрии достаточно рассмотреть случай v4u3 ∈ E(G)). По-
ложим C ′′ = u1v1v4u4u5 и рассмотрим w ∈ int(C ′′). Если wu5 ∈ E(G),
то w смежна хотя бы с одной из вершин u1, v1 (чтобы иметь общего со-
седа с вершиной u2), и хотя бы с одной из вершин u4, v4 (чтобы иметь
общего соседа с u3). Поскольку G планарен, не содержит разделяющих
{3, 4}-циклов, а вершина w не хордальная, то int(C ′′) = {w} и v(G) < 12;
противоречие по лемме 1.

Таким образом, каждая вершина int(C ′′) смежна ровно с одной из вер-
шин u1 и u4 и не смежна с u5. В силу симметрии можно считать, что
|pn[u1, C]| > |pn[u4, C]|. Тогда найдутся вершины w1, w2 ∈ pn[u1, C], ко-
торые должны иметь общего соседа с u3. Тем самым w1v4, w2v4 ∈ E(G)
и хотя бы один из 4-циклов u1v1v4w1 и u1v1v4w2 разделяющий; противо-
речие.
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При рассмотрении случаев 5.2 и 5.3 можем считать без ограничения
общности, что хордальная вершина x ∈ int(C) смежна с u1 и u3. Обозна-
чим через C ′′′ цикл u1xu3u4u5. Так как int(u1u2u3x) = ∅, то int(C ′′′) 6= ∅
(иное уже разобрано в случае 5.1).

Случай 5.2. Каждая вершина множества int(C ′′′) смежна с x.

Случай 5.2.1: | int(C ′′′)| > 3. Либо в int(C ′′′) найдутся хотя бы две
вершины, смежные хотя бы с одной из вершин множества {u1, u5}, либо
найдутся хотя бы две вершины, смежные хотя бы с одной из вершин мно-
жества {u3, u4}. Следовательно, G содержит разделяющий {3, 4}-цикл;
противоречие.

При рассмотрении случаев 5.2.2 и 5.2.3 предполагаем, что | int(C)| 6 3
и тем самым cext = 0.

Случай 5.2.2: int(C ′′′) = {y, z}. Поскольку G не содержит разделя-
ющих {3, 4}-циклов, считаем без ограничения общности, что yu1, yu5,
zu3, zu4 /∈ E(G). Рассмотрим некоторую вершину w ∈ ext(C), которая
по предположению не хордальная. Так как xu4, xu5 /∈ E(G), хотя бы с од-
ной из вершин x, y, z вершина w не имеет общего соседа; противоречие.

Случай 5.2.3: int(C ′′′) = {y}. Если yu1 ∈ E(G) (соответственно
yu3 ∈ E(G)), то N [y] ⊆ N [u1] (соответственно N [y] ⊆ N [u3]), так как вер-
шина y не хордальная; противоречие. Если же yu1, yu3 /∈ E(G), то каж-
дая вершина из ext(C) смежна хотя бы с одной из вершин u4 и u5, а также
хотя бы с одной из вершин u1, u2, u3 (чтобы иметь общего соседа с x и y).
Поскольку G не содержит разделяющих 3-циклов, а ext(C) не содержит
хордальных вершин, то | ext(C)| 6 2 и v(G) < 12; противоречие.

Случай 5.3. Найдётся вершина y ∈ int(C ′′′), не смежная с x. Посколь-
ку d(u2, y) 6 2, вершина y смежна ровно с одной из вершин u1 и u3 (в силу
симметрии считаем, что yu1 ∈ E(G)). Так как y не хордальная, имеем
yu4 /∈ E(G) и найдётся вершина z ∈ int(C ′′′) такая, что yz, u3z ∈ E(G).
Поскольку вершины y и z не хордальные, получаем yu4, zu5 /∈ E(G).
Тогда все вершины множества ext(C) смежны с двумя несмежными вер-
шинами C (так как они должны иметь общих соседей с каждой из вер-
шин x, y, z). Таким образом, ext(C) состоит из единственной хордальной
вершины (обозначим её через w) и | int(C ′′′)| > 5. Рассмотрим 4 варианта
в зависимости от того, смежна ли вершина w с вершинами u1 и u3.

Случай 5.3.1. Если wu1, wu3 ∈ E(G), то граф G содержит разделя-
ющий 4-цикл wu1xu3; противоречие.

Случай 5.3.2. Если wu3 ∈ E(G) и wu1 /∈ E(G), то каждая вершина
int(u1xu3zy) смежна с u3 (чтобы иметь общего соседа с w), а u5 является
общим соседом вершин y и w. Поскольку deg(u3) 6 v(G) − 5, найдётся
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вершина a ∈ int(u3u4u5yz) такая, что au3 /∈ E(G), но тогда d(a, u2) > 2;
противоречие.

Случай 5.3.3. Если wu1 ∈ E(G) и wu3 /∈ E(G), то каждая вершина
int(u1xu3zy) смежна с u1, а u4 является общим соседом вершин z и w.
Поскольку deg(u1) 6 v(G)−5, найдётся вершина a′ ∈ int(u1u5u4zy) такая,
что a′u1 /∈ E(G), но тогда d(a′, u2) > 2; противоречие.

Случай 5.3.4. Если wu1, wu3 /∈ E(G), то вершины u2, u4, u5 являются
единственными возможными общими соседями вершины w в парах с вер-
шинами x, y, z соответственно. Поскольку v(G) > 12 и G не содержит
разделяющих {3, 4}-циклов, множество int(u1xu3zy) непусто, но никакая
его вершина не может иметь общего соседа с вершиной w; противоречие.

Случай 6: cint = cext = 0. В силу симметрии считаем, что | int(C)| > 4
и найдётся вершина v1 ∈ int(C) ∩N(u1) такая, что v1u5 /∈ E(G).

Случай 6.1. Если v1u2 /∈ E(G), то каждая вершина w ∈ ext(C) смеж-
на с u1 и не является хордальной, откуда N [w] ⊆ N [u1]; противоречие
по лемме 3.

Случай 6.2. Если v1u2 ∈ E(G), рассмотрим общего соседа v4 вер-
шин v1 и u4. Так как каждая вершина ext(C) должна иметь общего со-
седа с v1 и v4, то либо v4u3 ∈ E(G), либо v4u5 ∈ E(G) (в силу симмет-
рии считаем, что v4u3 ∈ E(G)). Тогда каждая вершина ext(C) смежна
с вершинами u2 и u3, а поскольку G не содержит разделяющих 3-цик-
лов, то такая вершина единственна; обозначим её через w. Тем самым
N [w] ⊆ N [u2]; противоречие по лемме 3. Лемма 10 доказана.

6. Основной результат

Теорема 1. Каждый планарный граф диаметра 2 принадлежитMD.

Доказательство. Предположим, что это не так. Тогда найдётся
критический граф G, который по леммам 5–10 не содержит разделяю-
щих {3, 4, 5}-циклов. Рассмотрим вершину u ∈ V (G) максимальной сте-
пени и положим N(u) = {u1, . . . , us} (поскольку v(G) > 12 и d(G) = 2,
то s > 4). Предполагаем, что вершины u1, . . . , us расположены на плос-
кости по часовой стрелке (тогда из отсутствия 3-циклов в G следует, что
если uiuj ∈ E(G), то |i− j| ∈ {1, s−1}). Выберем произвольную вершину
w ∈ N(u1) \N(u) (она существует по лемме 3). Рассмотрим три случая.

Случай 1. Вершины w и u4 не смежны и имеют общего соседа uk. Ес-
ли k = 2 (соответственно k = 3), то цикл uu2u4 (соответственно uu1wu3)
разделяющий; противоречие. Если же k > 4, то k = s = 5 (в против-
ном случае цикл uu1wuku4 разделяющий), при этом u5u2, u5u3 /∈ E(G).
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Если w смежна с u2 (соответственно с u3), то цикл uu2wu5 (соответствен-
но uu3wu5) разделяющий. Иначе вершины u3 и w имеют общего соседа
x /∈ N [u], а цикл uu1wxu3 разделяющий; противоречие.

Случай 2. Несмежные вершины w, u4 имеют общего соседа x /∈ N(u).
Поскольку цикл uu1wxu4 не разделяющий, то s = 4. Легко проверить,
что если хотя бы одна из вершин u2, u3 смежна с одной из вершин w, x,
то G содержит {4, 5}-разделяющий цикл. В противном случае у вер-
шин u3 и w найдётся общий сосед y /∈ N [u] ∪ {x}, и цикл uu1wyu3 будет
разделяющим; противоречие.

Случай 3. Вершины w и u4 смежны. Можем считать, что все верши-
ны множества N(u1)\N(u) смежны с u4 (если это не так, то переименуем
вершины и применим рассуждения одного из предыдущих случаев). Так
как G не содержит разделяющих 4-циклов, то s = 4 и в силу симметрии
можно считать, что все вершины множества N(u4) \N(u) смежны с u1.
Поскольку цикл uu1wu4 не разделяющий, то

N(u1) \N(u) = N(u4) \N(u) = {w}.

u

u1

u2

u3

u4

x y w

Рис. 5. Структура графа в случае 3

Если min{deg(u1), deg(u4)} = 2, то каждая вершина из V (G) \ N [u]
смежна с w (чтобы иметь общего соседа с u1 и u4). Отсюда следует,
что deg(w) > v(G) − 4; противоречие по лемме 4. Тем самым deg(u1) =
deg(u4) = 3 и u1u2, u3u4 ∈ E(G), при этом u2w, u3w /∈ E(G), иначе G
содержит разделяющий 4-цикл. Поскольку deg(w) 6 v(G) − 5, найдётся
вершина x /∈ N [u] такая, что xw /∈ E(G). Тогда u2 (соответственно u3) яв-
ляется единственно возможным соседом вершин x и u1 (соответственно x
и u4). Кроме того, вершины x и w имеют общего соседа y ∈ V (G) \N [u].
Поскольку циклы uu1wu4, uu2xu3, u1u2xyw и u4u3xyw не разделяющие
(рис. 5), то v(G) = 8; противоречие по лемме 1. Теорема 1 доказана.
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Abstract. An eternal dominating set in a graph is a dominating set D
on which mobile guards are initially located (at most one guard is al-
lowed on any vertex). For any infinite sequence of attacks occurring
sequentially at vertices, the set D can be modified by moving the guard
from an adjacent vertex to the attacked vertex, provided the attacked
vertex has no guard on it at the time it is attacked. The configuration
of guards after each attack must induce a dominating set. The eternal
domination number of a graph is the cardinality of its minimum eter-
nal dominating set. We prove that the eternal domination number of
any planar graph of diameter 2 is equal to its clique covering number.
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