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Аннотация. В настоящей работе представлен новый подход к сов-
местному конструированию топологий оптимальных по диаметру
циркулянтных сетей C(N ; 1, s2) и реализуемых для них оптималь-
ных алгоритмов маршрутизации сложности O(1). Новые алгоритмы
маршрутизации основаны на использовании масштабируемых пара-
метров L-образных шаблонов в плотной укладке графов на плоско-
сти для семейств оптимальных сетей. Доказана масштабируемость
параметров L-образных шаблонов для множества семейств опти-
мальных сетей C(N ; 1, s2). Получены аналитические формулы за-
висимости этих параметров от диаметра графов, сокращающие вре-
мя настройки алгоритма маршрутизации на предварительном эта-
пе с O(logN) до O(1). Сравнение нового алгоритма маршрутизации
с известным в литературе оптимальным алгоритмом маршрутиза-
ции показывает его большую эффективность в среднем более чем
на 10% по затратам времени на маршрутизацию в семействах оп-
тимальных графов. Благодаря хорошей масштабируемости и про-
стоте маршрутизации оптимальные циркулянтные сети степени че-
тыре представляют интерес как эффективные и надёжные сети свя-
зи для сетей на кристалле, многопроцессорных суперкомпьютерных
систем, телекоммуникационных сетевых структур и нейронных се-
тей связи. Табл. 1, ил. 6, библиогр. 20.

Ключевые слова: неориентированная циркулянтная сеть, опти-
мальный алгоритм маршрутизации, семейство оптимальных цир-
кулянтов, диаметр, плотная укладка графов на плоскости.
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Введение

Структура циркулянтных сетей степени четыре [1–5] изучается в раз-
личных прикладных областях, а также в качестве топологии сетей связи
вычислительных и инфокоммуникационных систем, в том числе сетей
на кристалле, благодаря лучшим структурным свойствам циркулянтов
по сравнению с торами и двумерными решётками. Актуальность таких
сетей обусловлена свойствами симметричности, высокой связности и мас-
штабируемости, что позволяет применять их также в центрах коллек-
тивного пользования, беспроводных сенсорных и нейронных сетях [6–8].
Работы исследователей фокусируются в основном на разработке алго-
ритмов маршрутизации для циркулянтных сетей и оптимизации самой
структуры сети по структурным задержкам или другим значимым по-
казателям сетей.

Циркулянтная сеть степени четыре представляет собой неориенти-
рованный граф C(N ; s1, s2), 1 6 s1 < s2 < N/2, с множеством вер-
шин V = ZN = {0, 1, . . . , N − 1}, в котором каждая вершина i связа-
на с вершинами (i ± s1) mod N и (i ± s2) mod N. Числа s1, s2 — длины
хорд (или образующие) графа, N — его порядок. Граф C(N ; s1, s2) свя-
зен, если НОД(N, s1, s2) = 1. На рис. 1 изображена циркулянтная сеть
C(10; 1, 4).
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Рис. 1. Циркулянтная сеть C(10; 1, 4)

Диаметр графа — длина максимального кратчайшего пути на множе-
стве всевозможных пар вершин, среднее расстояние — математическое
ожидание всех длин кратчайших путей между парами вершин. Опти-
мальным называется циркулянтный граф C(N ; s1, s2) с минимально воз-
можным диаметром (и/или средним расстоянием) для заданного N. Ми-
нимизация диаметра при фиксированных порядке и степени графа опти-
мизирует такие характеристики топологии сети связи, как надёжность
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связи при отказах элементов, структурные задержки при передаче дан-
ных, скорость коммуникаций [3, 9]. В виду этого одна из фундаменталь-
ных проблем синтеза оптимальных топологий в различных классах ре-
гулярных графов состоит в поиске графов с минимальным диаметром
(средним расстоянием) при заданных степени и числе вершин [1, 2, 10].
Для класса циркулянтных сетей C(N ; 1, s2) авторами представлен в Ин-
тернете [11] датасет всех оптимальных графов до 50 000 вершин, а также
их аналитически описываемые семейства, которые будут представлять
объект исследования в настоящей работе.

Другая актуальная проблема при использовании циркулянтов в ка-
честве сетей связи инфокоммуникационных систем состоит в разработ-
ке эффективных алгоритмов маршрутизации для передачи сообщений
между парами узлов (вершин). Алгоритм маршрутизации называется
оптимальным, если передача сообщений происходит вдоль кратчайших
путей из источника в приёмник. В литературе известно большое число
алгоритмов маршрутизации для циркулянтов степени четыре с разными
оценками сложности (см. обзор в [4]).

Рассмотрим алгоритмы, не требующие таблиц маршрутизации (что
является преимуществом для сетей на кристалле) и имеющие констант-
ную оценку времени вычисления маршрута из источника в приёмник.
Среди них есть алгоритмы аналитического вида [4, 5, 12, 13] (для специ-
альных семейств оптимальных циркулянтов) и алгоритмы с предвари-
тельной подготовкой топологических параметров сети для выполнения
маршрутизации [14, 15]. К числу последних, как наиболее эффектив-
ный из них, относится алгоритм, предложенный в [14], где рассмотрен
оптимальный алгоритм маршрутизации константного времени для цир-
кулянтов вида C(N ; s1, s2).

Указанный алгоритм основан на применении параметров a, b, p, q
(рис. 2а) для L-образных шаблонов (L-shapes, L-shaped tiles [16, 17]), за-
дающих плотную укладку графа C(N ; s1, s2) на плоскости Z2. На рис. 2б
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Рис. 2. Параметры L-образных шаблонов для циркулянтов C(N ; 1, s2)
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Рис. 3. Плотная укладка на плоскости L-образного шаблона
для графа C(10; 1, 4)

и рис. 3 показано представление и укладка на плоскости циркулянтного
графа C(10; 1, 4) в виде L-образного шаблона.

Для алгоритма из [14] требуется предварительно определить парамет-
ры a, b, p, q и найти решение (x, y) сравнения s1x + s2y ≡ 1 (mod N).
Указанные параметры находятся при помощи алгоритма со сложностью
порядка O(N) [18] или O(logN) [16], что затратно при расчётах в сетях
с большим числом узлов N > 105.

В настоящей работе для семейств оптимальных сетей C(N ; 1, s2) пред-
ложен алгоритм получения аналитических формул, определяющих па-
раметры a, b, p, q L-образных шаблонов, со сложностью O(1) в отличие
от существующего алгоритма сложности O(logN). Доказана аналити-
чески задаваемая масштабируемость указанных параметров L-образных
шаблонов для семейств оптимальных сетей C(N ; 1, s2). Представлен так-
же новый оптимальный алгоритм маршрутизации со сложностью поряд-
ка O(1) для семейств оптимальных сетей C(N ; 1, s2). Проведено срав-
нение нового алгоритма маршрутизации с алгоритмом из [14] для раз-
личных семейств оптимальных сетей, взятых из датасета оптимальных
циркулянтов степени четыре [19], и показана эффективность нового ал-
горитма.

1. Плотная укладка циркулянтов на плоскости Z2

В работах [16–18] описан алгоритм укладки ориентированных цирку-
лянтов C(N ; s1, s2) на плоскости в виде L-образных шаблонов. В [17] до-
казано, что произвольный L-образный шаблон образует плотную уклад-
ку на плоскости, и получена следующая базовая система сравнений для
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расположения нулей (вершин с номером 0) на плоскости:

as1 − qs2 ≡ 0 (mod N),

−ps1 + bs2 ≡ 0 (mod N).
(1)

Сравнения (1) выполняются также для неориентированных циркулянтов
C(N ; s1, s2), представленных в виде L-образных шаблонов, в том числе
и прямоугольных (рис. 2в), при этом N = ab−pq. Согласно [17], если име-
ется несколько L-образных шаблонов размера N для заданной позиции
нулевых вершин на плоскости, то они все могут быть получены с од-
ними и теми же образующими s1 и s2. Рассмотрим в качестве объекта
исследования элементы множества аналитически задаваемых семейств
оптимальных двухконтурных циркулянтов [19, 20].

Отметим, во-первых, что по построению каждое такое семейство со-
стоит из оптимальных графов, т. е. графов с минимально возможным
диаметром (и в большинстве случаев минимальным средним расстоя-
нием) для заданного порядка графа. Минимально возможный диаметр
оптимального графа с N вершинами равен ⌈(−1 +

√
2N − 1)/2⌉ [2].

Во-вторых, члены семейства описаны полиномами от диаметра d, где
порядок графов N — квадратичная функция, а образующие s2 — линей-
ные или квадратичные функции от d. Члены семейства существуют при

d = dm + kP, k > 0, (2)

где dm — минимальный диаметр, при котором член семейства является
оптимальным графом, P = const ∈ N— период появления (повторения)
членов семейства.

В-третьих, авторами получен и представлен в Интернете [11] в от-
крытом доступе датасет семейств оптимальных графов C(N(d); 1, s2(d)).
В данный момент в датасете представлено более 2000 оптимальных се-
мейств, и число их будет постепенно пополняться. Область возможных
значений диаметров (2) для членов оптимального семейства либо ограни-
чена рамками датасета d 6 158, либо при доказательстве бесконечности
семейства (см. [20]) параметр k в (2) может расти неограниченно.

В следующем разделе покажем, что при плотной укладке на плоско-
сти Z2 члены оптимального семейства могут образовывать масштабиру-
емую последовательность L-образных шаблонов, что даёт возможность
выразить параметры a, b, p, q в виде линейных полиномов от диаметра.

2. Масштабируемость параметров L-образных шаблонов

для семейств оптимальных циркулянтов

Пусть задано семейство оптимальных аналитически задаваемых цир-
кулянтов C(N(d); 1, s2(d)), где d > dm, P ∈ N. Вычислим значения поли-
номов N(d), s2(d) при d1 = dm и d2 = d1 + P для двух последовальных
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членов семейства C(N(d1); 1, s2(d1)) и C(N(d2); 1, s2(d2)). Применим ал-
горитм из [18] или [16] для расчёта параметров a, b, p, q найденных чле-
нов семейства. Пусть это будут значения a(d1), b(d1), p(d1), q(d1) и a(d2),
b(d2), p(d2), q(d2). После этого получим значения приращения искомых
параметров для двух последовательных членов семейства:

∆a = a(d2)− a(d1), ∆b = b(d2)− b(d1),

∆p = p(d2)− p(d1), ∆q = q(d2)− q(d1).
(3)

При выполнении условий

∆a > 0, ∆b > 0, ∆p > 0, ∆q > 0

определим параметры L-образного шаблона для k-го члена семейства
следующим образом:

a(d) = a(d1) + k∆a, b(d) = b(d1) + k∆b,

p(d) = p(d1) + k∆p, q(d) = q(d1) + k∆q.

Подставляя значение k = (d− d1)/P, получим линейного вида формулы
от диаметра для всех искомых параметров:

a(d) = (∆a/P )d + a(d1)− (∆a/P )d1,

b(d) = (∆b/P )d+ b(d1)− (∆b/P )d1,

p(d) = (∆p/P )d+ p(d1)− (∆p/P )d1,

q(d) = (∆q/P )d+ q(d1)− (∆q/P )d1.

(4)

Справедливость формул (4) для определения параметров a(d), b(d),
p(d), q(d) L-образных шаблонов семейств оптимальных циркулянтных
сетей вида C(N(d); 1, s2(d)) основана на следующем предположении: зна-
чения (3) приращения параметров ∆a, ∆b, ∆p, ∆q, полученные для двух
последовательных членов семейства, сохраняются на всём диапазоне су-
ществования заданного семейства оптимальных циркулянтных графов
C(N(d); 1, s2(d)), где d удовлетворяет условию (2).

Продемонстрируем справедливость этого утверждения при помощи
теоретического обоснования для ряда конкретных семейств.

Лемма 1. Параметры L-образных шаблонов для семейства опти-

мальных циркулянтов C(2d2 + 2d+ 1; 1, 2d + 1), где d > 1, P = 1, равны

a(d) = 2d+ 1, b(d) = d+ 1, p(d) = d, q(d) = 1.

Доказательство. Пусть d1 = 3, d2 = 4. Тогда

N(d1) = 25, s2(d1) = 7, N(d2) = 41, s2(d2) = 9.

Применение алгоритма из [16] (или [18]) для двух последовательных чле-
нов семейства даёт равенства

a(d1) = 7, b(d1) = 4, p(d1) = 3, q(d1) = 1,
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a(d2) = 9, b(d2) = 5, p(d2) = 4, q(d2) = 1.

Тогда ∆a = 2, ∆b = 1, ∆p = 1, ∆q = 0. Отсюда в силу (4) имеем

a(d) = 2d+ 1, b(d) = d+ 1, p(d) = d, q(d) = 1.

Покажем, что базовая система сравнений (1) для расположения нулевых
вершин на плоскости выполняется для полученных функций при любом
d > 1:

(2d+ 1)− (2d+ 1) = 0 ≡ 0 (mod N),

−d+ (d+ 1)(2d + 1) = 2d2 + 2d+ 1 ≡ N (mod N).

Лемма 1 доказана.

Данное семейство относится к экстремальным циркулянтам (см. [2]) —
оптимальным графам степени четыре с максимально возможным поряд-
ком при любом диаметре. На рис. 4 изображены L-образные шаблоны
для трёх графов семейства —C(13; 1, 5), C(25; 1, 7), C(41; 1, 9) с диамет-
рами d = 2, 3, 4 соответственно, демонстрирующие масштабируемость па-
раметров a, b, p, q.
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Рис. 4. Масштабируемость параметров L-образных шаблонов
для графов экстремального семейства из леммы 1

Лемма 2. Параметры L-образных шаблонов для семейства опти-

мальных циркулянтов C(2d2 + 2d− 7; 1, 2d + 5), где d > 5, P = 2, равны

a(d) = d+ 2, b(d) = 3d− 4, p(d) = d+ 1, q(d) = d− 1.

Доказательство. Пусть d1 = 5, d2 = 7. Применив алгоритм из [16],
имеем ∆a = 9− 7 = 2, ∆b = 17− 11 = 6, ∆p = 8− 6 = 2, ∆q = 6− 4 = 2.
В силу (4) получаем a(d) = d+2, b(d) = 3d− 4, p(d) = d+1, q(d) = d− 1.
Проверка выполнения (1) даёт при любом нечётном d > 5 равенства

(d+ 2)− (d− 1)(2d + 5) = −2d2 − 2d+ 7 = −N,

−(d+ 1) + (3d− 4)(2d + 5) = 6d2 + 6d− 21 = 3N.

Лемма 2 доказана.
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Лемма 3. Параметры L-образных шаблонов для семейства опти-

мальных циркулянтов C(2d2 − 3; 1, 4d − 5), где d > 4, P = 2, равны

a(d) = (3/2)d − 2, b(d) = (3/2)d + 2, p(d) = d/2− 1, q(d) = d/2 + 1.

Доказательство. Пусть d1 = 4, d2 = 6. После применения алгорит-
ма из [16] имеем ∆a = 7 − 4 = 3, ∆b = 11 − 8 = 3, ∆p = 2 − 1 = 1,
∆q = 4− 3 = 1. В силу (4) получаем a(d) = (3/2)d − 2, b(d) = (3/2)d + 2,
p(d) = d/2− 1, q(d) = d/2 + 1. Проверка выполнения (1) даёт при любом
чётном d > 4 равенства

(3d/2 − 2)− (d/2 + 1)(4d − 5) = −2d2 + 3 = −N,

−(d/2 − 1) + (3d/2 + 2)(4d − 5) = 6d2 − 9 = 3N.

Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Параметры L-образных шаблонов для семейства опти-

мальных циркулянтов C(2d2 − 2; 1, d2 − d − 2), где d > 5, P = 2, равны

a(d) = d+ 1, b(d) = 2d− 2, p(d) = 0, q(d) = d− 2.

Доказательство. Пусть d1 = 5, d2 = 7. Применив алгоритм из [16],
имеем ∆a = 8−6 = 2, ∆b = 12−8 = 4, ∆p = 0, ∆q = 5−3 = 2. В силу (4)
a(d) = d+1, b(d) = 2d−2, p(d) = 0, q(d) = d−2. Проверка выполнения (1)
даёт при любом нечётном d > 5 равенства

(d+ 1)− (d− 2)(d2 − d− 2) = −d3 + 3d2 + d− 3 = N(3− d)/2,

−0 + (2d− 2)(d2 − d− 2) = 2d3 − 4d2 − 2d+ 4 = (d− 2)N.

Лемма 4 доказана.

Параметр p(d) = 0 соответствует семейству с прямоугольным типом
L-образного шаблона. Как показано в [16], прямоугольный тип L-образ-
ных шаблонов имеет место, если bs2 ≡ 0 (mod N).

Лемма 5. Параметры L-образных шаблонов для семейства опти-

мальных циркулянтов C(2d2; 1, d2 − 2d + 1), где d > 7, P = 4, равны

a(d) = (3d− 1)/2, b(d) = (3d+ 1)/2, p(d) = (d+ 1)/2, q(d) = (d− 1)/2.

Доказательство. Пусть d1 = 7, d2 = 11. Применив алгоритм из [16],
имеем ∆a = 16−10 = 6, ∆b = 17−11 = 6, ∆p = 6−4 = 2, ∆q = 5−3 = 2.
В силу (4) получаем a(d) = (3/2)d − 2, b(d) = (3/2)d + 2, p(d) = d/2 − 1,
q(d) = d/2 + 1. Проверка выполнения (1) даёт при любом d = 3 + 4k,
k > 1, равенства

(3d− 1)/2 − ((d− 1)/2)(d2 − 2d+ 1) = −kN, k = (d− 3)/4,

−(d+ 1)/2 + ((3d+ 1)/2)(d2 − 2d+ 1) = (3k + 1)N, k = (d− 3)/4.

Лемма 5 доказана.
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Отметим, что данное семейство исследовалось в [13], где для него
был разработан аналитический алгоритм маршрутизации, использую-
щий при определении кратчайших путей семь соседних нулей на плос-
кости. Как будет показано далее, при маршрутизации в графах данного
семейства можно ограничиться пятью нулями, что уменьшит время ра-
боты алгоритма.

Запись структуры семейства циркулянтов вместе c данными, необхо-
димыми для маршрутизации, представлены в датасете и в табл. 1, где
показаны описания семейств из рассмотренных выше лемм. В табл. 1
использованы обозначения: (c2, c1, c0) = c2d

2 + c1d+ c0 — коэффициенты
при степенях d для задания N и s2, (c1, c0) = c1d + c0 — коэффициенты
для задания a, b, p, q; а также параметры dm и P.

Таблица 1

Задание семейств циркулянтов

с параметрами для маршрутизации

N s2 a b p q
dm P

c2, c1, c0 c2, c1, c0 c1, c0 c1, c0 c1, c0 c1, c0
2, 2, 1 0, 2, 1 2, 1 1, 1 1, 0 0, 1 1 1

2, 2,−7 0, 2, 5 1, 2 3,−4 1, 1 1,−1 5 2

2, 0,−3 0, 4,−5 3/2,−2 3/2, 2 1/2,−1 1/2, 1 4 2

2, 0,−2 1,−1,−2 1, 1 2,−2 0, 0 1,−2 5 2

2, 0, 0 1,−2, 1 3/2,−1/2 3/2, 1/2 1/2, 1/2 1/2,−1/2 7 4

С помощью системы Wolfram Mathematica есть возможность проверки
выполнения сравнений (1) для оптимальных семейств из датасета, у ко-
торых параметры N, s2, a, b, p, q представимы в виде полиномов от диа-
метра. После такой проверки, проведённой на всём множестве оптималь-
ных семейств из датасета (общим числом свыше 2000 семейств), осталось
1791 семейств, параметры L-образных шаблонов которых удовлетворяют
системе сравнений (1) для диаметров из соответствующих областей суще-
ствования семейств. Таким образом, для всех этих семейств наблюдает-
ся масштабируемость параметров L-образных шаблонов при увеличения
диаметра. Все оптимальные семейства, прошедшие проверку на выпол-
нение (1), даны в соответствующем разделе датасета. Ниже приведён
фрагмент множества таких семейств, существующих для любого диа-
метра d > dm, для которых соответственно P = 1. Для представленных
семейств список содержит значения dm, P = 1, полиномы для N и s2,
коэффициенты при степенях d для параметров a, b, p, q.

Фрагмент датасета оптимальных семейств с аналитическим описани-
ем и масштабируемыми параметрами L-образных шаблонов в формате
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{dm, P, {N, s2}, {{a1, a0}, {b1, b0}, {p1, p0}, {q1, q0}}}:
{3, 1, {2d2 ,−1 + 2d}, {{2,−1}, {1, 1}, {1,−1}, {0, 1}}},
{3, 1, {2d2, 1 + 2d}, {{1, 0}, {3,−1}, {1,−1}, {1, 0}}},

{8, 1, {−13 + 2d2,−5 + 2d}, {{2,−5}, {1, 3}, {1,−2}, {0, 1}}},
{8, 1, {−13 + 2d2, 5 + 2d}, {{1, 3}, {2,−5}, {0, 1}, {1,−2}}},
{7, 1, {−12 + 2d2,−5 + 2d}, {{2,−5}, {1, 3}, {1,−3}, {0, 1}}},
{7, 1, {−12 + 2d2, 5 + 2d}, {{1, 2}, {3,−7}, {1, 1}, {1,−2}}},
{7, 1, {−11 + 2d2,−5 + 2d}, {{2,−5}, {1, 3}, {1,−4}, {0, 1}}},
{7, 1, {−11 + 2d2, 5 + 2d}, {{1, 1}, {3,−7}, {1,−2}, {1,−2}}},
{4, 1, {−5 + 2d2,−3 + 2d}, {{2,−3}, {1, 2}, {1,−1}, {0, 1}}},
{4, 1, {−5 + 2d2, 3 + 2d}, {{1, 2}, {2,−3}, {0, 1}, {1,−1}}},
{4, 1, {−4 + 2d2,−3 + 2d}, {{2,−3}, {1, 2}, {1,−2}, {0, 1}}},
{3, 1, {1 + 2d2,−1 + 2d}, {{2,−1}, {1, 1}, {1,−2}, {0, 1}}},
{3, 1, {1 + 2d2, 1 + 2d}, {{2, 1}, {1, 0}, {1,−1}, {0, 1}}},

{3, 1, {2 − 2d+ 2d2,−1 + 2d}, {{2,−1}, {1, 0}, {1,−2}, {0, 1}}},
{3, 1, {3 − 2d+ 2d2,−1 + 2d}, {{2,−1}, {1, 0}, {1,−3}, {0, 1}}},
{11, 1, {−9 − d+ 2d2, 4 + 2d}, {{1, 1}, {3,−7}, {1,−1}, {1,−2}}},
{10, 1, {−8 − d+ 2d2, 4 + 2d}, {{1, 0}, {3,−7}, {1,−4}, {1,−2}}},
{9, 1, {−31 + 2d+ 2d2, 9 + 2d}, {{1, 4}, {3,−10}, {1, 3}, {1,−3}}},
{5, 1, {−17 + 2d+ 2d2,−5 + 2d}, {{2,−5}, {1, 4}, {1,−3}, {0, 1}}},
{5, 1, {−17 + 2d+ 2d2, 7 + 2d}, {{1, 3}, {3,−7}, {1, 2}, {1,−2}}},
{4, 1, {−7 + 2d+ 2d2,−3 + 2d}, {{2,−3}, {1, 3}, {1,−2}, {0, 1}}},
{4, 1, {−7 + 2d+ 2d2, 5 + 2d}, {{1, 2}, {3,−4}, {1, 1}, {1,−1}}},
{3, 1, {−1 + 2d+ 2d2,−1 + 2d}, {{2,−1}, {1, 2}, {1,−1}, {0, 1}}},
{3, 1, {−1 + 2d+ 2d2, 3 + 2d}, {{1, 1}, {3,−1}, {1, 0}, {1, 0}}},
{2, 1, {1 + 2d+ 2d2, 1 + 2d}, {{2, 1}, {1, 1}, {1, 0}, {0, 1}}}.

Таким образом, определив при малых значениях d1 = dm и d2 = d1+P
значения a, b, p, q по алгоритму [16], получаем формулы (4) для них,
справедливые при любых возможных диаметрах d для графов оптималь-
ных семейств. По найденным формулам можно теперь аналитически
определить искомые параметры для больших значений N, тем самым
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сократив сложность решения проблемы определения параметров L-об-
разных шаблонов до O(1).

3. Описание алгоритма маршрутизации

В силу симметрии циркулянтов кратчайший путь из вершины i в вер-
шину j равен кратчайшему пути из 0 в вершину (j − i) mod N, поэтому
при поиске кратчайших путей между двумя вершинами достаточно ре-
шить задачу поиска кратчайших путей из 0 во все вершины циркулянта.
Отметим, что алгоритмы маршрутизации из [9, 12–15] используют поиск
кратчайших путей в циркулянтном графе путём минимизации длин пу-
тей «источник — приёмник» через применение координат пяти, семи или
девяти соседних нулей в плотной укладке графа на плоскости и опреде-
лении кратчайшего пути к вершине как минимума расстояния от этих
нулей к заданной вершине. Основная проблема состоит в определении
координат используемых в алгоритме соседних нулей. Пусть это будут
нули (0, 0), (u, v), (−a0, b0), (−u,−v) и (a0,−b0).

Ниже приведён текст алгоритма маршрутизации (алгоритм 1). За-
пись типа a1 + b1[s2] означает, что путь из 0 в вершину i содержит a1
шагов по образующей s1 = 1 плюс b1 шагов по образующей s2. Знаки a1
и b1 определяют направление движения по образующей (+) или против
образующей (−).

Алгоритм 1. Вычисление кратчайшего пути из вершины 0 в любую
другую вершину графа семейства

Вход: параметры N, s2, a, b, p, q, u = a− p, v = b− q, номер вершины-
приёмника i ∈ {1, 2, . . . , N − 1}.

Выход: кратчайший путь P ′ из вершины 0 в вершину i.
1: if u > v then a0 := p, b0 := b;
2: else a0 := a, b0 := q;

3: (a1, b1) := (i, 0) − round
Å

1
N (i, 0)

Å
b0 −v
a0 u

ããÅ
u v

−a0 b0

ã
;

4: P1 = a1 + b1[s2], P2 = a1 − u+ (b1 − v)[s2], P3 = a1 + a0 + (b1 − b0)[s2],
P4 = a1 + u+ (b1 + v)[s2], P5 = a1 − a0 + (b1 + b0)[s2];

5: return P ′ = min{P1, P2, P3, P4, P5};

Предварительный этап настройки алгоритма 1 для графов оптималь-
ного семейства C(N(d); 1, s2(d)), где d удовлетворяет (2), заключается
в следующем: по формулам (4) определяются параметры a(d), b(d), p(d),
q(d) L-образного шаблона для графов семейства. Решением сравнения
x + s2(d)y ≡ 1 (mod N) в этом случае будет пара (x, y) = (1, 0). Этот
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предварительный этап делается только один раз после формирования
топологии системы в виде графа C(N ; 1, s2).

Таким образом, при использовании семейств оптимальных циркулян-
тов C(N ; 1, s2) в качестве подсистемы связей сетей на кристалле вклю-
чение в описание семейства четырёх заранее определённых параметров
L-образного шаблона создаёт основу для конструирования масштабиру-
емых по числу элементов больших многоуровневых систем с унификаци-
ей по диаметру эффективных алгоритмов маршрутизации константной
сложности.

4. Экспериментальные результаты

Предложенный алгоритм маршрутизации (расчёта кратчайшего пути
из источника сообщения в его приёмник) реализован в системе Wolfram
Mathematica и проверен сравнением с алгоритмом Дейкстры на множе-
стве оптимальных циркулянтов вида C(N ; 1, s2), 1 < s2 < N/2, 6 6

N 6 500, при этом образующая s2 пробегает все возможные оптималь-
ные значения для данного N из полученного датасета. В силу симмет-
рии циркулянтов в качестве источников сообщений взяты нулевые вер-
шины графов. В качестве приёмников рассмотрены все вершины i ∈

T × 10
–5

Рис. 5. Время работы алгоритмов маршрутизации
на графах семейства из леммы 1
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T × 10
–6

Рис. 6. Время работы алгоритмов маршрутизации
на графах семейства из леммы 3

{1, 2, . . . , N − 1}. Проверена работа алгоритма маршрутизации для всех
оптимальных семейств из датасета.

Для графов оптимальных семейств из лемм 1–5 проведено сравнение
работы нового алгоритма маршрутизации с алгоритмом из [14].

На рис. 5 и 6 показаны средние оценки времени T (в секундах) ра-
боты алгоритма 1 и алгоритма из [14], полученные для двух различ-
ных семейств оптимальных графов. Здесь d— диаметр графов, источник
сообщений — нулевая вершина, приёмники — все вершины графа. Точки
на графиках обозначены кружками (алгоритм 1) и квадратами (алго-
ритм [14]). Отметим, что новый алгоритм маршрутизации даёт затраты
времени для расчёта кратчайших путей лучшие, чем у алгоритма из [14],
в среднем от 10 до 50 процентов за счёт меньшего числа операций на ша-
гах 1–2 алгоритма. Кроме того, он может работать на всех семействах
оптимальных двумерных циркулянтов вида C(N ; 1, s2) в отличие от ал-
горитмов из [9, 12, 13], реализованных для отдельных семейств опти-
мальных графов.

Заключение

В настоящей работе предложен комплексный подход к кодизайну то-
пологий и алгоритмов маршрутизации для множества семейств опти-
мальных по диаметру неориентированных циркулянтных сетей степени
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четыре. Получен новый эффективный алгоритм вычисления кратчай-
ших путей в оптимальных циркулянтах степени четыре, который явля-
ется модификацией алгоритма маршрутизации константной временной
сложности, предложенного в [14], но в отличие от последнего использует
меньшее число операций при расчёте кратчайшего пути. Кроме того,
найденные аналитические формулы для расчёта масштабируемых па-
раметров L-образных шаблонов для графов оптимальных семейств со-
кращают время предварительной настройки алгоритма маршрутизации
с O(logN) до O(1). По сравнению с рядом других алгоритмов поиска
кратчайших путей, использующих плотную укладку графов на плос-
кости, данный алгоритм использует минимально возможное количество
(пять) соседних нулей и меньшее число операций для расчёта минималь-
ного пути из источника в приёмник. Проведённое сравнение с алгорит-
мом маршрутизации из [14], показало эффективность нового алгоритма
от 10 до 50 процентов в зависимости от топологии семейств. В дальней-
шем представляет интерес моделирование полученного алгоритма марш-
рутизации и его прототипирование для подсистем связи в сетях на кри-
сталле.
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A SCALABLE APPROACH TO CO-DESIGN OF TOPOLOGIES
AND ROUTING ALGORITHMS FOR FAMILIES OF OPTIMAL

DEGREE-FOUR CIRCULANT NETWORKS
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6 Acad. Lavrentyev Avenue, 630090 Novosibirsk, Russia
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Abstract. This paper presents a new approach to the joint construc-
tion of topologies for diameter-optimal circulant networks C(N ; 1, s2)
and optimal routing algorithms of complexity O(1) implemented for
them. New routing algorithms are based on the use of scalable param-
eters of L-shaped patterns in a dense packing of graphs on the plane
for families of optimal networks. The scalability of the parameters of
L-shaped patterns for a set of families of optimal networks C(N ; 1, s2)
is shown. We obtain analytical formulas for the dependence of these
parameters on the graph diameter, reducing the time for setting up
the routing algorithm at the preliminary stage from O(logN) to O(1).
A comparison of the new routing algorithm with the optimal one known
in the literature demonstrates its greater efficiency, on average, by more
than 10% in terms of routing time in families of optimal graphs. Due to
their good scalability and ease of routing, optimal degree-four circulant
networks are of interest as efficient and reliable communication networks
for networks-on-chip, multiprocessor supercomputer systems, telecom-
munications network structures, and neural communication networks.
Tab. 1, illustr. 6, bibliogr. 20.

Keywords: undirected circulant network, optimal routing algorithm,
family of optimal circulant networks, diameter, dense packing of graphs
on a plane.
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