
ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ
И ИССЛЕДОВАНИЕ

ОПЕРАЦИЙ

№ 4Том 32       2025

Новосибирск
Издательство Института математики

ISSN 2949-5598



ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ
Октябрь–декабрь 2025. Т. 32, № 4. С. 146–171

УДК 519.71 DOI: 10.33048/daio.2025.32.838

О СЛОЖНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ СИСТЕМЫ ИЗ ТРЁХ
МОНОМОВ СХЕМАМИ КОМПОЗИЦИИ

С. А. Корнеев 1, 2

1 Московский гос. университет им. М. В. Ломоносова,
Ленинские горы, 1, 119991 Москва, Россия

2 Московский центр фундаментальной и прикладной математики,
Ленинские горы, 1, 119991 Москва, Россия

E-mail: korneev.sa.42@gmail.com

Аннотация. Исследуется сложность реализации систем мономов
схемами композиции. Под сложностью в этой модели понимается
минимальное число операций, необходимое для вычисления систе-
мы мономов по переменным, при этом допускается многократное
использование результатов промежуточных вычислений. Основные
результаты данной работы: для произвольной системы из трёх мо-
номов без нулевых степеней установлена асимптотика сложности
их совместной реализации схемами композиции; для произвольной
системы из трёх мономов от трёх переменных без нулевых степе-
ней установлена формула, выражающая сложность их совместной
реализации схемами композиции с точностью до единицы. Табл. 1,
библиогр. 21.

Ключевые слова: схема композиции, схема из функциональных
элементов, система мономов, вычислительная сложность, сложность
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В работе исследуется сложность (величина, равная минимальному
числу операций) совместной реализации трёх мономов схемами компо-
зиции. Схемы композиции представляют собой вычислительную модель,
в которой разрешено многократное применение результатов промежуточ-
ных вычислений, а в качестве единственной операции используется опе-
рация композиции двух мономов, предложенная А. И. Ширшовым [1].
Эта вычислительная модель исследовалась, например, в [2–8]. В данной
работе получена формула, устанавливающая сложность реализации си-
стемы из трёх мономов от q переменных без нулевых степеней с точно-
стью до слагаемого порядка q. Также для сложности реализации системы
из трёх мономов от трёх переменных без нулевых степеней удалось полу-
чить верхнюю и нижнюю оценки, отличающиеся не более чем на единицу.
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Введём основные определения, связанные со схемами композиции.
Мономом над множеством переменных X = {x1, x2, . . . , xq} будем на-

зывать выражение вида xa11 xa22 · · · x
aq
q , где a1, a2, . . . , aq — целые неотрица-

тельные числа, причём a1+a2+· · ·+aq > 0. Если a1+a2+· · ·+aq = 0, то мо-
ном будем называть нулевым (с нулевым набором степеней) и обозначать
символом 1. В дальнейшем будем рассматривать мономы над фиксиро-
ванным множеством переменных X = {x1, x2, . . . , xq}. Будем говорить,
что моном U1 содержится в мономе U2 (или что моном U2 содержит
моном U1) и использовать обозначение U1 6 U2, если все показатели сте-
пеней монома U1 не превосходят соответствующих показателей степеней
монома U2. Если же это условие не выполнено, то будем говорить, что мо-
ном U1 не содержится в мономе U2 (моном U2 не содержит моном U1)
и использовать обозначение U1 66 U2.

Следуя [1] (см. также [2, 5]), определим понятие композиции мономов.
Если для мономов

U = xa111 xa122 · · · x
a1q
q , V = xa211 xa222 · · · xa2qq , R = xb11 xb22 · · · x

bq
q

(возможно, R = 1) выполнены условия R 6 U и R 6 V, то моном

(U, V )R =
UV

R
= xa11+a21−b1

1 xa12+a22−b2
2 · · · xa1q+a2q−bq

q

называется композицией мономов U и V относительно монома R. Отме-
тим, что операция умножения мономов является частным случаем опера-
ции композиции, в этом случае R — нулевой моном. В дальнейшем будем
считать, что применение операции композиции подразумевает выполне-
ние условий R 6 U и R 6 V.

Схемой композиции над системой мономов M = {U1, . . . , Ur} будем
называть такую последовательность мономов

(U1, . . . , Ur, Ur+1, . . . , Ur+n), (1)

что для любого k = r+1, . . . , r+ n найдутся такие натуральные числа s
и t и такой моном Rk (возможно, нулевой), что s < k, t < k и

Uk = (Us, Ut)Rk
. (2)

Равенство (2) будем называть правилом вычисления монома Uk.
Если из контекста понятно, над какой системой мономов рассматрива-

ется схема композиции, или если это не имеет значения, то вместо «схема
композиции над системой мономов» будем говорить «схема композиции»
или просто «схема». Также отметим, что для монома из схемы компози-
ции, вообще говоря, может существовать несколько разных правил вы-
числения. В дальнейшем, рассматривая любую схему композиции, будем
считать, что соответствующий ей набор правил вычисления зафиксиро-
ван.
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Если S — схема композиции вида (1), то под сложностью lSh(S) схе-
мы композиции S будем понимать число n. Будем говорить, что схема
композиции S реализует моном U , если U ∈ S. Аналогично будем го-
ворить, что схема композиции S реализует систему мономов M , если
для каждого монома U из системы M выполнено условие U ∈ S. Проще
говоря, сложность схемы — это число мономов в ней, не считая мономов
исходной системы, и схема реализует те мономы, которые она содержит.

Пусть M и M0 — системы мономов. Следуя [2], положим lSh(M) =
min lSh(S), где минимум берётся по всем схемам композиции, реализу-
ющим систему M над множеством переменных {x1, . . . , xq}. Величину
lSh(M) будем называть сложностью реализации системы мономов M
схемами композиции. Аналогично величину lSh(M |M0), определяемую
равенством lSh(M |M0) = min lSh(S), где минимум берётся по всем схе-
мам композиции, реализующим систему мономов M над системой моно-
мов M0, будем называть сложностью реализации системы мономов M
над системой мономов M0 схемами композиции. Если выполнено усло-
вие lSh(S) = lSh(M |M0), то схему S будем называть минимальной схе-
мой композиции (реализующей систему мономов M над системой моно-
мов M0). Заметим, что минимальная схема композиции не может содер-
жать двух одинаковых элементов.

Для схемы (1) мономы Ur+1, . . . , Ur+n будем называть существенны-
ми, так как только они учитываются при подсчёте сложности схемы.

Заметим, что любой матрице из целых неотрицательных чисел можно
поставить в соответствие систему мономов, в которой мономы соответ-
ствуют строкам матрицы, а переменные — столбцам, при этом элемент
на пересечении i-й строки и j-го столбца равен степени j-й переменной
в i-м мономе. Так, матрице

A =

á
a11 a12 . . . a1q
a21 a22 . . . a2q
...

... . . .
...

ap1 ap2 . . . apq

ë

будет соответствовать система мономов

MA =
{
xa111 xa122 · · · xa1qq , xa211 xa222 · · · xa2qq , . . . , x

ap1
1 x

ap2
2 · · · xapqq

}
.

Сложностью lSh(A) реализации матрицы A будем называть сложность
реализации соответствующей этой матрице системы мономов MA. Таким
образом, если матрице A соответствует система мономов MA, то lSh(A) =
lSh(MA). В дальнейшем будем иногда допускать «вольные» конструк-
ции типа «сложность реализации матрицы над системой мономов» и со-
ответствующие обозначения. Рассматривая системы из одного монома,
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в соответствующих обозначениях будем опускать скобки и писать, на-
пример, lSh(U |V ) вместо lSh({U} | {V }). Далее, говоря об асимптотике
сложности реализации матриц, будем подразумевать выполнение усло-
вия

∑
aij →∞.

Схемы композиции также можно определить как схемы из двухвхо-
довых функциональных элементов (см., например, [9–11]), реализующих
композицию мономов. При таком подходе каждый элемент вычисляет
композицию двух мономов относительно некоторого монома R (возмож-
но, нулевого, и, вообще говоря, своего для каждого элемента). Так как
моном R существенно влияет на результат вычисления, функциональ-
ные элементы с разными мономами R считаются разными. Таким об-
разом, рассматривая схемы композиции как схемы из функциональных
элементов, мы, вообще говоря, рассматриваем схемы в бесконечном бази-
се. Кроме того, считается, что схема реализует все мономы, вычисляемые
на выходах элементов, а также подаваемые на входы; другими словами,
каждая вершина схемы считается её выходом.

Задача об исследовании различных свойств известной в алгебре опе-
рации композиции возникает естественным образом. В частности, само-
стоятельный интерес представляет изучение соответствующей вычисли-
тельной модели, так как она обладает различными интересными свой-
ствами (см., например, [5, 8]). Заметим, что операция композиции яв-
ляется обобщением операции умножения: операция умножения является
частным случаем операции композиции при R = 1. Тем самым имеет
смысл сравнивать схемы композиции со схемами умножения, а также
с другими вычислительными моделями (см., например, [12–14]). Важным
достижением, полученным в этом направлении исследований, является
перенос результата об асимптотике одной функции шенноновского типа
из модели схем композиции на модель схем умножения [7]. В контексте
данной статьи также важно отметить, что для схем умножения извест-
ны результаты об асимптотике сложности реализации матрицы размера
p × 2 [15], 2 × q (аналогичный результат, вытекающий из предыдущего
на основе принципа двойственности, см., например, [16–18]) и 3 × 3 [19]
(см. также [20]); вместе с тем асимптотика сложности реализации матри-
цы размера 3 × q пока неизвестна. Кроме того, во всех трёх указанных
случаях, как и для матриц меньших размеров, асимптотика сложности
имеет вид log2 D(A), где D(A)— максимум абсолютных величин миноров
матрицы A, но уже для матрицы размера 4×4 известен пример [21] после-
довательности матриц, для которой асимптотика сложности имеет вид
4
3 log2 D(A), поэтому неудивительно, что для матриц большего размера
пока не удалось сформулировать правдоподобную гипотезу об асимпто-
тике сложности их реализации. Таким образом, при увеличении размера
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матриц трудность получения соответствующих результатов значительно
возрастает. Это замечание справедливо и для модели схем композиции.

Введём несколько обозначений, которые будут использоваться в даль-
нейшем.

Если задана матрица A = (aij) размера p× q, то положим

ti(A) = ⌈log max
16k6q

aik⌉, tij(A) =

°
log max

16k6q

aik
ajk

§
.

Если из контекста ясно, из какой матрицы берутся коэффициенты, то бу-
дем для краткости писать просто ti, tij .

Для произвольных мономов

U1 = xa111 xa122 · · · x
a1q
q ,

U2 = xa211 xa222 · · · x
a2q
q ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Up = x
ap1
1 x

ap2
2 · · · xapqq

введём обозначения

Umax(U1, U2, . . . , Up) = xmax ak1
1 xmax ak2

2 · · · xmax akq
q ,

Umin(U1, U2, . . . , Up) = xminak1
1 xmin ak2

2 · · · xmin akq
q ,

где максимумы и минимумы берутся по всем k = 1, 2, . . . , p. Если данная
система мономов {U1, U2, . . . , Up} обозначена через M, то будем также
использовать обозначения

Umax(M) = Umax(U1, U2, . . . , Up), Umin(M) = Umin(U1, U2, . . . , Up).

Сделаем ещё одно замечание, касающееся интерпретации используе-
мых обозначений. Если задана некоторая последовательность мономов S,
то можно рассматривать её по крайней мере в трёх разных контекстах.

1. Можно рассматривать последовательность мономов S просто как
последовательность мономов. Здесь важно, что мономы идут в опреде-
лённом порядке. При выделении подпоследовательности будем считать,
что этот порядок сохраняется.

2. Можно рассматривать последовательность мономов S как схему
над некоторой системой мономов M. При этом должен существовать со-
ответствующий набор правил вычисления. Заметим, что сложность схе-
мы S зависит от выбора системы мономов M. Таким образом, одной
и той же последовательности мономов может соответствовать несколько
схем разной сложности.

3. Можно рассматривать последовательность мономов S как систе-
му мономов (множество, состоящее из элементов последовательности).
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Здесь порядок мономов не важен, но важно, что мы можем говорить о схе-
мах над системой мономов S и определять мономы Umax(S) и Umin(S).

Для доказательства основной теоремы потребуется ряд вспомогатель-
ных утверждений.

Первая лемма очевидна. По сути, она говорит о возможности синтеза
схемы из двух (или нескольких) частей.

Лемма 1. Если существуют схемы, реализующие систему мономов M1

над системой мономов M0 и систему мономов M над системой моно-

мов M1, то

lSh(M |M0) 6 lSh(M1 |M0) + lSh(M |M1).

В следующей лемме, доказанной в работе [6], сформулированы необ-
ходимые и достаточные условия существования правила вычисления.

Лемма 2. Для мономов U, U1 и U2 совокупность условий

U1 6 U, U2 6 U, U 6 U1U2

выполняется тогда и только тогда, когда найдётся моном U3 (возможно,

нулевой) такой, что U = (U1, U2)U3 .

Следующие две леммы устанавливают сложность реализации моно-
ма над мономом и монома над системой его переменных соответственно.
Лемма 4 доказана в [2]. Доказательство леммы 3, а также другое дока-
зательство леммы 4, можно найти в [6].

Лемма 3. Пусть мономы U = xa11 xa22 · · · x
aq
q и V = xb11 xb22 · · · x

bq
q удо-

влетворяют условиям ak > bk > 0, k = 1, . . . , q. Тогда

lSh(U |V ) =

°
log max

16k6q

ak
bk

§
.

Лемма 4. Для монома U = xa11 · · · x
aq
q справедливо равенство

lSh(U) = ⌈log max
16k6q

ak⌉+ q − 1.

Следующая лемма позволяет заменять систему мономов одним мо-
номом, что в некоторых случаях существенно упрощает доказательство
нижних оценок сложности.

Лемма 5. Пусть существует схема, реализующая систему мономов M
над системой мономов M0 = {U0, U1, U2, . . . , Uq}, моном U0 содержится

в каждом из мономов системы M, а каждый моном системы M0 содер-

жится в мономе U0. Тогда lSh(M |M0) = lSh(M |U0).

Доказательство. Неравенство lSh(M |M0) 6 lSh(M |U0) очевидно.
Докажем обратное неравенство.
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Пусть S — минимальная схема, реализующая систему мономов M над
системой мономов M0. Заменим каждый моном U в схеме S мономом
U ′ = Umax(U,U0) и удалим из полученной последовательности все мо-
номы U0, кроме первого. Полученную в результате последовательность
мономов обозначим через S′.

Докажем, что последовательность S′ образует схему, реализующую
систему мономов M над мономом U0. Ясно, что она начинается с моно-
ма U0. Моном U0 содержится в каждом из мономов системы M, значит,
при такой замене мономы системы M не изменятся, поэтому каждый
из них входит в последовательность S′. Осталось показать, что для по-
следовательности S′ существует подходящий набор правил вычисления.
Пусть U ′ ∈ S′ \ {U0} и правило вычисления для монома U (из которо-
го был получен моном U ′) в схеме S имеет вид U = (U1, U2)U3 . Тогда
по лемме 2 выполнены условия U1 6 U, U2 6 U и U 6 U1U2. Легко
проверить, что тогда U ′

1 6 U ′, U ′
2 6 U ′ и U ′ 6 U ′

1U
′
2. Снова применяя

лемму 2, получаем, что существует такой моном U ′
3 (возможно, нулевой),

что U ′ = (U ′
1, U

′
2)U ′

3
. Таким образом, последовательность S′ действитель-

но образует схему, реализующую систему мономов M над мономом U0.
Нетрудно заметить, что lSh(S

′) > lSh(S). Отсюда получаем

lSh(M |M0) = lSh(S) = lSh(S
′) > lSh(M |U0),

что и требовалось. Лемма 5 доказана.

Для доказательства основной теоремы будет использоваться лишь
один частный случай леммы 5. Сформулируем соответствующее утвер-
ждение отдельно.

Лемма 6. Пусть существует схема, реализующая моном U над систе-

мой мономов M0, причём каждый моном системы M0 содержится в мо-

номе U. Тогда

lSh(U |M0) > lSh(U |Umax(M0)).

Доказательство. Из условия следует, что моном Umax(M0) содер-
жится в мономе U. Также очевидно, что каждый моном системы M0

содержится в мономе Umax(M0). Отсюда, применяя лемму 5, получаем

lSh(U |M0) > lSh(U |M0 ∪ {Umax(M0)}) = lSh(U |Umax(M0)),

что и требовалось. Лемма 6 доказана.

Следующая лемма устанавливает верхнюю и нижнюю оценки слож-
ности реализации монома над системой мономов.

Лемма 7. Пусть матрице A = (aij) размера p × q, не содержащей

нулевых столбцов, соответствует система мономов M = {U1, U2, . . . , Up},
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каждый моном которой содержится в мономе U0 = xa11 xa22 · · · x
aq
q . Тогда

lSh(U0 |M) 6

°
log max

16k6q

ak
max (a1k, a2k, . . . aqk)

§
+min (p, q)− 1,

lSh(U0 |M) >

°
log max

16k6q

ak
max (a1k, a2k, . . . aqk)

§
.

Доказательство. Верхняя оценка. Для каждого j = 1, 2, . . . , q
выберем из системы M моном с наибольшим показателем переменной xj
и обозначим через M0 систему, состоящую из всех таких мономов. Яс-
но, что число мономов в этой системе не превосходит min (p, q). Пусть
M0 = {V1, V2, . . . , Vn}, и пусть этой системе мономов соответствует мат-
рица B = (bij). Положим V0 = Umin(V1 · V2 · · · · · Vn, U0). Тогда каждый
моном из системы M не превосходит монома V0, который, в свою очередь,
не превосходит монома U0. Легко видеть, что lSh(V0 |M0) 6 n− 1.

Если U0 = V0, то логарифм в формулировке леммы равен нулю. Тогда

lSh(U0 |M) = lSh(V0 |M) 6 n− 1 6 min (p, q)− 1,

что и требовалось.
Если же U0 6= V0, то, используя леммы 1 и 3, получаем

lSh(U0 |M) 6 lSh(U0 |M0) 6 lSh(U0 |V0) + lSh(V0 |M0) 6

6

°
log max

16k6q

ak
min (b1k + b2k + · · ·+ bnk, ak)

§
+ n− 1 6

6

°
log max

16k6q

ak
min (max (b1k, b2k, . . . , bnk), ak)

§
+min (p, q)− 1 =

=

°
log max

16k6q

ak
max (a1k, a2k, . . . , apk)

§
+min (p, q)− 1,

что и требовалось.

Нижняя оценка. Положим V0 = Umax(U1, U2, . . . Up). Тогда каждый
моном из системы M не превосходит монома V0, который, в свою очередь,
не превосходит монома U0. Используя леммы 3 и 5, получаем

lSh(U0 |M) > lSh(U0 |M ∪ {V0}) =

= lSh(U0 |V0) =

°
log max

16k6q

ak
max (a1k, a2k, . . . , aqk)

§
,

что и требовалось. Лемма 7 доказана.

Следующие две леммы основные — они устанавливают соответственно
верхнюю и нижнюю оценки сложности реализации системы из трёх моно-
мов без нулевых степеней над мономом, состоящим из всех переменных.
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Введём несколько дополнительных обозначений. Во-первых, для матри-
цы A = (aij) положим

Xijk = 2max (ti−max (tij ,tik), tj−max (tji,tjk)),

Yijk = 2max (tij ,tik,0)−max (tik ,0),

dijkl = min (ail, ajlYijk, akl,XijkYijk).

Во-вторых, обобщим обозначения ti и tij следующим образом с учётом
добавления вспомогательного монома U0 = xa011 xa022 · · · xa0qq :

t0(A) = ⌈log max
16k6q

a0k⌉, ti0(A) =

°
log max

16k6q

aik
a0k

§
, i = 1, 2, 3.

Лемма 8. Пусть A = (aij)— матрица размера 3× q из натуральных

чисел. Тогда

lSh(A |x1x2 · · · xq) 6 max
(i1,i2,i3)∈S3

Å
ti1 + ti2i1 +

+

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

+ 1.

Доказательство. Пусть {U1, U2, U3}— соответствующая матрице A
система мономов. Сначала докажем вспомогательное неравенство

ti − tij 6 tj, i, j = 1, 2, 3, i 6= j. (3)

Пусть максимум в выражении для ti достигается при k = s, т. е.

ti = ⌈log max
16k6q

aik⌉ = ⌈log ais⌉.

Тогда, используя неравенство ⌈x⌉ − ⌈y⌉ 6 ⌈x− y⌉, получаем

ti− tij = ⌈log ais⌉−
°
log max

16k6q

aik
ajk

§
6 ⌈log ais⌉−

°
log

ais
ajs

§
6 ⌈log ajs⌉ 6 tj .

Неравенство (3) доказано.
Так как порядок строк матрицы никак не влияет на сложность её

реализации, без ограничения общности будем считать, что выполнено
условие

t1 − t12 = min
i,j=1,2,3,

i 6=j

(ti − tij). (4)

Тогда из (3) и (4) получаем

t12 > t1 − (t2 − t21) > 0. (5)

Положим

a0k = min (a1k, a2k, a3k, 2
t2−max (t21,t23)), U0 = xa011 xa022 · · · x

a0q
q ,
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b1k = min (a0k · 2t10−max (t13,0), a1k, a3k), V1 = xb111 xb122 · · · x
b1q
q ,

b2k = min (a0k · 2t20−max (t23,0), a2k, a3k), V2 = xb211 xb222 · · · x
b2q
q ,

k = 1, 2, . . . , q.

Нетрудно заметить, что для мономов U1, U2, U3, U0, V1, V2 выполнены
условия U0 6 V1, U0 6 V2, V1 6 U1, V2 6 U2, V1 6 U3, V2 6 U3. Из этих
неравенств и отсутствия нулевых степеней во всех рассматриваемых мо-
номах следует существование соответствующих схем. Отсюда, применяя
лемму 1, получаем неравенство

lSh(A |x1x2 · · · xq) 6 lSh(U0 |x1x2 · · · xq) + lSh(V1 |U0) +

+ lSh(U1 |V1) + lSh(V2 |U0) + lSh(U2 |V2) + lSh(U3 | {V1, V2}). (6)

Обозначим через Σ сумму первых пяти слагаемых в этой формуле. Тогда

lSh(A |x1x2 · · · xq) 6 Σ+ lSh(U3 | {V1, V2}). (7)

Используя лемму 3, будем оценивать сверху величину Σ. Для первого
слагаемого получаем

lSh(U0 |x1x2 · · · xq) = ⌈log max
16k6q

a0k⌉ 6

6 ⌈log max
16k6q

min (a2k, 2
t2−max (t21,t23))⌉ 6 ⌈log min (2t2 , 2t2−max (t21,t23))⌉ =

= ⌈log 2min (t2, t2−max (t21,t23))⌉ = t2 −max (t21, t23, 0). (8)

Для второго и третьего слагаемых имеем

lSh(V1 |U0) + lSh(U1 |V1) =

=

°
log max

16k6q

b1k
a0k

§
+

°
log max

16k6q

a1k
b1k

§
6

°
log max

16k6q

a0k · 2t10−max (t13,0)

a0k

§
+

+

°
log max

16k6q
max

Å
a1k
a0k
· 2−(t10−max (t13,0)),

a1k
a1k

,
a1k
a3k

ã§
=

= (t10 −max (t13, 0)) + max (t13, 0) = t10. (9)

Для четвёртого и пятого слагаемых аналогично

lSh(V2 |U0) + lSh(U2 |V2) 6 t20. (10)

Используя неравенства (4) и (5), для t10 имеем

t10 =

°
log max

16k6q

a1k
a0k

§
=

=

°
log max

16k6q
max

Å
a1k
a1k

,
a1k
a2k

,
a1k
a3k

,
a1k

2t2−max (t21,t23)

ã§
=
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= max (0, t12, t13, t1 − (t2 −max (t21, t23))) = max (t12, t13, 0) = t12. (11)

Далее, для t20 получаем

t20 =

°
log max

16k6q

a2k
a0k

§
=

=

°
log max

16k6q
max

Å
a2k
a1k

,
a2k
a2k

,
a2k
a3k

,
a2k

2t2−max (t21,t23)

ã§
=

= max (t21, 0, t23, t2 − (t2 −max (t21, t23))) = max (t21, t23, 0). (12)

С помощью (8)–(12) приходим к оценке

Σ 6 (t2 −max (t21, t23, 0)) + t12 +max (t21, t23, 0) = t2 + t12. (13)

Осталось оценить величину lSh(U3 | {V1, V2}). Используя (4), (11), (12),
а также неравенства t10 > t13, t20 > t23, для b1l, b2l, l = 1, 2, . . . , q, имеем

b1l = min (a0l · 2t10−max (t13,0), a1l, a3l) =

= min (a1l · 2t10−max (t13,0), a2l · 2t10−max (t13,0), a3l · 2t10−max (t13,0),

2(t2−max (t21,t23))+(t10−max (t13,0)), a1l, a3l) =

= min (a1l, a2l · 2t10−max (t13,0), a3l, 2
(t2−max (t21,t23))+(t10−max (t13,0))) =

= min (a1l, a2l · 2t12−max (t13,0), a3l, 2
(t2−max (t21,t23))+(t12−max (t13,0))) =

= min (a1l, a2l · 2max (t12,t13,0)−max (t13,0), a3l,

2max (t1−max (t12,t13),t2−max (t21,t23))+(max (t12,t13,0)−max (t13,0))) =

= min (a1l, a2l · Y123, a3l,X123 · Y123) = d123l ,

b2l = min (a0l · 2t20−max (t23,0), a2l, a3l) =

= min (a1l · 2t20−max (t23,0), a2l · 2t20−max (t23,0), a3l · 2t20−max (t23,0),

2(t2−max (t21,t23))+(t20−max (t23,0)), a2l, a3l) =

= min (a1l · 2t20−max (t23,0), a2l, a3l, 2
(t2−max (t21,t23))+(t20−max (t23,0))) =

= min (a1l · 2max (t21,t23,0)−max (t23,0), a2l, a3l,

2max (t1−max (t12,t13),t2−max (t21,t23))+(max (t21,t23,0)−max (t23,0))) =

= min (a1l · Y213, a2l, a3l,X213 · Y213) = d213l .

Используя лемму 7, получаем

lSh(U3 | {V1, V2}) 6
°
log max

16l6q

a3l
max (b1l, b2l)

§
+ 1 6

6

°
log max

16l6q

a3l

max
(
d123l , d

21
3l

)
§
+ 1. (14)
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Наконец, подставляя (13) и (14) в (7), приходим к оценке

lSh(A |x1x2 · · · xq) 6 t2 + t12 +

°
log max

16l6q

a3l
max

(
d123l , d

21
3l

)
§
+ 1 6

6 max
(i1,i2,i3)∈S3

Å
ti1 + ti2i1 +

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

+ 1,

что и требовалось. Лемма 8 доказана.

Следующая лемма устанавливает нижнюю оценку для той же самой
величины.

Лемма 9. Пусть A = (aij)— матрица размера 3× q из натуральных

чисел. Тогда

lSh(A |x1x2 · · · xq) > max
(i1,i2,i3)∈S3

Å
max (ti1 + ti2i1 , ti2 + ti1i2) +

+

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

.

Доказательство. Пусть {U1, U2, U3}— соответствующая матрице A
система мономов. Пусть S — произвольная схема, реализующая систе-
му мономов {U1, U2, U3} над мономом x1x2 · · · xq. Выделим из схемы S
несколько подсхем в соответствии с табл. 1.

Таблица 1

〈1〉 〈2〉 〈3〉 〈4〉
S0 = {U ∈ S |

U 6 U1, U 6 U2, U 6 U3} S0 {x1x2 · · ·xq} U 6 U1, U 6 U2, U 6 U3,
U 6= x1x2 · · ·xq

S13 = {U ∈ S | U 6 U1, U 6 U3} S13 S0 U 6 U1, U 66 U2, U 6 U3

S23 = {U ∈ S | U 6 U2, U 6 U3} S23 S0 U 66 U1, U 6 U2, U 6 U3

S1 = {U ∈ S | U 6 U1} {U1} S13 U 6 U1, U 66 U3

S2 = {U ∈ S | U 6 U2} {U2} S23 U 6 U2, U 66 U3

S3 = {U ∈ S | U 6 U3} {U3} S13 ∪ S23 U 66 U1, U 66 U2, U 6 U3

Эту таблицу нужно читать построчно следующим образом. Выделим
из схемы S подпоследовательность мономов 〈1〉. Эта подпоследователь-
ность мономов образует схему, реализующую систему мономов 〈2〉 над
системой мономов 〈3〉. Любой существенный моном U этой схемы удовле-
творяет условиям 〈4〉. Напомним, что моном U называется существенным
для схемы S над системой мономов M, если U ∈ S \M, поэтому слож-
ность схемы равна числу её существенных мономов.
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Как нетрудно видеть из четвёртого столбца табл. 1, каждый суще-
ственный моном схемы S может быть существенным не более чем для
одной из схем S0, S13, S23, S1, S2, S3. Отсюда

lSh(S) > lSh(S0) + lSh(S13) + lSh(S23) + lSh(S1) + lSh(S2) + lSh(S3). (15)

Положим

U0 = xa011 xa022 · · · xa0qq = Umax(S0),

V1 = xb111 xb122 · · · x
b1q
q = Umax(S13),

V2 = xb211 xb222 · · · x
b2q
q = Umax(S23),

V3 = Umax(S13 ∪ S23) = Umax(V1, V2).

Используя леммы 3 и 6, получаем

lSh(S0) > lSh(U0 |x1x2 · · · xq),
lSh(S13) > lSh(V1 |S0) > lSh(V1 |U0),

lSh(S23) > lSh(V2 |S0) > lSh(V2 |U0),

lSh(S1) = lSh(U1 |S13) > lSh(U1 |V1),

lSh(S2) = lSh(U2 |S23) > lSh(U2 |V2),

lSh(S3) = lSh(U3 |S13 ∪ S23) > lSh(U3 |V3).

Подставляя эти неравенства в (15), имеем

lSh(S) > lSh(U0 |x1x2 · · · xq) + lSh(V1 |U0) + lSh(V2 |U0) +

+ lSh(U1 |V1) + lSh(U2 |V2) + lSh(U3 |V3).

Если считать мономы U1, U2 и U3 зафиксированными, то правую часть
последнего неравенства можно рассматривать как функцию, зависящую
от мономов U0, V1 и V2 (моном V3 однозначно определяется через моно-
мы V1 и V2). Обозначим эту функцию через Σ и будем искать её минимум.
Для краткости записи введём обозначения:

s0 = lSh(U0 |x1x2 · · · xq), s10 = lSh(V1 |U0), s20 = lSh(V2 |U0),

s1 = lSh(U1 |V1), s2 = lSh(U2 |V2), s3 = lSh(U3 |V3).

Тогда полученная оценка принимает вид

lSh(S) > Σ = s0 + s10 + s20 + s1 + s2 + s3. (16)

Опираясь на лемму 3, проведём следующее рассуждение. Если зафикси-
ровать величины s0, s10 и s20, то для показателей степеней мономов U0, V1

и V2 должны быть выполнены следующие неравенства:

a0k 6 min (2s0 , a1k, a2k, a3k),

b1k 6 min (a0k · 2s10 , a1k, a3k),
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b2k 6 min (a0k · 2s20 , a2k, a3k),
k = 1, 2, . . . , q.

При увеличении этих показателей степеней без нарушения данных нера-
венств величины s1, s2 и s3 не увеличатся. Таким образом, подход к по-
иску минимума функции Σ заключается в следующем: положим

a0k = min (2s0 , a1k, a2k, a3k),

b1k = min (a0k · 2s10 , a1k, a3k),
b2k = min (a0k · 2s20 , a2k, a3k),

k = 1, 2, . . . , q,

и будем рассматривать Σ как функцию от переменных s0, s10 и s20. Значе-
ния s′0, s

′
10 и s′20 назовём оптимальными для переменных s0, s10 и s20 со-

ответственно, если при их подстановке функция Σ принимает минималь-
ное значение. Заметим, что оптимальных значений может быть несколь-
ко, но в рамках доказательства нам достаточно найти одну тройку таких
значений. Для функции Σ и всех промежуточных функций, зависящих
от переменных s0, s10 и s20, будем использовать штрих, чтобы обозна-
чить подстановку в них оптимальных значений этих переменных. Таким
образом, Σ′ = Σ(s′0, s

′
10, s

′
20) = min

s0,s10,s20
Σ(s0, s10, s20).

Пусть значения переменных s0 и s20 зафиксированы. При каком зна-
чении переменной s10 функция Σ будет принимать минимальное значе-
ние? Положим s10 = 0 и будем последовательно увеличивать её значение
на единицу. При этом могут изменяться только слагаемые s10, s1 и s3.
Для слагаемого s1 запишем следующее выражение:

s1 = lSh(U1 |V1) =

=

°
log max

16k6q

a1k
b1k

§
=

°
log max

16k6q

a1k
min (a0k · 2s10 , a1k, a3k)

§
=

=

°
log max

16k6q
max

Å
a1k

a0k · 2s10
,
a1k
a1k

,
a1k
a3k

ã§
= max (t10 − s10, t13, 0).

Отсюда видно, что если s10 < t10 − max (t13, 0), то при увеличении зна-
чения переменной s10 на 1 слагаемое s1 уменьшится на 1, в противном
случае s10 > t10 − max (t13, 0), и при увеличении s10 на 1 слагаемое s1
не изменится. Что касается слагаемого

s3 = lSh(U3 |V3) =

°
log max

16k6q

a3k
max (b1k, b2k)

§
,
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то оно при увеличении значения переменной s10 на 1 либо не изменится,
либо уменьшится на 1. Таким образом, при увеличении значения пере-
менной s10 вплоть до t10−max (t13, 0) значение функции Σ не увеличива-
ется, а при дальнейшем её увеличении — не уменьшается. Следовательно,
формула

s′10 = t′10 −max (t13, 0)

будет доставлять оптимальное значение переменной s10 при любых фик-
сированных значениях остальных двух переменных. Отметим, что эта
формула, строго говоря, представляет функцию, которая зависит от оп-
тимального значения s′0, так как через неё определяется величина t′10.
Также из полученных формул следует, что

s′1 = max (t13, 0).

Далее, рассуждая аналогично, получаем формулы

s′20 = t20 −max (t23, 0), s′2 = max (t23, 0).

Подставляя полученное в функцию Σ, имеем

Σ′ = s′0 + (t′10 −max (t13, 0)) + (t′20 −max (t23, 0))+

+max (t13, 0) + max (t23, 0) + s′3 = s′0 + t′10 + t′20 + s′3 =

= min
s0

(s0 + t10(s0) + t20(s0) + s3(s0)). (17)

Определим оптимальное значение для переменной s0. Положим s0 = 0
и будем последовательно увеличивать её значение на единицу. Предста-
вим слагаемые суммы из (17) в более удобном для анализа виде:

t10 =

°
log max

a1k
a0k

§
=

°
log max

16k6q
max

Å
a1k
2s0

,
a1k
a1k

,
a1k
a2k

,
a1k
a3k

ã§
=

= max (t1 − s0, t12, t13, 0),

t20 =

°
log max

a2k
a0k

§
=

°
log max

16k6q
max

Å
a2k
2s0

,
a2k
a1k

,
a2k
a2k

,
a2k
a3k

ã§
=

= max (t2 − s0, t21, t23, 0),

s3 =

°
log max

16k6q

a3k
max (b1k, b2k)

§
=

=

°
log max

16k6q

a3k
max (min (a0k · 2s10 , a1k, a3k),min (a0k · 2s20 , a2k, a3k))

§
.

Отсюда видно, что ключевыми для поиска оптимального значения яв-
ляются величины t1 − max (t12, t13, 0) и t2 − max (t21, t23, 0). Обозначим
их через r1 и r2 соответственно. Что произойдёт со слагаемыми при уве-
личении значения переменной s0 на 1? Рассмотрим три случая. Если
s0 < min (r1, r2), то второе и третье слагаемое уменьшатся на 1. Если
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min (r1, r2) 6 s0 < max (r1, r2), то одно из слагаемых t10 и t20 уменьшит-
ся на 1, а второе не изменится. Наконец, если s0 > max (r1, r2), то оба
этих слагаемых не изменятся. Первое слагаемое в любом случае, оче-
видно, увеличится на 1. Что касается последнего, четвёртого слагаемого,
то нам достаточно заметить, что оно не может увеличиться и не может
уменьшиться больше чем на 1. Отсюда следует, что значение

s′0 = max (r1, r2) =

= max (t1 −max (t12, t13, 0), t2 −max (t21, t23, 0)) = logX123

будет оптимальным для переменной s0. Подставляя его в формулы, по-
лучаем

t′10 = max (t1 − s′0, t12, t13, 0) =

= max (t1 −max (t1 −max (t12, t13, 0), t2 −max (t21, t23, 0)), t12, t13, 0) =

= max (min (max (t12, t13, 0), t1 − t2 +max (t21, t23, 0)),max (t12, t13, 0)) =

= max (t12, t13, 0),

аналогично
t′20 = max (t21, t23, 0).

Отсюда

s′0 + t′10 + t′20 = max (t1 +max (t21, t23, 0), t2 +max (t12, t13, 0)). (18)

Исходя из формул (16)–(18), получаем оценку

lSh(S) > max (t1 + t21, t2 + t12) + s′3. (19)

Теперь выразим величины b′1l и b′2l, l = 1, . . . , q. Имеем

b′1l = min (a′0l · 2s
′
10 , a1l, a3l) =

= min (min (2s
′
0 , a1l, a2l, a3l) · 2s

′
10 , a1l, a3l) =

= min (2s
′
0+s′10 , a1l · 2s

′
10 , a2l · 2s

′
10 , a3l · 2s

′
10 , a1l, a3l) =

= min (a1l, a2l · 2s
′
10 , a3l, 2

s′0+s′10) =

= min (a1l, a2l · 2t
′
10−max (t13,0), a3l, 2

s′0+t′10−max (t13,0)) =

= min (a1l, a2l · 2max (t12,t13,0)−max (t13,0), a3l, 2
s′0+max (t12,t13,0)−max (t13,0)) =

= min (a1l, a2l · Y123, a3l,X123 · Y123) = d123l .

Равенство b′2l = d213l доказывается аналогично. С учётом этого получаем

s′3 =

°
log max

16k6q

a3k

max
(
d123k, d

21
3k

)
§
.
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Наконец, подставляя последнее в (19), имеем

lSh(S) > max (t1 + t21, t2 + t12) +

°
log max

16k6q

a3k

max
(
d123k, d

21
3k

)
§
.

Оценки, получаемые из этой перестановкой индексов, доказываются ана-
логично. Объединяя их все, приходим к неравенству

lSh(A |x1x2 · · · xq) > max
(i1,i2,i3)∈S3

Å
max (ti1 + ti2i1 , ti2 + ti1i2) +

+

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

,

что и требовалось. Лемма 9 доказана.

Сформулируем и докажем основную теорему.

Теорема 1. Пусть A = (aij)— матрица размера 3×q из натуральных

чисел. Тогда

lSh(A) = max
(i1,i2,i3)∈S3

Å
ti1 + ti2i1 +

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

+∆(A),

где ∆(A)— некоторая функция от матрицы A, которая может принимать

только целые неотрицательные значения не больше q.

Доказательство. Используя леммы 1, 4 и 8, получаем верхнюю
оценку

lSh(A) 6 lSh(A |x1x2 · · · xq) + lSh(x1x2 · · · xq) 6

6 max
(i1,i2,i3)∈S3

Å
ti1 + ti2i1 +

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

+ q.

С помощью леммы 9 получаем нижнюю оценку

lSh(A) > lSh(A |x1x2 · · · xq) > max
(i1,i2,i3)∈S3

Å
max (ti1 + ti2i1 , ti2 + ti1i2) +

+

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

> max
(i1,i2,i3)∈S3

Å
ti1 + ti2i1 +

+

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

.

Теорема 1 доказана.

При доказательстве теоремы мы привели нижнюю оценку к виду верх-
ней оценки. Можно действовать наоборот. В этом случае формула стано-
вится длиннее, но, во-первых, первое слагаемое будет равно сложности
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реализации соответствующей подсистемы из двух мономов над мономом
x1x2 · · · xq, а во-вторых, выражение не будет изменяться при перестанов-
ке индексов i1 и i2, что позволяет брать максимум по трём величинам,
а не по шести. Сформулируем и докажем соответствующий результат.

Утверждение 1. Пусть A = (aij)— матрица размера p × 3 из нату-

ральных чисел. Тогда

lSh(A) = max
(i1,i2,i3)∈S3,

i1<i2

Å
max (ti1 + ti2i1 , ti2 + ti1i2) +

+

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

+∆(A),

где ∆(A)— некоторая функция от матрицы A, которая может принимать

только целые неотрицательные значения не больше q.

Доказательство. Нижняя оценка сразу следует из леммы 9. Ис-
пользуя леммы 1, 4 и 8, получаем верхюю оценку

lSh(A) 6 lSh(A |x1x2 · · · xq) + lSh(x1x2 · · · xq) 6

6 max
(i1,i2,i3)∈S3

Å
ti1 + ti2i1 +

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

+ q 6

6 max
(i1,i2,i3)∈S3,

i1<i2

Å
max (ti1 + ti2i1 , ti2 + ti1i2) +

+

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

+ q.

Утверждение 1 доказано.

Отметим, что для величины lSh(A) мы использовали довольно грубую
нижнюю оценку — фактически такую же, какая была получена в лем-
ме 9 для величины lSh(A |x1x2 · · · xq). Из-за этого «зазор» между верхней
и нижней оценками увеличился. Если применять леммы 8 и 9 для оценки
величины lSh(A |x1x2 · · · xq), то получится следующий результат.

Утверждение 2. Пусть A = (aij)— матрица размера 3 × q из нату-

ральных чисел. Тогда

lSh(A |x1x2 · · · xq) =

= max
(i1,i2,i3)∈S3

Å
ti1 + ti2i1 +

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

+ δ(A),
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где δ(A) — некоторая функция от матрицы A, которая может принимать

только значения 0 и 1.

Возможно ли сохранить такой же «зазор» при переходе к величине
lSh(A), т. е. заменить ∆(A) на δ(A) в формулировке теоремы 1? Можно
обобщить этот вопрос так: является ли реализация монома, состоящего
из всех переменных, оптимальным первым шагом для реализации матри-
цы без нулей? Сформулируем гипотезу, соответствующую положительно-
му ответу на этот вопрос.

Гипотеза 1. Пусть A = (aij)— матрица размера p×q из натуральных

чисел. Тогда

lSh(A) = lSh(A |x1x2 · · · xq) + q − 1.

Известно, что эта гипотеза верна для матриц размера 2 × q (см. [6,
утверждение 4]) и p× 2 (см. [8, лемма 6]). Докажем, что она верна и для
матриц размера p× 3.

Лемма 10. Пусть A = (aij)— матрица размера p× 3 из натуральных

чисел. Тогда

lSh(A) = lSh(A |x1x2x3) + 2.

Доказательство. Верхняя оценка сразу следует из леммы 1. Дока-
жем нижнюю оценку.

Пусть M — система мономов, соответствующая матрице A, а S — ми-
нимальная схема, реализующая эту систему мономов. Рассмотрим мно-
жество мономов из схемы S, содержащих хотя бы две переменные. Для
каждого i = 1, 2, 3 выберем из этого множества моном Vi, в котором
степень при переменной xi минимальна (если таких мономов несколько,
то выберем первый из них) и обозначим эту степень через ai. Положим
V0 = xa11 xa22 xa33 и заметим, что для любого монома U из системы M вы-
полнено условие V0 6 U.

Выделим из схемы S подпоследовательность S0 = {U ∈ S | U 6 V0}.
Легко видеть, что она образует схему, реализующую систему мономов{
xa11 , xa22 , xa33

}
.

Заменим каждый моном U в схеме S мономом U ′ = Umax(U, V0). Полу-
ченная при такой замене последовательность мономов S′ образует схему,
реализующую систему мономов M над мономом V0. Действительно, лег-
ко видеть, что для любого монома U из системы M выполнено условие
U ′ = U, откуда получаем U ∈ S′. Кроме того, из условий U1 6 U, U2 6 U
и U 6 U1U2 следует выполнение условий U ′

1 6 U ′, U ′
2 6 U ′ и U ′ 6 U ′

1U
′
2,

поэтому из леммы 2 вытекает, что для последовательности мономов S′

найдётся набор правил вычисления. Отметим, что при переходе от схе-
мы S к схеме S′ число мономов не изменилось, но число существенных
мономов увеличилось на два, поэтому lSh(S

′) = lSh(S) + 2.
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Удалим из схемы S′ все повторяющиеся мономы, оставив только пер-
вый экземпляр каждого из них. Получим схему S′′, которая также реа-
лизует систему мономов M над мономом V0.

Выделим из схемы S подпоследовательность мономов S0 = {U ∈ S |
U 6 V0}. Заметим, что эта последовательность образует схему, реализу-
ющую систему мономов

{
xa11 , xa22 , xa33

}
, причём если U ∈ S0, то U ′ = V0,

поэтому схема S′ содержит хотя бы |S0| мономов V0 (здесь и далее |S0|
обозначает число мономов в схеме S0). Так как |S0| = lSh(S0) + 3, чис-
ло мономов V0, удалённых при переходе от схемы S′ к схеме S′′, будет
не меньше lSh(S0) + 2.

Чтобы оценить величину lSh(S
′′), рассмотрим три случая.

Случай 1. Если схема S0 содержит моном от трёх переменных или
два монома от двух переменных, то

lSh(S0) > lSh

({
xa11 , xa22 , xa33

})
+ 2.

Как было показано выше, число мономов V0, удалённых при переходе
от схемы S′ к схеме S′′, будет не меньше lSh(S0) + 2, поэтому

lSh(S
′′) 6 lSh(S

′)− (lSh(S0) + 2) 6 lSh(S
′)− lSh

({
xa11 , xa22 , xa33

})
− 4.

Случай 2. Если схема S0 содержит ровно один моном от двух пере-
менных, то

lSh(S0) > lSh

({
xa11 , xa22 , xa33

})
+ 1.

Можно без ограничения общности считать, что это моном xa11 xa22 . Тогда
моном V3 не может содержаться в мономе V0. Пусть его правило вычис-
ления в схеме S имеет вид V3 =

(
xa33 ;W3

)
R3

. Значит, схема S содержит
мономы V3 и W3, которые не содержатся в схеме S0, а при переходе к схе-
ме S′ будут заменены одним и тем же мономом V ′

3 = W ′
3. Следовательно,

при переходе к схеме S′′ будут удалены не только мономы V0, получаю-
щиеся из схемы S′, но и хотя бы один моном V ′

3 . Отсюда

lSh(S
′′) 6 lSh(S

′)− (lSh(S0) + 2)− 1 6 lSh(S
′)− lSh

({
xa11 , xa22 , xa33

})
− 4.

Случай 3. Если схема S0 не содержит мономов от двух переменных,
то будем использовать тривиальную оценку

lSh(S0) > lSh

({
xa11 , xa22 , xa33

})
.

В этом случае все три монома V1, V2, V3 различны и не содержатся в мо-
номе V0. Для каждого i = 1, 2, 3 проведём следующее рассуждение (ана-
логичное рассуждению из предыдущего случая). Пусть правило вычис-
ления монома Vi в схеме S имеет вид Vi =

(
xa33 ;Wi

)
Ri
. Значит, схема S

содержит мономы Vi и Wi, которые не содержатся в схеме S0, а при пере-
ходе к схеме S′ будут заменены одним и тем же мономом V ′

i = W ′
i . Следо-

вательно, при переходе к схеме S′′ будут удалены не только мономы V0,
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получающиеся из схемы S′, но и хотя бы по одному моному V ′
1 , V

′
2 , V

′
3 .

Отсюда

lSh(S
′′) 6 lSh(S

′)− (lSh(S0) + 2)− 3 6 lSh(S
′)− lSh

({
xa11 , xa22 , xa33

})
− 5.

Итак, в любом случае справедливо неравенство

lSh(S
′′) 6 lSh(S

′)− lSh

({
xa11 , xa22 , xa33

})
− 4,

откуда, используя лемму 1 и свойства рассматриваемых схем, получаем
цепочку неравенств

lSh(A) = lSh(M) 6 lSh(V0) + lSh(M |V0) 6

6
(
lSh

({
xa11 , xa22 , xa33

})
+ 2

)
+ lSh(S

′′) 6

6
(
lSh

({
xa11 , xa22 , xa33

})
+ 2

)
+

(
lSh(S

′)− lSh

({
xa11 , xa22 , xa33

})
− 4

)
=

= lSh(S
′)− 2 = lSh(S) = lSh(A).

Отметим, что при использовании оценки из случая 3 правая часть станет
меньше на единицу, что приведёт к противоречию. Значит, схема S0 обя-
зана содержать хотя бы один моном от двух переменных. Из полученной
цепочки неравенств следует равенство

lSh(A) = lSh(V0) + lSh(M |V0).

Наконец, с помощью лемм 1, 3 и 4 получаем

lSh(A) = lSh(V0) + lSh(M |V0) =

= lSh(V0 |x1x2x3) + 2 + lSh(A |V0) > lSh(A |x1x2x3) + 2,

что и требовалось. Лемма 10 доказана.

Используя утверждение 2 и лемму 10, приходим к следующему ре-
зультату.

Утверждение 3. Пусть A = (aij)— матрица размера 3 × 3 из нату-

ральных чисел. Тогда

lSh(A) = max
(i1,i2,i3)∈S3

Å
ti1 + ti2i1 +

°
log max

16l6q

ai3l

max
(
di1i2i3l

, di2i1i3l

)
§ã

+ 2 + δ(A),

где δ(A) — некоторая функция от матрицы A, которая может принимать

только значения 0 и 1.

Автор посвящает статью памяти Юрия Владимировича Мерекина
(1935–2025). В работе [2] Ю. В. Мерекина впервые введено понятие схемы
композиции, а полученный им результат о сложности реализации одного
монома [2, теорема 2] лёг в основу исследований соответствующей вычис-
лительной модели.
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Abstract. We study circuit complexity of monomial system computa-
tion. In the considered computational model, the complexity means the
minimal number of composition operations sufficient to compute the
monomial system. Multiple use of results in intermediate calculations is
allowed. We consider a three-monomial system without zeros. The main
results of this paper are as follows. A formula for asymptotic growth
of circuit complexity of system computation is established. In case of
three variables, a more accurate formula is obtained, which expresses
circuit complexity of system computation with precision of one. Tab. 1,
bibliogr. 21.
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