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Аннотация. Для конечного множества точек евклидова простран-
ства рассматриваются задачи поиска его непересекающихся подмно-
жеств. В одной из задач мощность каждого из подмножеств должна
быть не меньше заданного числа. В другой задаче мощность всех
подмножеств одинакова, а их объединение должно совпадать с ис-
ходным множеством. В обеих задачах дополнительно требуется, что-
бы для каждого подмножества сумма квадратов расстояний до цен-
троида не превосходила заданной величины. Доказано, что задачи
NP-полны в сильном смысле в случае, когда число кластеров равно
двум, а размерность пространства является частью входа задачи.
Кроме того, доказано, что задачи NP-полны в одномерном случае
для любого фиксированного числа кластеров. Ил. 2, библиогр. 16.

Ключевые слова: кластеризация, наименьший размер кластера,
ограниченный разброс, евклидово пространство, NP-полнота.

Введение

Предметом исследования настоящей статьи является задача поиска се-
мейства непересекающихся подмножеств в конечном множестве точек ев-
клидова пространства при ограничении снизу на мощность каждого под-
множества и ограничении сверху на его разброс. Также рассматривается
частный случай, в котором объединение искомого семейства совпадает
со всем входным множеством. Целью исследования является установле-
ние сложностного статуса ранее не изученных подслучаев этих задач.

Одной из первых и наиболее известных задач кластеризации являет-
ся задача k-means (k-средних), также именуемая MSSC (Minimum Sum
of Squares Clustering) [1, 2]. Суть задачи состоит в том, чтобы разбить

© С. М. Нещадим, В. И. Хандеев, 2025



О сложности двух задач поиска кластеров 173

множество точек в евклидовом пространстве на k кластеров таким об-
разом, чтобы минимизировать сумму квадратов расстояний между каж-
дой точкой и центром соответствующего ей кластера. Центром выступа-
ет центроид, т. е. среднее арифметическое точек внутри кластера. Для
приближённого решения этой задачи часто применяют эвристический
алгоритм k-means, который находит широкое применение в различных
областях: от здравоохранения [3] до сегментации изображений [4] и ана-
лиза сетевого трафика [5]. При этом важно отметить, что для разбиения
на два кластера задача NP-трудна [6], тогда как для одномерного случая
существует алгоритм с полиномиальной сложностью [7]. Задача также
разрешима за полиномиальное время при k = 1, поскольку в этом слу-
чае оптимальное решение представляет собой исходное множество точек
целиком.

В работе рассматривается следующая похожая задача кластеризации.

Задача 1. Даны множество Y = {y1, . . . , yn} векторов из R
d и числа

A ∈ R+, M ∈ N. Существуют ли k попарно непересекающихся множеств

Ci ⊂ Y, i = 1, . . . , k, таких, что |Ci| > M и F (Ci) 6 A при i = 1, . . . , k, где

F (Ci) =
∑

y∈Ci

‖y − y(Ci)‖2,

y(Ci) =
1

|Ci|
∑

y∈Ci

y, i = 1, . . . , k?

Заметим, что в отличие от задачи MSSC задача 1 в оптимизационной
форме может быть записана как задача поиска семейства непересекаю-
щихся кластеров с максимальной мощностью минимального (по числу
элементов) кластера и ограничением на разброс каждого кластера. При
этом поиск кластеров большего размера, удовлетворяющих определён-
ным ограничениям, применяется в таких областях, как, например, зада-
чи анализа социальных сетей [8], биоинформатика [9] и т. д. Если же
в задаче 1 дополнительно потребовать, чтобы все подмножества имели
одинаковую мощность и в объединении совпадали со всем множеством Y,
то получим следующую задачу.

Задача 2. Даны множество Y = {y1, . . . , yn} векторов из R
d, где

n = kM, и число A ∈ R+. Существует ли разбиение множества Y на k
множеств Ci, i = 1, . . . , k, такое, что |Ci| = M и F (Ci) 6 A?

Задача 2 является частным случаем задачи 1, а значит, задача 1 NP-
полна во всех случаях, когда NP-полна задача 2.

В [10] рассмотрена задача VS-2 (в оптимизационной формулировке
также известная как M-Variance [11]), которая представляет собой част-
ный случай задачи 1 при k = 1. В [10] показано, что такая задача NP-
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полна в сильном смысле, если размерность является частью входа зада-
чи. При этом в одномерном случае (d = 1) при k = 1 задача M-Variance
полиномиально разрешима [12].

Как и задача MSSC, задача 2 при k = 1 полиномиально разреши-
ма: достаточно проверить разброс единственного возможного решения,
а именно всего входного множества Y.

В [13] построено полиномиальное сведение задачи о сбалансирован-
ной k-раскраске однородного графа к задаче 1. Тем самым из того, что
задача о сбалансированной k-раскраске NP-полна при k > 3, следует
NP-полнота задачи 1 в случае, когда размерность пространства являет-
ся частью входа задачи, а число кластеров k фиксировано и больше либо
равно трём. Более того, поскольку в сведении, представленном в [13], век-
торы в задаче 1 содержат только числа 0, 1 и −1, все кластеры имеют
одинаковую мощность, а их объединение совпадает со всем входным мно-
жеством точек Y, из этого сведения следует более строгое утверждение —
NP-полнота в сильном смысле задачи 2 (как и задачи 1) при тех же усло-
виях.

Таким образом, оставался открытым вопрос о сложностном статусе
задач 1 и 2 в случае фиксированного k = 2. При этом похожие задачи,
в которых в формуле разброса кластера используется не геометрический
центр, а фиксированная точка евклидова пространства либо произволь-
ная точка входного множества, NP-полны даже в одномерном случае [14].

В данной работе докажем, что задача 2 (а следовательно, и задача 1)
NP-полна в сильном смысле в случае, когда k = 2 и размерность про-
странства является частью входа задачи. Также докажем, что обе эти
задачи NP-полны в обычном смысле в случае одномерного пространства
при произвольном фиксированном k > 2.

1. Вспомогательные задачи

В работе будет использоваться NP-полная [15] задача Максималь-
ный разрез.

Задача Максимальный разрез. Даны граф G = (V,E) и це-

лое L1 > 0. Верно ли, что существует разбиение множества V на два

таких непересекающихся множества V1 и V2, что число рёбер, соединяю-

щих вершины из множеств V1 и V2, не меньше L1?

Кроме того, нам понадобится следующая вспомогательная задача.

Задача Два разреженных подграфа. Даны граф G = (V,E)
и целое L2 > 0. Верно ли, что существует разбиение множества V на два

непересекающихся множества V1 и V2 таких, что |V1| = |V2|, а число
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рёбер для каждого i = 1, 2, соединяющих вершины из Vi между собой,

не превосходит L2?

Покажем, что данная задача NP-полна.

Теорема 1. Задача Два разреженных подграфа NP-полна.

Доказательство. Построим полиномиальное сведение задачи Мак-
симальный разрез к задаче Два разреженных подграфа. Рассмот-
рим произвольный пример задачи Максимальный разрез — граф G =
(V,E) и число L1 ∈ Z+. По этому примеру можно за полиномиальное вре-
мя построить следующий пример задачи Два разреженных подгра-
фа — граф G∗ = (V ∗, E∗), состоящий из графа G и его копии, которую
будем обозначать ‹G = (‹V , ‹E), и число L2 = |E|−L1. Покажем, что исход-
ный и построенный примеры одновременно либо имеют решения, либо
нет.

Пусть для примера задачи Максимальный разрез существует ре-
шение — разбиение множества V вершин графа G на непересекающиеся
подмножества V1 и V2 такие, что мощность множества

E12 = {e ∈ E | ∃ v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 : e = (v1, v2)}

рёбер, соединяющих вершины из V1 и V2, не меньше L1. Рассмотрим
следующую пару множеств вершин графа G∗:

V ∗
1 = V1 ∪ ‹V2, V ∗

2 = V2 ∪ ‹V1,

где ‹V1 и ‹V2 — копии множеств V1 и V2, образующие вместе множество
вершин графа ‹G. На рис. 1 показан пример с изображением графа G,

его копии ‹G и множеств V ∗
1 , V

∗
2 .

V1

V2

E12

G

‹V1

‹V2

‹E12

‹G

V ∗
1

V ∗
2

Рис. 1. Пример задачи Два разреженных подграфа
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Покажем, что множества V ∗
1 и V ∗

2 являются решением построенного
примера задачи Два разреженных подграфа. Множества V ∗

i не пере-
секаются по построению; равенство мощностей |V ∗

1 | и |V ∗
2 | следует из того,

что
|V1| = |‹V1|, |V2| = |‹V2|.

Для каждого i = 1, 2 оценим число рёбер графа G∗, соединяющих
вершины из V ∗

i между собой. Обозначим множество всех таких рёбер
через E∗

i . Множество E∗
1 состоит из рёбер, соединяющих вершины из V1,

а также из рёбер, соединяющих вершины из ‹V2. В свою очередь, множе-
ство E∗

2 состоит из рёбер, соединяющих вершины из ‹V1, а также из рёбер,
соединяющих вершины из V2. Следовательно,

|E∗
1 | = |E∗

2 | = |E1|+ |E2|,
где Ei — множество рёбер графа G, соединяющих вершины из множе-
ства Vi между собой, i = 1, 2. Поскольку по предположению мощность
множества E12 не меньше L1, имеем

|E∗
1 | = |E∗

2 | = |E| − |E12| 6 |E| − L1 = L2.

Таким образом, множества V ∗
1 и V ∗

2 являются решением построенного
примера задачи Два разреженных подграфа.

Теперь предположим, что в задаче Два разреженных подграфа
существует решение — требуемые множества V ∗

1 и V ∗
2 вершин. Пусть

V1 = V ∗
1 ∩ V, V2 = V ∗

2 ∩ V, ‹V1 = V ∗
2 ∩ ‹V , ‹V2 = V ∗

1 ∩ ‹V .

Другими словами, разбиение вершин графа G∗ на V ∗
1 и V ∗

2 порождает
разбиение вершин графа G на V1 и V2, а вершин графа ‹G— на Ṽ2 и Ṽ1.

Множества E1, E2, E12 (‹E1, ‹E2, ‹E12) рёбер определим так же, как в пер-
вой части доказательства, используя множества вершин V1, V2 (‹V1, ‹V2).
Тогда по предположению |E1| + |‹E2| 6 L2, |E2| + |‹E1| 6 L2. Покажем,
что как минимум одна из пар — V1, V2 или ‹V1,‹V2 — является решением
исходного примера задачи Максимальный разрез. Для этого оценим
сумму мощностей множеств E12 и ‹E12:

|E12|+ |‹E12| = (|E| − |E1| − |E2|) + (|‹E| − |‹E1| − |‹E2|) =
= (|E| − |E1| − |‹E2|) + (|E| − |E2| − |‹E1|) > 2(|E| − L2) = 2L1.

Из этой оценки следует, что хотя бы одна из мощностей |E12|, |‹E12| боль-
ше либо равна L1, а значит, соответствующая пара множеств вершин
(V1, V2 или ‹V1,‹V2) будет решением исходной задачи Максимальный
разрез.
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Таким образом, произвольный пример задачи Максимальный раз-
рез и построенный за полиномиальное время пример задачи Два разре-
женных подграфа одновременно либо имеют решения, либо не имеют,
из чего следует, что задача Два разреженных подграфа NP-полна.
Теорема 1 доказана.

Заметим, что задача Два разреженных подграфа эквивалентна
следующей задаче на дополнении исходного графа.

Задача Два плотных подграфа. Даны граф G = (V,E) и це-

лое L3 > 0. Верно ли, что существует разбиение множества V на два

непересекающихся множества V1 и V2 таких, что |V1| = |V2|, а число

рёбер для каждого i = 1, 2, соединяющих вершины из Vi между собой,

не меньше L3?

Действительно, поскольку в задаче Два разреженных подграфа
|V1| = |V2| = |V |/2, существование разбиения на два равных по мощно-
сти подмножества вершин не более чем с L2 рёбрами между элементами
каждого из них эквивалентно существованию в дополнении графа раз-
биения на два равных по мощности подмножества вершин не менее чем
с 1

2 ·
|V |
2 ·

( |V |
2 −1

)
−L2 рёбрами между элементами каждого из них. Таким

образом, из теоремы 1 получаем

Следствие 1. Задача Два плотных подграфа NP-полна.

Наконец, в работе будет использоваться NP-полная [15] задача Раз-
биение. Заметим, что в этой задаче, добавив к входному множеству
столько нулей, сколько элементов в этом множестве, можно дополнитель-
но потребовать, чтобы искомое подмножество содержало ровно полови-
ну элементов входного множества. После этого можно считать, что все
элементы ненулевые (в противном случае можно увеличить каждый эле-
мент на 1). Таким образом, будет использоваться следующая NP-полная
задача.

Задача Разбиение. Дано множество {n1, . . . , n2S} ⊂ N \ {0} нату-

ральных чисел. Верно ли, что существует подмножество индексов I ⊂
{1, . . . , 2S}, |I| = S, таких, что

∑
i∈I

ni = T, где 2T =
2S∑
i=1

ni?

2. Случай двух кластеров при произвольной
размерности пространства

Далее будем рассматривать задачу 2, в которой число кластеров фик-
сировано (не является частью входа задачи). В этом разделе рассмот-
рим случай двух кластеров и произвольной размерности пространства
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и покажем, что в этом случае задача 2 (а значит, и задача 1) NP-полна
в сильном смысле, используя задачу Два плотных подграфа.

Теорема 2. Задача 2 при k = 2 NP-полна в сильном смысле.

Доказательство. Построим полиномиальное сведение задачи Два
плотных подграфа к задаче 2 при k = 2.

Рассмотрим произвольный пример задачи Два плотных подгра-
фа — граф G = (V,E) с чётным числом вершин |V | = 2S, S ∈ N, и поло-
жительное целое число L3.

Используя граф G, построим пример задачи 2. Для мощности класте-
ра и ограничения на разброс положим

M = S, A = (S − 1)(2S − 1)− 2

S
L3.

Определим множество Y. Пусть вершины V и рёбра E занумерованы
так, что V = {v1, . . . , v2S}, a E = {e1, . . . , e|E|}. Тогда каждой вершине vi
поставим в соответствие элемент множества Y — точку xi ∈ R

|E|+D,

D =
∑

v∈V

deg v,

где deg v = |V |−1−deg v — степень вершины v ∈ V в дополнении графа G,
а deg v — степень вершины v в самом графе G. Определим xi следующим
образом:

xi = (x
(1)
i , . . . , x

(|E|)
i , x

(|E|+1)
i , . . . , x

(|E|+D)
i ),

где при j = 1, . . . , |E| выполнено x
(j)
i = 1, если i-я вершина vi инцидент-

на j-му ребру ej , и x
(j)
i = 0 иначе; при j = |E|+1, . . . , |E|+D выполнено

x
(j)
i = 1, если

i−1∑

s=1

deg vs < j − |E| 6
i∑

s=1

deg vs,

и x
(j)
i = 0 иначе.

v1 v4

v2 v6

v3 v5e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

e8

Рис. 2. Пример задачи Два плотных подграфа
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Например, вершинам графа на 6 вершинах, изображённого на рис. 2,
будут соответствовать точки

x1 = (

|E|=8︷ ︸︸ ︷
1101 0000 |

D=14︷ ︸︸ ︷
1100 0000 0000 00),

x2 = (1010 0000 | 0011 1000 0000 00),
x3 = (0110 1000 | 0000 0110 0000 00),
x4 = (0001 0101 | 0000 0001 1000 00),
x5 = (0000 1110 | 0000 0000 0110 00),
x6 = (0000 0011 | 0000 0000 0001 11).

Пусть для рассматриваемого примера задачи Два плотных подгра-
фа существует решение, т. е. существует пара множеств V1, V2 ⊂ V таких,
что V1∩V2 = ∅, |Vi| = S, а каждое из сужений G1, G2 исходного графа G
на эти множества содержит не менее L3 рёбер.

Используя эти множества V1, V2, построим допустимое решение для
примера задачи 2, а именно покажем, что множества

Ci = {xj , j = 1, . . . , 2S | vj ∈ Vi}, i = 1, 2,

являются допустимым решением. Для этого достаточно показать, что вы-
полняется ограничение на разбросы множеств Ci, так как условие на мощ-
ности выполнено по построению. Рассмотрим произвольное S-элементное
подмножество X ⊂ Y и покажем, как его разброс выражается через вер-
шины графа G, соответствующие его элементам, а затем применим по-
лучившуюся формулу к множествам Ci. Для вычисления разброса F (X )
будем использовать следующую формулу (см., например, равенство (9)
в работе [10]):

∑

y∈X

‖y − y(X )‖2 =
1

2|X |
∑

y,z∈X

‖y − z‖2. (1)

Найдём, чему равна величина ‖y − z‖2 для пары различных точек
y, z ∈ X . Прежде всего, для этой величины справедливо равенство

‖y − z‖2 =

|E|∑

j=1

(y(j) − z(j))2 +

|E|+D∑

j=|E|+1

(y(j) − z(j))2, (2)

где y(j) и z(j) — j-е координаты точек y и z соответственно. При этом
первые |E| координат каждой точки имеют столько единиц, какова сте-
пень соответствующей вершины в графе. Кроме того, у двух точек среди
этих координат может быть общая единица, только если между соот-
ветствующими вершинами есть ребро. Таким образом, если точкам y, z
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соответствуют вершины vy, vz, то первая сумма в правой части (2) равна

|E|∑

j=1

(y(j) − z(j))2 = deg vy + deg vz − 2I(vyvz ∈ E), (3)

где I(vyvz ∈ E) = 1, если вершины vy и vz смежны, и I(vyvz ∈ E) = 0
иначе. При этом вторая сумма в правой части (2) равна

|E|+D∑

j=|E|+1

(y(j) − z(j))2 = deg vy + deg vz, (4)

так как в последних D координатах точек y и z единицы стоят на разных
местах. Объединяя (2)–(4), получаем

‖y − z‖2 = deg vy + deg vz − 2I(vyvz ∈ E) + deg vy + deg vz =

= 2(2S − 1− I(vyvz ∈ E)).

Используя предыдущую формулу, а также (1), получаем, что разброс
множества X может быть записан в следующем виде:

F (X ) = 1

2S

∑

y,z∈X ,
y 6=z

‖y − z‖2 = (S − 1)(2S − 1)− 1

S

∑

y,z∈X ,
y 6=z

I(vyvz ∈ E). (5)

Используя (5), можем переписать ограничение на разброс F (X ) 6 A для
произвольного S-элементного подмножества X в следующем эквивалент-
ном виде:

∑

y,z∈X ,
y 6=z

I(vyvz ∈ E) > S((S − 1)(2S − 1)−A) = 2L3. (6)

Так как в правой части (6) каждая пара вершин из подмножества X учи-
тывается дважды, а соответствующие множествам C1, C2 графы G1, G2

содержат не менее L3 рёбер, множества C1, C2 удовлетворяют требуемым
ограничениям на разброс, а значит, образуют решение построенного при-
мера задачи 2.

Предположим, что у построенного примера задачи 2 существует ре-
шение — множества C1 и C2. Поскольку |Y| = 2S и каждое из множеств
должно содержать не менее S элементов, то |C1| = |C2| = S. Рассмотрим
множества вершин

Vi = {vj , j = 1, . . . , 2S | xj ∈ Ci}, i = 1, 2.

Так как множества Ci, i = 1, 2, удовлетворяют ограничению на раз-
брос, из (6) следует, что графы G1, G2, индуцированные множества-
ми V1, V2, содержат как минимум L3 рёбер и оба состоят из S вершин.
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Другими словами, V1, V2 являются решением задачи Два плотных под-
графа. Тем самым задача 2 при k = 2 NP-полна.

Сильная NP-полнота следует из того факта, что частный случай за-
дачи 2, индуцированный построенными примерами, не является задачей
с числовыми параметрами, поскольку все входные значения либо равны
единице или нулю (координаты точек входного множества Y), либо огра-
ничены полиномиальной функцией по длине входа (ограничение на раз-
брос A кластеров). Теорема 2 доказана.

3. Одномерный случай

В этом разделе, в отличие от предыдущего, дополнительно предпо-
ложим, что размерность d пространства равна единице — в предыдущем
разделе величина d была частью входа задачи. Таким образом, будем
рассматривать задачу 2 в случае, когда требуется найти два кластера,
а все элементы входного множества Y имеют только одну вещественную
координату.

Теорема 3. Задача 2 при k = 2 NP-полна в случае фиксированной

размерности пространства d = 1.

Доказательство. Рассмотрим произвольный пример задачи Раз-

биение — {n1, . . . , n2S} ⊂ N\{0},
2S∑
i=1

ni = 2T. Без ограничения общности

будем считать, что S > 6.
Построим следующий пример задачи 2 при k = 2 и d = 1: множество

Y = {B,B, n1, . . . , n2S},

где

B = −max

ß
4T, N

⌈»
2S(S + 1)

⌉
,
1

2
(2S + 1)SN2

™
− 1, N = max

i=1,...,2S
ni,

мощность кластеров M = S + 1, ограничение на разброс

A =
S

S + 1
B2 − 2B

S + 1
T + SN2.

Пусть у рассматриваемого примера задачи Разбиение имеется реше-
ние, т. е. существует множество индексов I, |I| = S, такое, что

∑
i∈I

ni = T.

Рассмотрим пару множеств

Ci = {B} ∪ {nj | j ∈ Ii}, i = 1, 2, (7)

где I1 = I, а I2 = {1, . . . , 2S} \ I.
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Оценим разбросы F (Ci), i = 1, 2, этих множеств. Для произвольно-
го C ⊂ R

d справедлива формула (см., например, цепочку (7) равенств
в работе [10])

∑

y∈C

‖y − y(C)‖2 =
∑

y∈C

‖y‖2 − |C| · ‖y(C)‖2. (8)

Подставляя в (8) C = Ci, получаем, что для произвольного множе-
ства Ci, имеющего структуру (7), выполнено

F (Ci) =
∑

y∈Ci

|y − y(Ci)|2 =
∑

y∈Ci

y2 − |Ci| · (y(Ci))2 =

= B2 +
∑

j∈Ii

n2
j −

1

S + 1

Å∑

j∈Ii

nj +B

ã2
.

После раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых получаем

F (Ci) =
S

S + 1
B2 − 2B

S + 1

∑

j∈Ii

nj +
∑

j∈Ii

n2
j −

1

S + 1

Å∑

j∈Ii

nj

ã2
. (9)

Чтобы оценить величину F (Ci) сверху, применим равенство
∑
j∈I

nj = T ,

а также неравенства n2
j 6 N2, j = 1, . . . , 2S. Тогда из (9) следует оценка

F (Ci) 6
S

S + 1
B2 − 2B

S + 1
T + SN2 = A,

что означает, что множества Ci, i = 1, 2, являются решением построенно-
го примера задачи 2.

Пусть построенный пример задачи 2 имеет решение — множества Ci,
i = 1, 2.

Сначала покажем, что оба элемента B из входного Y не могут ле-
жать в одном подмножестве. Для этого предположим обратное — что од-
но из подмножеств, например C1, содержит оба элемента B, т. е. имеет
вид

C1 = {B,B} ∪ {nj | j ∈ I1}, |I1| = S − 1.

Чтобы прийти к противоречию, покажем, что множество C1 не удовле-
творяет ограничению на разброс. Для этого понадобится вспомогатель-
ное неравенство: предварительно покажем, что разброс A удовлетворяет
неравенству A < B2. Действительно, используя определение A, это нера-
венство можно переформулировать следующим образом:

S

S + 1
B2 − 2B

S + 1
T + SN2 < B2,
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или эквивалентно

− 2T

S + 1
B + SN2 <

1

S + 1
B2. (10)

Из определения B следует, что выполнены следующие два неравенства:

− 2B

S + 1
T <

1

2(S + 1)
B2,

SN2 <
1

2(S + 1)
B2,

после сложения которых получим, что неравенство (10) выполняется,
а значит, A < B2.

Оценим разброс C1 снизу:

F (C1) =
∑

y∈C1

|y − y(C1)|2 > 2|B − y(C1)|2. (11)

Заметим, что

y(C1) =
1

S + 1

(
2B +

∑

j∈I1

nj

)
>

2B

S + 1
.

Так как B < 2B
S+1 и S > 6, оценку (11) можно продолжить:

F (C1) > 2|B − y(C1)|2 > 2

Å
B − 2B

S + 1

ã2
= 2B2

Å
S − 1

S + 1

ã2
> B2,

что противоречит неравенству A < B2. Значит, оба элемента B не могут
лежать в одном множестве, т. е. оба множества имеют вид (7).

Предположим, что сумма элементов di, i ∈ I1, не равна T. Без ограни-
чения общности можно считать, что

∑
i∈I1

di > T +1, так как в противном

случае можно поменять I1 и I2 местами.
Оценим разброс множества C1 снизу, используя равенство (9):

F (C1) =
S

S + 1
B2 − 2B

S + 1

∑

j∈I1

nj +
∑

j∈I1

n2
j −

1

S + 1

( ∑

j∈I1

nj

)2
>

>
S

S + 1
B2 − 2B

S + 1
(T + 1) + 0− 1

S + 1
(SN)2 =

= A− 2B

S + 1
− SN2 − 1

S + 1
(SN)2 = A− 1

S + 1
(2B + (2S + 1)SN2).

Так как для выбранного B выполнено −2B > (2S + 1)SN2, име-
ем F (C1) > A. Таким образом, наше предположение приводит к проти-
воречию с допустимостью множеств C1, C2. Значит, сумма элементов nj,
j ∈ I1, равна T.
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Следовательно, исходный пример задачи Разбиение и построенный
пример задачи 2 одновременно либо имеют решения, либо не имеют. Зна-
чит, задача 2 при k = 2 NP-трудна в одномерном случае. Теорема 3 до-
казана.

Обобщим полученный в теореме 3 результат на случай произвольного
фиксированного числа кластеров k > 2, используя индукцию по k.

Теорема 4. Для произвольного k > 2 задача 2 с фиксированным

числом кластеров k NP-полна даже в одномерном случае.

Доказательство. Докажем утверждение индукцией по числу кла-
стеров k. NP-полнота в случае k = 2 доказана в теореме 3.

Допустим, что задача 2 для k кластеров NP-полна в одномерном слу-
чае, и покажем, что задача 2 для k+1 кластеров также NP-полна в этом
случае. Для этого построим полиномиальное сведение случая k класте-
ров к k + 1.

Рассмотрим произвольный одномерный пример задачи 2 для k кла-
стеров — множество Y, |Y| = kM, ограничение на разброс A. Построим
следующий пример задачи 2 для k + 1 кластеров: ограничение на раз-
брос A остаётся таким же, входное множество Ỹ равно

Ỹ = Y ∪ {B1, . . . , BM}, Bi = B, i = 1, . . . ,M,

где B =
⌈√

2M(A+ 1)
⌉
+N, а N = max

y∈Y
|y|— максимальное абсолютное

значение элементов из Y.
Покажем, что оба примера имеют решения либо не имеют одновремен-

но. Пусть существует решение задачи 2 для k кластеров — Ci, i = 1, . . . , k.
Рассмотрим k + 1 множеств

C̃i = Ci, i = 1, . . . , k, C̃k+1 = {B1, . . . , BM}.
Очевидно, что мощности всех этих множеств равны M и они попарно
не пересекаются. Разбросы множеств C̃i не превосходят порога A по пред-
положению, а разброс C̃k+1 равен 0, так как все его элементы одинаковы.
Следовательно, множества C̃i, i = 1, . . . , k + 1, являются решением по-
строенного примера задачи 2 для k + 1 кластеров.

Допустим, что построенный пример задачи 2 c k+1 кластерами имеет
решение — множества C̃i, |C̃i| = M, i = 1, . . . , k+1. Покажем, что все эле-
менты Bi лежат в одном множестве. Для этого рассмотрим множество,
содержащее хотя бы один элемент Bi (такое множество существует, так
как по предположению C̃i, i = 1, . . . , k + 1,— это разбиение Ỹ). Без огра-
ничения общности можно считать, что это множество C̃k+1. Допустим,
что в C̃k+1 есть элемент не из Bi. Тогда разброс множества C̃k+1 можно
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оценить снизу, используя формулу (1):

F (C̃k+1) =
1

2M

∑

x,y∈C̃k+1

|x− y|2 > 1

2M
|x∗ −B|2,

где x∗ — некоторый элемент из Y. Учитывая определение B и то, что
|x∗| 6 N, последнее неравенство можно продолжить:

F (C̃k+1) >
1

2M
(B −N)2 > A+ 1 > A.

Таким образом, разброс F (C̃k+1) строго больше A, что противоречит до-
пустимости решения C̃i, i = 1, . . . , k + 1. Стало быть, все элементы Bi

содержатся в множестве C̃k+1. Тогда множества Ci = C̃i, i = 1, . . . , k,
являются решением задачи 2 для k кластеров.

Таким образом, задачи 2 для k и k + 1 кластеров одновременно ли-
бо имеют решения, либо не имеют. Следовательно, доказаны база и шаг
индукции, что означает, что задача 2 с фиксированным числом класте-
ров k NP-полна в одномерном случае для произвольного k > 2. Теорема 4
доказана.

Таким образом, для произвольного числа кластеров k > 2 задачи 1 и 2
для k кластеров NP-полны даже в одномерном случае. Заметим, что для
этих задач существует [16] псевдополиномиальный алгоритм, поэтому
они не будут NP-полными в сильном смысле.

Заключение

В работе рассмотрены задачи поиска непересекающихся подмножеств
большой мощности при ограничении на их разброс. Доказано, что задачи
NP-полны в сильном смысле в случае поиска двух кластеров и размерно-
сти пространства, являющейся частью входа задачи, а также что задачи
NP-полны в одномерном случае.

Интересным направлением дальнейших исследований является выяс-
нение сложности задач в случае фиксированной мощности искомых кла-
стеров.
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ON THE COMPLEXITY OF TWO PROBLEMS
OF FINDING CLUSTERS OF LARGE CARDINALITY
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Abstract. Clustering problems for a finite point set in Euclidean space
are considered. The first problem requires each subset to have cardi-
nality no smaller than a given threshold (not necessarily covering the
entire set), while the second one requires all subsets to have the same
cardinality and form a partition of the given set. In both problems for
each subset, it is additionally required that the sum of squared distances
to the centroid does not exceed a given value. Both problems are proven
to be strongly NP-complete when the number of clusters is two and the
space dimension is part of the input. Furthermore, NP-completeness is
established for the one-dimensional case with an arbitrary fixed number
of clusters. Illustr. 2, bibliogr. 16.

Keywords: clustering, bounded scatter, minimum cluster size, Euclid-
ean space, NP-completeness.
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