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Аннотация. Хорошо изученным классом алгоритмических задач
являются задачи регулярной реализуемости — проверки непустоты
пересечения регулярного языка с заданным языком. Такая зада-
ча имеет естественную алгебраическую интерпретацию — проверку
принадлежности элемента булевой алгебры ядру определённого го-
моморфизма. Это мотивирует рассмотрение аналогичной задачи бес-
конечной регулярной реализуемости — проверки бесконечности пе-
ресечения регулярного языка с заданным. В работе рассматрива-
ются задачи регулярной реализуемости для разрешимых языков
и приводится сравнительный анализ сложности задач бесконечной
регулярной реализуемости и задач регулярной реализуемости. Биб-
лиогр. 22.

Ключевые слова: регулярный язык, задача регулярной реализу-
емости, арифметическая иерархия.

Введение

Одним из основных объектов изучения в теории формальных язы-
ков являются регулярные языки. Хорошо изученным классом задач яв-
ляются задачи проверки выполнимости некоторого регулярного условия
для слов фиксированного языка. Рассмотрим некоторый язык L. Входом
задачи регулярной реализуемости является регулярный язык R, задан-
ный, например, некоторым автоматом. Необходимо проверить непусто-
ту пересечения L и R. Интенсивно изучался случай, когда L является
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контекстно-свободным языком (см. [1–6]). Задачи регулярной реализуе-
мости для контекстно-свободных языков оказываются важными для тео-
рии тонких сводимостей (fine-grained reductions) (см. [3, 6]). В [7] рас-
смотрены задачи регулярной реализуемости, связанные с комбинатори-
кой слов. Разрешимость задач регулярной реализуемости для широкого
круга теоретико-графовых задач в подходящей кодировке графов уста-
новлена в работах [8–10]. С использованием аналогичной кодировки в [11]
доказана разрешимость задач регулярной реализуемости, связанных с це-
лочисленным программированием.

Общая задача регулярной реализуемости введена М. Вялым в 2009 г.
Основной мотивацией была надежда найти ограничения на возможные
уровни алгоритмической сложности по аналогии со знаменитой гипоте-
зой CSP (для задач CSP выполняется дихотомия: либо задача принад-
лежит P, либо NP-полна; точную исходную формулировку см. в [12]).
Позднее гипотеза CSP была доказана в 2017 г. независимо А. Булато-
вым [13] и Д. Жуком [14], подробное изложение этиих доказательств
см. в [15, 16]. Однако для задач регулярной реализуемости ситуация
принципиально иная. В 2013 г. М. Вялый доказал универсальность за-
дач регулярной реализуемости относительно алгоритмической сложно-
сти с точностью до некоторых достаточно слабых сводимостей. Позднее
была доказана универсальность нескольких ограниченных классов задач
регулярной реализуемости (см. [17]). Там же можно найти обзор более
ранних результатов про универсальность задач регулярной реализуемо-
сти. Заметим, что самый популярный случай задач регулярной реали-
зуемости для контекстно-свободных языков остаётся открытым, причём
результаты [2] показывают, что и в этом случае разнообразие возможных
уровней алгоритмической сложности может быть весьма велико.

Каждому языку L соответствует булева алгебра относительно регу-
лярных языков: данная алгебра образована всеми возможными пересече-
ниями регулярных языков с L с операциями пересечения, объединения
и дополнения до L. При этом существует естественный гомоморфизм
из алгебры регулярных языков на относительно регулярную алгебру L:
ϕ(R) = R∩L. Таким образом, задача регулярной реализуемости является
задачей проверки того, что образ данного элемента не равен нулю.

В данной работе рассматриваем следующую, схожую задачу — алго-
ритмическую проверку того, что образ данного элемента не лежит в иде-
але Фреше, т. е. не является конечным объединением атомов. Так как
это равносильно бесконечности пересечения L и R, данные задачи назва-
ны задачами бесконечной регулярной реализуемости. В заключительной
части работы более подробно обсуждаются интерпретации доказанных
утверждений с точки зрения булевых алгебр.
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В работе рассматриваются задачи регулярной реализуемости для раз-
решимых языков и приводится анализ алгоритмической сложности за-
дачи бесконечной регулярной реализуемости. Доказывается существова-
ние разрешимых языков таких, что задача регулярной реализуемости
разрешима, а бесконечной регулярной реализуемости — нет, и наоборот.
Так же приводится пример языка, когда данные задачи полны в Σ1 и Π2

соответственно.

1. Кодировка машин Тьюринга

Так как множество машин Тьюринга (МТ) счётно, каждой из них
возможно сопоставить некоторое натуральное число. Стандартная ко-
дировка строится следующим образом: через разделитель записывается
количество состояний в машине, размер её алфавита, номера особых со-
стояний, особых символов и все переходы в виде кортежей из номеров
элементов упомянутых множеств. Далее получившееся слово приводит-
ся, например, к алфавиту {0, 1} и трактуется как натуральное число.

Нумерацией назовём функцию, сопоставляющую каждому натураль-
ному числу некоторую МТ. В дальнейшем нам понадобится особая нуме-
рация машин Тьюринга со следующим свойством: для любой бесконеч-
ной арифметической прогрессии в этой нумерации для любой машины
Тьюринга в выбранной прогрессии имеется бесконечное множество чи-
сел, которым сопоставлена указанная МТ. При этом необходимо, чтобы
стандартная кодировка была вычислима по данному особому номеру.

Последовательно будем строить частично определённые функции fi
с конечными областями определения, сопоставляющие натуральным чис-
лам номера машин Тьюринга в стандартной кодировке.

Пронумеруем все бесконечные арифметические прогрессии вычисли-
мым образом. Пусть отображение на функциях Aj

i (f) определено следую-
щим образом: выделим среди элементов, на которых не определена f, наи-
меньший, принадлежащий прогрессии под номером i, и зададим на нём
значение j. Через Bj

i обозначим следующую композицию отображений:
Aj

i ◦ A
j
i−1 ◦ · · · ◦ A

j
1. Таким образом, применение к функции f отображе-

ния Bj
i гарантирует, что для любой из первых i арифметических про-

грессий найдётся число n из этой прогрессии такое, что Bj
i [f ](n) = j.

Рассмотрим композицию Ci = Bi
i ◦Bi−1

i−1 ◦ · · · ◦B1
1 . Применение к функ-

ции f отображения Ci гарантирует, что для любой из первых i арифме-
тических прогрессий найдутся числа n1, . . . , ni из этой прогрессии такие,
что Ci[f ](ni) = i. Будем считать, что f0 нигде не определена. Положим
fi = Ci(fi−1) и f =

⋃
fi.

Заметим, что такая функция f вычислима и всюду определена. Дей-
ствительно, f(n) определяется за конечное число шагов Ci, поскольку Aj

i



216 И. Н. Шиманогов, М. Н. Вялый

всегда увеличивает область определения функции таким образом, что
она остаётся начальным отрезком натуральных чисел. Так как Aj

i все-
гда только доопределяет функцию в точке, где она ещё не определена,
определение f как функции корректно.

Теперь рассмотрим следующую нумерацию МТ: номер n соответству-
ет МТ со стандартным номером f(n). При этом для каждой арифметиче-
ской прогрессии i и для каждого номера j операция Aj

i входит во все Ck,
где k = max(i, j). Таким образом, в любой арифметической прогрессии
для любой машины встречается бесконечно много чисел, нумерующих
данную машину.

Всюду далее используется построенная кодировка.

2. Арифметическая иерархия

Будем рассматривать предикаты как функции в множество {0, 1}.

Определение 1. Язык L будем называть разрешимым, если преди-
кат принадлежности данному языку вычислим. Обозначим множество
разрешимых языков через ∆0 = Σ0 = Π0.

Определение 2. Для n > 1 будем говорить, что
• L принадлежит Σn, если

x ∈ L⇔ (∃y1)(∀y2)(∃y3) . . . (Qyn)R(x, y1, y2, . . . , yn),

где Q— это ∃ для нечётного n и ∀ для чётного, а R— вычислимый пре-
дикат;
• L принадлежит Πn, если

x ∈ L⇔ (∀y1)(∃y2)(∀y3) . . . (Qyn)R(x, y1, y2, . . . , yn),

где Q— это ∀ для нечётного n и ∃ для чётного, а R— вычислимый пре-
дикат;
• L принадлежит ∆n, если L ∈ Πn и L ∈ Σn, т. е. ∆n = Πn ∩ Σn.

Теорема 1 [18]. Для классов Σn, Πn, ∆n выполняются следующие

соотношения:

1) A ∈ Σn ⇔ A ∈ Πn;
2) A ∈ Σn ∪Πn ⇒ (∀m > n)A ∈ Σm ∩Πm;
3) A,B ∈ Σn ⇒ A ∪B,A ∩B ∈ Σn;
4) A,B ∈ Πn ⇒ A ∪B,A ∩B ∈ Πn;
5) R ∈ Σn ∧A = {x | ∃y : (x, y) ∈ R} ⇒ A ∈ Σn.

Теорема 2 (теорема Поста (см. [18])).

∆1 = ∆0.
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Определение 3. Будем говорить, что язык A сводится к языку B,
и используем обозначение A 6 B, если существует вычислимая функ-
ция f такая, что x ∈ A тогда и только тогда, когда f(x) ∈ B.

Определение 4. Будем говорить, что язык A труден в классе Γ,
если для любого B ∈ Γ имеет место B 6 A. Если, кроме того, A ∈ Γ,
то будем говорить, что A полон в Γ.

Лемма 1 (см. [18]). Пусть A 6 B. Тогда

1) если B ∈ Σn, то A ∈ Σn;
2) если B ∈ Πn, то A ∈ Πn;
3) если A труден в Σn, то B труден в Σn;
4) если A труден в Πn, то B труден в Πn.

Лемма 2 (см. [18]). Имеют место следующие утверждения:

1) если A полон в Σn, то A полон в Πn;
2) если A полон в Πn, то A полон в Σn.

Лемма 3. Следующий язык разрешим:

Time = {(x, y, t) |МТ с номером x на слове y

останавливается на шаге t}.
Доказательство. Достаточно воспользоваться конструкцией уни-

версальной машины Тьюринга из [18] и на отдельной ленте хранить
число сделанных машиной x шагов, после чего, как только оно станет
равно t, дать ответ. Лемма 3 доказана.

Лемма 4 (см. [18]). Следующий язык полон в Σ1 :

Halt = {(x, y) | МТ с номером x останавливается на слове y}.
Лемма 5 (см. [18]). Следующий язык полон в Σ1 :

Haltε = {x |МТ с номером x останавливается на пустом слове ε}.
Лемма 6 (см. [18]). Следующий язык полон в Π2 :

Inf = {x | МТ с номером x останавливается

на бесконечном множестве слов}.

3. Регулярные языки

Будем считать, что регулярные языки и автоматы определены в соот-
ветствии с [19]. Детерминированный и недетерминированный конечные
автоматы кратко именуем ДКА и НКА соответственно.

Пусть дан автомат A. Будем обозначать распознаваемый им язык че-
рез L(A). Приведём теорему, дающую характеризацию регулярных язы-
ков в унарном алфавите.
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Теорема 3 (см. [20]). Унарный язык регулярен тогда и только то-

гда, когда множество длин его слов является конечным объединением

арифметических прогрессий.

Выделим важное свойство построенной кодировки машин Тьюринга.

Лемма 7. В любом бесконечном унарном регулярном языке R есть

бесконечно много номеров любой машины Тьюринга.

Доказательство следует из теоремы 3 и свойств построенной нуме-
рации машин. Лемма 7 доказана.

Сформулируем также несколько вспомогательных утверждений о вы-
числимости некоторых операций над языками. Будем считать, что ДКА
на вход алгоритму подаётся в виде стандартного описания.

Лемма 8. Функция, принимающая на вход два ДКА и возвращаю-

щая ДКА для пересечения языков входных автоматов, вычислима.

Доказательство. Автомат для пересечения языков строится с ис-
пользованием конструкции автоматов, описанной например в [19]. Лем-
ма 8 доказана.

Лемма 9. Функция, принимающая на вход регулярное выражение

и возвращающая эквивалентный ДКА, вычислима.

Доказательство. Алгоритм строится непосредственно из доказа-
тельства теоремы Клини об эквивалентности классов языков, задавае-
мых регулярными выражениями и ДКА (см. [19]). Лемма 9 доказана.

Лемма 10. Функция, принимающая на вход ДКА M и возвращаю-

щая автомат, распознающий все префиксы слов языка L(M), вычислима.

Доказательство. Действительно, достаточно сделать финальными
все состояния автомата M, из которых достижимо какое-либо финальное
состояние M. Лемма 10 доказана.

Лемма 11. Язык ДКА, распознающих конечные языки, разрешим.

Доказательство. Отметим, что задача достижимости на графе ав-
томата разрешима, например при помощи обхода данного графа в глуби-
ну. Для каждого состояния, из которого достижимо финальное и кото-
рое достижимо из стартового, проверим, достижимо ли оно само из себя.
Язык бесконечен тогда и только тогда, когда в нём есть слова сколь угод-
но большой длины, что равносильно тому, что существует такой путь,
на котором есть состояние, достижимое из самого себя. Таким образом,
язык бесконечен тогда и только тогда, когда состояние с указанным свой-
ством найдено. Лемма 11 доказана.
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Лемма 12. Язык ДКА, распознающих пустой язык, разрешим.

Доказательство. Проверим, существует ли такое состояние, кото-
рое достижимо из стартового и из которого достижимо финальное состоя-
ние. Язык непуст тогда и только тогда, когда такое состояние существует.
Лемма 12 доказана.

Лемма 13. Если A— ДКА и L(A) ⊂ 0∗1∗, то вычислима функция,

отображающая A в конечное множество ДКА {Q1, . . . , Qn, P1, . . . , Pn},
где

1) L(Qi) ⊂ 0∗;
2) L(Pi) ⊂ 1∗;

3) L(A) =
n⋃

i=1
L(Qi)L(Pi).

Доказательство. Для произвольного состояния i автомата A по-
строим автомат Qi для всех путей из стартового состояния в i, состоя-
щих только из символа 0, и автомат Pi для всех путей из i в финаль-
ное состояние, состоящих только из символа 1. Оставим только такие
пары автоматов Qi, Pi, языки которых непусты. Тогда действительно

L(A) =
n⋃

i=1
L(Qi)L(Pi). Лемма 13 доказана.

4. Задачи регулярной реализуемости

Зачастую (см., например, [17]) при рассмотрении задач регулярной
реализуемости входом считается некоторый НКА. В дальнейшем будем
считать, что на вход подаётся ДКА. Так как построение эквивалентно-
го ДКА — вычислимая операция (см. [19]), это не меняет доказанных
свойств.

Определение 5. Задачей регулярной реализуемости для языка L
назовём язык

DRRL = {A | |L ∩ L(A)| 6= ∅}.

Лемма 14. Если язык L разрешим, то DRRL ∈ Σ1.

Доказательство. Пересечение L с входным языком непусто тогда
и только тогда, когда существует слово, принадлежащее им обоим, иначе
говоря,

A ∈ DRRL ⇔ ∃w : A(w) ∧ (w ∈ L).

Если L разрешим, то под кванторами находится разрешимый предикат,
следовательно, DRRL ∈ Σ1. Лемма 14 доказана.
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5. Задачи бесконечной регулярной реализуемости

Определение 6. Задачей бесконечной регулярной реализуемости для
языка L назовём язык

DRR∞L = {A | |L ∩ L(A)| =∞}.

Лемма 15. Если язык L разрешим, то DRR∞L ∈ Π2.

Доказательство. Пересечение L с входным языком бесконечно то-
гда и только тогда, когда в нём есть слово произвольной длины, иначе
говоря,

A ∈ DRR∞L ⇔ ∀v ∃w : A(w) ∧ (w ∈ L) ∧ (|w| > |v|).
Если L разрешим, то под кванторами находится разрешимый предикат,
следовательно, DRR∞L ∈ Π2. Лемма 15 доказана.

Лемма 16. Для любого языка L задача DRR∞0L сводится к DRR∞L .

Доказательство. Рассмотрим сводящую функцию f, которая по ав-
томату A строит автомат для языка {x | 0x ∈ L(A)}. Такая функция
вычислима, так как для построения соответствующего автомата доста-
точно определить, какие состояния достижимы из стартового по 0. Тогда
имеет место цепочка эквивалентностей

A ∈ DRR∞0L ⇔ |0L ∩ L(A)| =∞⇔ |L ∩ L(f(A))| =∞⇔ f(A) ∈ DRR∞L .

Лемма 16 доказана.

6. Основные результаты

Лемма 17. Если языки L и DRRL разрешимы, то DRR∞L ∈ Π1.

Доказательство. Рассмотрим ДКА A и положим

Mi+ = {w ∈ L(A) | |w| > i}.
Построим автомат Ai+ для языка Mi+ как пересечение автомата A и ав-
томата для языка ΣiΣ∗.

Обозначим через t(A, i) функцию, отображающую автомат A в ав-
томат Ai+. Эта функция вычислима в силу лемм 8 и 9. Пересечение
произвольного языка с L бесконечно тогда и только тогда, когда для
любого i непусто пересечение подмножества его слов длины не меньше i
с языком L. Другими словами,

A ∈ DRR∞L ⇔ ∀v t(A, |v|) ∈ DRRL.

Если задача регулярной реализуемости для языка L разрешима, то под
кванторами находится разрешимый предикат, следовательно, DRR∞L ∈ Π1.
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Заметим, что требование разрешимости L избыточно, так как оно сле-
дует из разрешимости DRRL. Действительно, вычислимая функция f, со-
поставляющая слову w автомат с языком {w}, является сводимостью L
к DRRL. Лемма 17 доказана.

Теорема 4. Существует разрешимый язык L такой, что DRRL разре-

шим, а DRR∞L полон в Π1.

Доказательство. Рассмотрим язык

L = {0x1t | МТ с номером x не останавливается на ε за t шагов}.
Язык L сводится к Time с помощью функции f(0x1t) = (x, ε, t), поэтому
разрешим по леммам 1 и 3 и теореме 1.

Сначала покажем разрешимость DRRL. Пусть на вход подан автомат A,
положим R = L(A). Построим автомат для языка R′ = R∩0∗1∗. Эта опе-
рация вычислима в силу лемм 8 и 9. Заметим, что R∩L = R′∩L, поэтому
если R′ = ∅, то R ∩ L = ∅, а значит, A 6∈ DRRL. Проверка R′ на пустоту
является вычислимой операцией в силу леммы 12.

Пусть R′ непуст. Построим по нему множество автоматов {Q1, . . . , Qn,
P1, . . . , Pn}, как описано в лемме 13. Язык R′ пересекается с L тогда
и только тогда, когда какой-то L(Qi)L(Pi) пересекается с L. Рассмотрим
каждую пару автоматов Qi, Pi в отдельности. Возможны несколько слу-
чаев в зависимости от конечности их языков.

Если L(Qi) бесконечен, то имеем бесконечный унарный язык и по лем-
ме 7 в нём встречается слово, длина которого соответствует номеру МТ,
не останавливающейся за любое число шагов, а значит, пересечение L ∩
L(Qi)L(Pi) 6= ∅ и R ∈ DRRL.

Если язык L(Qi) конечен, то обратим внимание на автомат Pi. В слу-
чае конечного L(Pi) проверим каждое слово 0q1p ∈ L(Qi)L(Pi). Пересече-
ние L ∩ L(Qi)L(Pi) непусто тогда и только тогда, когда МТ с номером q
не останавливается за p шагов на пустом слове, а это вычислимая опера-
ция, так как разрешим язык Time.

В случае бесконечного L(Pi) (и конечного L(Qi)) рассмотрим каждое
слово 0q ∈ L(Qi). Выберем наименьшее по длине слово 1p ∈ L(Pi) и про-
верим, останавливается ли МТ с номером q на пустом слове за p шагов.
Если останавливается, то пересечение L ∈ L(Qi)L(Pi) пусто, иначе нет.

Теперь покажем, что DRR∞L полон в Π1. Построим сводимость Haltε
к L и воспользуемся леммами 1, 2 и 5. Заметим, что функция f(x) = A,
где L(A) = (0x1∗), вычислима в силу леммы 9. Действительно, 0x1∗ имеет
бесконечное пересечение с L тогда и только тогда, когда МТ с номером x
не остановится на пустом слове. Тогда в силу лемм 1, 2 и 5 верно, что
DRR∞L полон в Π1. Теорема 4 доказана.
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Теорема 5. Существует разрешимый язык L такой, что DRR∞L разре-

шим, а DRRL полон в Σ1.

Доказательство. Рассмотрим язык

L = {0x1t |МТ с номером x останавливается на ε на шаге t}.
Язык L сводится к Time с помощью функции f(0x1t) = (x, ε, t), поэтому
разрешим по леммам 1 и 3.

Сначала покажем разрешимость DRR∞L . Пусть на вход подан авто-
мат A, обозначим R = L(A). Построим автомат для языка R′ = R∩0∗1∗.
Эта операция вычислима в силу лемм 8 и 9. Заметим, что R∩L = R′∩L,
поэтому если R′ конечен, то конечно и R∩L, а значит, A 6∈ DRR∞L . Провер-
ка R′ на конечность является вычислимой операцией в силу леммы 11.

Пусть R′ бесконечен. Рассмотрим тогда R0 — язык, получаемый пе-
ресечением языка префиксов R′ с 0∗ (построение автомата для такого
языка вычислимо в силу лемм 8–10). Если R0 конечен, то конечно и пе-
ресечение R′ и L, так как в L для каждого i лежит не более одного слова
из 0i1∗.

Пусть R0 бесконечен. Тогда существует состояние q автомата для язы-
ка R′ такое, что из стартового в q ведёт бесконечно много слов из 0∗ и есть
слово 1z , которое ведёт из q в финальное состояние. Однако в унарном
регулярном языке слов, которые ведут из стартового состояния в q, бес-
конечно много раз встречается номер любой МТ по лемме 7. В том числе
и тех МТ, которые останавливаются за z шагов. Следовательно, пересе-
чение R ∩ L бесконечно, и A ∈ DRR∞L .

Теперь покажем, что DRRL полно в Σ1. Построим сводимость Haltε
к DRRL с помощью функции f(x) = A, где L(A) = 0x1∗, которая вычисли-
ма в силу леммы 9. Действительно, 0x1∗ пересекается с L тогда и только
тогда, когда МТ с номером x остановится на пустом слове. Тогда в силу
лемм 1 и 5 верно, что DRRL полон в Σ1. Теорема 5 доказана.

Теорема 6. Существует разрешимый язык L такой, что DRRL полон

в Σ1, а DRR∞L полон в Π2.

Доказательство. Зададим на словах нумерацию в алфавитном по-
рядке (пусть слово wy имеет номер y) и рассмотрим язык

L = {0x1y2t |МТ с номером x останавливается на слове wy на шаге t}.
Язык L сводится к Time с помощью функции f(0x1y2t) = (x,wy, t), по-
этому разрешим по леммам 1 и 3. В силу разрешимости L из лемм 14
и 15 следует, что DRRL ∈ Σ1, а DRR∞L ∈ Π2.

Для начала докажем, что DRRL труден в Σ1, построив сводимость Halt

к DRRL. Рассмотрим вычислимую (по лемме 9) функцию f : (x,wy)→ A,
каждой паре из номера МТ и слова сопоставляющую ДКА A такой, что
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L(A) = 0x1y2∗. Если данная МТ останавливалась на данном слове (иначе
говоря, (x,wy) ∈ Halt), то существует шаг p, на котором она останавли-
вается. Тогда 0x1y2∗ пересекается с L, так как в них обоих лежит слово
0x1y2p, а значит, f(x,wy) ∈ DRRL. Обратно, если МТ x не останавливает-
ся на слове y, то никакое слово из 0x1y2∗ не лежит в L, следовательно,
f(x, y) 6∈ DRRL.

Докажем, что DRR∞L труден в Π2, построим сводимость Inf к DRR∞L .
Рассмотрим вычислимую (по лемме 9) функцию f : x→ A, которая каж-
дому номеру МТ сопоставляет ДКА A такой, что L(A) = 0x1∗2∗. Дан-
ная МТ останавливается на конкретном слове wy тогда и только тогда,
когда существует шаг p, на котором она останавливается. Тогда 0x1y2∗

пересекается с L, так как в них обоих лежит слово 0x1y2p, при этом
мощность данного пересечения равна 1. Значит, бесконечность множе-
ства слов, на которых останавливается МТ с номером x, равносильна
бесконечности пересечения L с 0x1∗2∗. Теорема 6 доказана.

Теорема 7. Существует разрешимый язык L такой, что DRRL полон

в Σ1, а DRR∞L полон в Π1.

Доказательство. Обозначим язык из теоремы 5 через L0, а язык
из теоремы 4 через L1. Рассмотрим язык L = 0L0 ∪ 1L1. Он разрешим,
так как разрешимы L0 и L1.

Из леммы 14 следует, что DRRL ∈ Σ1. Покажем, что DRR∞L ∈ Π1.
По определению A ∈ DRR∞L равносильно тому, что |0L0 ∩ L(A)| =∞ или
|1L1 ∩ L(A)| = ∞. Следовательно, DRR∞L = DRR∞0L0

∪ DRR∞1L1
. По теореме 1

и леммам 1, 16 получаем, что DRR∞L ∈ Π1.
Покажем, что DRRL труден в Σ1. Для этого построим функцию f, сво-

дящую DRRL к DRRL0 . Пусть f отображает A в автомат для языка 0L(A).
Так как это конкатенация регулярных языков, f вычислима, при этом

A ∈ DRRL ⇔ |L ∩ L(A)| 6= ∅⇔
⇔ |0L0 ∩ L(A)| 6= ∅ ∨ |1L1 ∩ L(A)| 6= ∅⇔

⇔ |0L0 ∩ L(f(A))| 6= ∅⇔ f(A) ∈ DRRL0 .

Осталось показать, что DRR∞L труден в Π1. Для этого построим функ-
цию f, сводящую DRR∞L к DRR∞L1

. Пусть f отображает A в автомат для
языка 1L(A). Так как это конкатенация регулярных языков, f вычисли-
ма, при этом

A ∈ DRR∞L ⇔ |L ∩ L(A)| =∞⇔
⇔ |0L0 ∩ L(A)| =∞∨ |1L1 ∩ L(A)| =∞⇔

⇔ |1L1 ∩ L(f(A))| =∞⇔ f(A) ∈ DRR∞L1
.

Теорема 7 доказана.
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Заметим, что в случае двухбуквенного алфавита приведённые резуль-
таты сохраняются. Действительно, рассмотрим отображение f : 0 7→ 00,
1 7→ 11, 2 7→ 01, которое естественным образом продолжается до отобра-
жения на языках. Отображение f инъективно, и обратное к нему также
инъективно, хотя и не всюду определено. Остаётся заметить, что вы-
числима функция, сопоставляющая автомату A автомат B такой, что
L(B) = f(L(A)). Действительно, достаточно, например, построить по ав-
томату регулярное выражение, подействовать на все символы в нём отоб-
ражением f, после чего построить автомат по регулярному выражению.
Случай однобуквенного алфавита является вопросом для дальнейшего
изучения.

7. Относительно регулярные алгебры

Так как булевы алгебры, состоящие из пересечений заданного языка
с регулярными, образуют довольно богатый класс (а именно, любая атом-
ная булева алгебра изоморфна некоторой в этом классе [21]), отдельный
интерес вызывает приложение задач регулярной реализуемости к изуче-
нию их свойств. В данном разделе определения даются в соответствии
с [22].

Определение 7. Булевой алгеброй называется множество M с би-
нарными алгебраическими операциями ∨ и ∧, а также унарной алгебра-
ической операцией ¬ такими, что для любых a, b, c ∈ M имеют место
равенства

(1) a ∨ b = b ∨ a;
(2) a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c;
(3) a ∨ a = a;
(4) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c);
(5) ¬(a ∨ b) = ¬a ∧ ¬b;
(6) (a ∧ ¬a) ∨ b = b;
(7) ¬¬a = a.

На произвольной булевой алгебре можно ввести отношение частич-
ного порядка: a 6 b ⇔ a ∧ b = a. Минимальный и максимальный эле-
менты обозначим через 0 и 1 соответственно. Нетрудно проверить, что
в булевой алгебре такие элементы уникальны и обладают свойствами
a ∨ 0 = a = a ∧ 1, a ∧ 0 = 0 и a ∨ 1 = 1. Особый интерес при изучении
булевых алгебр играют атомы.

Определение 8. Ненулевой элемент a будем называть атомом, если
из отношения b 6 a следует, что b = 0 или b = a.

Далее будем иметь дело только со счётными атомными булевыми ал-
гебрами.
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Определение 9. Булева алгебра называется счётной, если мощность
счётна.

Определение 10. Алгебру A будем называть атомной, если для лю-
бого элемента a ∈ A существует атом b ∈ A такой, что b 6 a.

Так как регулярные языки замкнуты относительно объединения, пе-
ресечения и дополнения, они образуют булеву алгебру REG.

Определение 11. Относительно регулярной алгеброй для языка L
будем называть булеву алгебру REGL = {M ∩ L | M ∈ REG} с операци-
ями объединения, пересечения и дополнения до L.

Заметим, что REGΣ∗ совпадает с REG. Из определения также вид-
но, что относительно регулярная алгебра всегда является гомоморфным
образом алгебры регулярных языков, а соответствующий гомоморфизм
имеет вид ϕ(x) = x ∩ L. Стоит отметить, что относительно регулярные
алгебры всегда атомны: в роли атомов в них выступают языки из одного
слова.

Как и для других алгебраических структур, важным оказывается по-
нятие идеала булевой алгебры, особую роль в изучении булевых алгебр
играет идеал Фреше.

Определение 12. Подмножество I ⊂ A булевой алгебры A называет-
ся идеалом, если I содержит 0, для каждого элемента i из I все меньшие i
элементы также содержатся в I и I замкнуто относительно операции ∨.

Отдельно подчеркнём, что идеал булевой алгебры сам может не яв-
ляться булевой алгеброй.

Определение 13. Идеалом Фреше F (A) булевой алгебры A называ-
ется идеал, состоящий из всех конечных дизъюнкций её атомов.

В относительно регулярной алгебре для языка L есть простой способ
указать на её элемент X: достаточно указать регулярный язык M, пере-
сечение которого с L равно X. Такое представление неоднозначно, что со-
здаёт дополнительные проблемы в алгоритмических вопросах о данной
булевой алгебре. Задача проверки равенства двух элементов сводится
к задаче DRRL для их симметрической разности (это также регулярный
язык). Если интересоваться фактором относительно регулярной алгеб-
ры по идеалу Фреше, то проверка равенства двух элементов сводится
к задаче бесконечной регулярной реализуемости для их симметрической
разности (при представлении элементов этой фактор-алгебры регуляр-
ными языками). Такая связь между задачами регулярной реализуемости
и алгоритмическими вопросами о булевых алгебрах представляется нам
важной и заслуживающей дальнейшего изучения.
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Abstract. A well-studied class of algorithmic problems is that of reg-
ular realizability, i.e. checking the non-emptiness of the intersection of
a regular language with a given language. This problem has a natu-
ral algebraic interpretation which is verifying whether an element of
a Boolean algebra belongs to the kernel of a certain homomorphism.
This motivates the consideration of a similar problem of infinite regular
realizability that is checking whether the intersection of a regular lan-
guage with a given language is infinite. The paper examines the case of
decidable languages and provides a comparative analysis of the complex-
ity of infinite regular realizability problems versus regular realizability
problems. Bibliogr. 22.

Keywords: regular language, regular realizability problem, arithmetic
hierarchy.
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