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Аннотация. В работе даётся полное описание крайних точек мно-
жества Харшаньи произвольной конечной кооперативной игры с по-
бочными платежами. Выигрыши, отвечающие каждой такой точке,
задаются некоторой полной упорядоченностью всех игроков. При
этом дивиденд каждой коалиции передаётся целиком тому из её
участников, кто является первым (в случае отрицательности это-
го дивиденда) или последним (в случае неотрицательности таково-
го) в данной коалиции в смысле заданной упорядоченности. Полу-
ченный результат дополняет известную теорему Шепли о строении
ядер выпуклых кооперативных игр. Библиогр. 14.
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Введение

В современной теории кооперативных игр с побочными платежами
(TU-игры) одной из центральных задач является построение и анализ
принципов оптимального распределения совокупного выигрыша между
участниками. Наряду с классическими концепциями решения, такими
как ядро и множество Вебера, фундаментальное значение имеет множе-
ство Харшаньи. Оно определяет границы справедливого распределения
на основе вкладов коалиций и обобщает идею дележей через коалици-
онные дивиденды. Дивиденды Харшаньи, введенные в 1959 г., отража-
ют «чистый» экономический эффект от кооперации внутри каждой кон-
кретной коалиции. Распределение этих дивидендов между членами коа-
лиций порождает класс векторов выплат Харшаньи. Множество Харша-
ньи определяется как выпуклая оболочка всех допустимых распределе-
ний дивидендов и представляет собой замкнутый выпуклый многогран-
ник.
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Известно, что множество Харшаньи любой кооперативной игры v сов-
падает с ядром некоторой другой выпуклой игры, определённым обра-
зом связанной с v. Несмотря на имеющееся уже достаточно полное пред-
ставление о структуре ядер выпуклых игр, задача полной характериза-
ции вершин многогранника Харшаньи для произвольных TU-игр долгое
время оставалась нерешённой. Прямые вычисления здесь осложняются
экспоненциальным ростом числа коалиций и знакопеременной природой
дивидендов. В результате геометрия множества Харшаньи оказывается
значительно сложнее строения классического ядра выпуклой игры.

В настоящей работе даётся полное описание крайних точек множе-
ства Харшаньи произвольной кооперативной игры n лиц. Полученный
результат естественным образом сопоставляется с известной теоремой
Шепли о строении ядер выпуклых кооперативных игр. В разд. 1 даётся
определение множества Харшаньи H(v) и приводится его представление
в форме ядра некоторой выпуклой игры vH , ассоциированной с исходной
игрой v. Разд. 2 содержит подробное описание крайних точек множества
Харшаньи и указывает их отличие от вершин ядер выпуклых коопера-
тивных игр.

1. Основные определения

Напомним (см., например, [1–4]) определение классической коопера-
тивной игры n лиц с побочными платежами (TU-кооперативной игры
в другой терминологии). Таковой называется пара Γ = (N, v), где мно-
жество N = {1, . . . , n} описывает совокупность игроков игры Γ, а отоб-
ражение v : 2N → RN задаёт характеристическую функцию этой игры,
указывающую максимальные гарантированные выигрыши v(S) коали-
ций S ⊆ N (по определению v(∅) = 0). В дальнейшем, как обычно,
всякую игру Γ = (N, v) будем отождествлять с её характеристической
функцией v. Простейшими примерами классических игр являются так
называемые игры единогласия 1) uS, S ∈ σ0, определяемые соотношени-
ями

uS(T ) =

®
1, если S ⊆ T ,

0 иначе,
(1)

где через σ0 обозначается совокупность всех непустых коалиций игры v:

σ0 = {S ⊆ N | S 6= ∅}.
Нетрудно убедиться, что игры единогласия составляют базис линейного
пространства V = V (N) всех TU-кооперативных игр n лиц, заданных
на множестве N (см. [4]), а именно, для каждой игры v ∈ V существует

1) В другой терминологии — простейшие игры [3].
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единственное представление в виде линейной комбинации игр uS , опре-
деляемых формулой (1):

v =
∑

S∈σ0

vSu
S , v ∈ V. (2)

Коэффициенты vS , участвующие в разложении (2) игры v, называются
дивидендами Харшаньи этой игры 2).

Далее, как обычно, для x = (x1, . . . , xn) и S ∈ σ0 используются сокра-
щения

x(S) =
∑

i∈S

xi, S ∈ σ0.

Для описания множества Харшаньи [7] игры v введём необходимые
определения. Обозначим через ∆S грань симплекса σ∗

F = {α ∈ RN
+ |

α(N) = 1}, отвечающую коалиции S ∈ σ0:

∆S =
{
αS =

(
αS
i

)
i∈N
∈ RN

+ | αS(N) = 1, αS
N\S = 0

}
, S ∈ σ0, (3)

где, как обычно, через xS обозначается сужение вектора x = (xi)i∈N
из RN на множество S, т. е. xS = (xi)i∈S ∈ RS .

Определение 1. Вектор x ∈ RN называется распределением Харша-

ньи (сокращённо H-распределением) игры v, если существуют распре-
деления αS ∈ ∆S , S ∈ σ0, такие, что справедливо представление

x =
∑

S∈σ0

vSα
S . (4)

Совокупность H-распределений игры v

H(v) =
{ ∑

S∈σ0

vSα
S | αS ∈ ∆S , S ∈ σ0

}
(5)

называется её множеством Харшаньи 3)(см. [5–7]).

Замечание 1. Как видно из определения 1, множество Харшаньи
является взвешенной суммой

∑
S∈σ0

vS∆
S конечного числа выпуклых мно-

гогранников (каждый из которых согласно (3) представляет собой сим-
плекс той или иной размерности). Следовательно (см. [8, 9]), множе-
ство H(v)— тоже выпуклый многогранник (т. е. является выпуклым ком-
пактом, представимым в виде пересечения конечного числа полупро-
странств). Список указанных полупространств для H(v) найден в ра-
боте [7], где также приведен и список крайних точек множества H(v),

2) Детальное описание общих свойств дивидендов Харшаньи и возможности их
использования для анализа несимметричных значений игр с побочными платежами
см., например, в [5, 6].

3) В литературе используется также синоним многогранник Харшаньи.
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но соответствующее доказательство дано лишь в эскизной форме. Цель
настоящей заметки состоит в восполнении имеющихся в [7] пробелов.

Для описания крайних точек H(v) понадобятся два вспомогательных
результата из [7], представляющих и самостоятельный интерес.

Лемма 1. Для произвольной игры v ∈ V (N) справедлива формула

v(S) =
∑

T⊆S

vT , S ∈ σ0. (6)

В частности, для большой коалиции N выполняется равенство

v(N) =
∑

T⊆N

vT .

Доказательство. Ввиду равенства v =
∑

T∈σ0

vTu
T и соотношений

uT (S) = 1 при T ⊆ S и uT (S) = 0 при T * S (справедливых для любой
коалиции S ∈ σ0 в силу определения простейших игр uT ) получаем

v(S) =
∑

T∈σ0

vTu
T (S) =

∑

T⊆S

vT , S ∈ σ0.

Тем самым и при S = N имеем требуемое равенство

v(N) =
∑

S∈σ0

vTu
T (N) =

∑

T⊆N

vT .

Лемма 1 доказана.

Используя лемму 1, получим её обобщение, имеющее важное значе-
ние для описания крайних точек многогранника H(v). Введём необходи-
мые обозначения. Пусть S1, . . . , Sm — множество m произвольных непу-
стых попарно не пересекающихся коалиций игры v. Зададим семейство
[S1, . . . , Sm] формулой

[S1, . . . , Sm] =

{
T ⊆

m⋃

i=1

Si | T ∩ Si 6= ∅, i = 1, . . . ,m

}
.

Напомним [2], что величина vm(S1, . . . , Sm), определяемая соотношением

vm(S1, . . . , Sm) =
∑

K⊆M

(−1)m−|K|v
( ⋃

i∈K

Si

)
, v ∈ V (N), (7)

где M = {1, . . . ,m}, называется полиномиальной разностью (порядка m)
функции v (на разбиении {S1, . . . , Sm}). Приведём используемое далее
выражение полиномиальной разности функции v ∈ V (N) через её диви-
денды Харшаньи.
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Утверждение 1. Для произвольной игры v ∈ V (N) и любого се-

мейства её m непустых попарно не пересекающихся коалиций S1, . . . , Sm

выполняется равенство

vm(S1, . . . , Sm) =
∑

T∈[S1,...,Sm]

vT , v ∈ V (N). (8)

Доказательство. Используя формулу (6), распишем альтерниро-
ванную сумму через соответствующие дивиденды Харшаньи её слагае-
мых. Отметим сразу, что среди них, очевидным образом, фигурируют
(с соответствующим знаком) лишь те дивиденды vT , для которых T со-

держится в объединении коалиций Si: T ⊆
m∑
i=1

Si. Возможны два случая:

1) T пересекается с каждой из коалиций Si, i = 1, . . . ,m;
2) T не пересекается хотя бы с одной из коалиций Si.
Ясно, что в первом случае дивиденд vT фигурирует только в одном

слагаемом альтернированной суммы
∑

K⊆M

(−1)m−|K|v
( ⋃
i∈K

Si

)
, а именно,

в слагаемом v
( ⋃
i∈M

Si

)
. Следовательно, в итоговую сумму он входит с ко-

эффициентом +1.
Рассматривая второй случай, положим L = {i ∈ M | Si ∩ T = ∅}.

В этом случае L 6= ∅, поэтому, вычисляя коэффициент aT при vT в аль-
тернированной сумме, согласно формулам (6) и (7) с точностью до знака

имеем aT =
l∑

k=0

(−1)kCk
l . Отсюда по известной комбинаторной формуле

получаем aT = (1−1)l = 0. Итак, в силу произвольности выбора T имеем
требуемое равенство (8). Утверждение 1 доказано.

В заключение раздела напомним используемое в дальнейшем понятие
классического ядра C(v) игры v, которое задаётся формулой

C(v) = {x ∈ RN | x(N) = v(N), x(S) > v(S), S ∈ σ0}

и определяет совокупность дележей игры v, не блокируемых никакой
коалицией S ∈ σ0 (см., например, [4, 10, 11]). В дальнейшем будем опи-
раться на следующую характеризацию множества Харшаньи, получен-
ную в [7].

Теорема 1. Для произвольной игры v ∈ V (N) справедливо представ-

ление H(v) = C(vH), где

vH(S) = v(S)− v−2 (S,N \ S), S ∈ σ0. (9)
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Здесь и далее используется сокращение v−2 (S,N \S) = (v−)2(S,N \S),
где через v− обозначается функция

v−(S) =
∑

T⊆S

max {−vT , 0}, S ⊆ N. (10)

2. Вершины многогранника Харшаньи

Как отмечалось в разд. 1, полиэдральное множество H(v), определён-
ное формулами (4) и (5), задаётся системой линейных неравенств, харак-
теризующих ядро другой кооперативной игры vH , порождаемой функ-
цией v. А именно, оказывается [7], что для всех кооперативных игр n лиц
справедливо представление

H(v) = {x ∈ RN | x(N) = v(N), x(S) > vH(S), S ⊆ N} (11)

при v ∈ V (N). Также в [7] установлено, что для любой игры v ∈ V (N)

ассоциированная с ней игра vH выпукла 4). Именно этот факт вместе
с равенством (11) и известной теоремой Шепли о крайних точках ядер
выпуклых кооперативных игр [12] используется в настоящем разделе для
описания крайних точек многогранника Харшаньи. Как видно из при-
водимой ниже теоремы 2, и здесь определяющую роль играет способ
распределения дивидендов Харшаньи между участниками соответству-
ющих коалиций, определяемый их «иерархией». Этот способ, выявляю-
щий единоличных собственников тех или иных дивидендов, указывается
приводимым ниже построением.

Через Π = Π(N) будем обозначать совокупность всех перестановок
(взаимно однозначных отображений π : N → N) множества N. При этом
под упорядочением, определяемым перестановкой π, понимается распо-
ложение игроков из N в последовательность (i1, . . . , in), удовлетворяю-
щую условию π(ik) = k для всех k = 1, . . . , n. Другими словами, номер
игрока i ∈ N, определяемый перестановкой π, задаётся числом π(i), при
этом из двух игроков i и j старшим считается тот, чей номер (π(i) или
π(j)) больше.

Кроме того, как и в общем случае полуупорядоченных пространств
(см. [13, 14]), через v+ и v− обозначаются положительная и отрицатель-
ная полиномиальные вариации функции v ∈ V (N) соответственно:

v+ =
∑

S∈σ0

max{vS , 0}uS , v− =
∑

S∈σ0

max{−vS , 0}uS (12)

4) Игра u ∈ V (N) называется выпуклой, если для любых коалиций S и T выпол-
няется неравенство v(S ∪ T ) + v(S ∩ T ) > v(S) + v(T ).



32 В. А. Васильев

(несколько иной вариант определения функции v− приводился в форму-
ле (10)). Легко видеть, что из очевидного равенства v = v+ − v− и соот-
ношений (8)–(10) и (12) вытекает равенство

vH(S) =
∑

T⊆S

vT −
∑

T∈[S,N\S]

(v−)T , S ⊆ N, v ∈ V (N). (13)

Теорема 2 (крайние точки H(v)). Множество exH(v) крайних точек

многогранника Харшаньи состоит из маргинальных дележей vπH , π ∈ Π,
выпуклой игры vH , определяемых согласно соответствующему упорядо-

чению π = (i1, . . . , in) по формуле

vπH(ik+1) = vH
(
Sπ
k+1

)
− vH

(
Sπ
k

)
, k = 0, . . . , n− 1,

где Sπ
k = {i1, . . . , ik}, k = 1, . . . , n, а функция vH задана формулой (13).

При этом значения выигрышей vπH(ik+1), выраженных в дивидендах Хар-

шаньи игры v, задаются соотношениями 5)

vπH(ik+1) = v(ik+1) + v+2
(
ik+1, S

π
k

)
− v−2

(
ik+1, N \ Sπ

k+1

)
(14)

для всех k = 0, . . . , n−1. Иначе говоря, в крайних точках многогранника

H(v) распределение дивидендов Харшаньи между участниками игры v
при упорядочении π осуществляется (согласно (14)) по следующим пра-

вилам:

1) все неотрицательные дивиденды vT целиком достаются старшим

(при упорядочении π) участникам этих коалиций;

2) все отрицательные дивиденды vT целиком достаются младшим 6)

(при упорядочении π) участникам этих коалиций.

Для доказательства теоремы 2 воспользуемся следующей леммой.

Лемма 2. Пусть T1 T2 и T3 — непустые попарно дизъюнктные (непе-

ресекающиеся) коалиции из множества N. Тогда для произвольной иг-

ры v ∈ V (N) выполняется равенство

v2(T1, T2 ∪ T3) = v2(T1, T2) + v2(T1, T3) + v3(T1, T2, T3), (15)

где, как и ранее,

v3(T1, T2, T3) = v(T1 ∪ T2 ∪ T3)−
∑

{i,j}⊆{1,2,3}

v(Ti ∪ Tj) +
3∑

i=1

v(Ti).

5) Ниже вводим сокращения v+2 (i, S \ i) = (v+)2(i, S \ i), v−2 (i, S \ i) = (v−)2(i, S \ i).
6) Младшим (старшим) в T при упорядочении π называется игрок i ∈ T, для

которого выполняется условие π(i) 6 π(k) для всех k ∈ T (π(i) > π(k) для всех
k ∈ T ). Другими словами, это игрок, первым (последним) в смысле π вступивший
в коалицию T.
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Доказательство вытекает из утверждения 1, согласно которому

vm(T1, . . . , Tm) =
∑

T∈[T1,...,Tm]

vT , v ∈ V (N), (16)

где T1, . . . , Tm — m произвольных непустых попарно не пересекающихся
подмножеств N, а множество [T1, . . . , Tm] определяется формулой

[T1, . . . , Tm] =

{
T ⊆

m⋃

i=1

Ti | T ∩ Ti 6= ∅, i = 1, . . . ,m

}
. (17)

Действительно, нетрудно проверить, что в силу определения (17) для
любых трёх непустых попарно не пересекающихся множеств T1, T2, T3

справедливо тождество

[T1, T2 ∪ T3] = [T1, T2] ∪ [T1, T3] ∪ [T1, T2, T3].

Отсюда на основании (16) получаем искомое равенство (15):

v2(T1, T2 ∪ T3) = v2(T1, T2) + v2(T1, T3) + v3(T1, T2, T3).

Лемма 2 доказана.

Кроме того, при доказательстве теоремы 2 используется следующее
важное свойство функций vH .

Утверждение 2 (о маргинальных значениях функции vH). Если ко-

алиция S непустая, а игрок r содержится в её дополнении (т. е. r при-

надлежит N \ S), то справедлива формула

vH(S ∪ r)− vH(S) = v(r)+ v+2 (r, S)− v−2 (r,N \ (S ∪ r)), v ∈ V (N). (18)

Доказательство. Полагая T1 = S, T2 = {r} и T3 = N \ (S ∪ r)
и используя лемму 2, получаем

v−2 (S,N \ S) = v−2 (S, r ∪N \ (S ∪ r)) =

= v−2 (S, r) + v−2 (S,N \ (S ∪ r)) + v−3 (S, r,N \ (S ∪ r)), (A1)

v−2 (S ∪ r,N \ (S ∪ r)) = v−2 (S,N \ (S ∪ r)) +

+ v−2 (r,N \ (S ∪ r)) + v−3 (S, r,N \ (S ∪ r)). (A2)

Кроме того, в силу (6), (13) и очевидного равенства v = v+ − v−

выполняется соотношение

v(S ∪ r)− v(S) = v(r) + v+2 (r, S) − v−2 (r, S). (A3)

Введём обозначения

B1 = v−2 (S,N \ S), B2 = v−2 (S ∪ r,N \ (S ∪ r)), B3 = v(S ∪ r)− v(S).

Согласно формуле, задающей функцию vH , имеем

vH(S ∪ r)− vH(S) = B1 −B2 +B3. (19)
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При этом в силу соотношений (A1) и (A3) выполняется равенство

B1 +B3 = v(r) + v+2 (r, S) + v−2 (S,N \ (S ∪ r)) + v−3 (S, r,N \ (S ∪ r)).

Тогда с учётом (A2) получаем равенство

B1 −B2 +B3 = v(r) + v+2 (r, S) − v−2 (r,N \ (S ∪ r)),

которое согласно (19) и есть требуемая формула (18). Утверждение 2
доказано.

Доказательство теоремы 2. Нетрудно проверить, что (14) оче-
видным образом вытекает из утверждения 2, если положить r = ik+1,
S = Sπ

k и воспользоваться формулой (18). Теорема 2 доказана.

Замечание 2. Интересно отметить, что для крайних точек ядра C(v)
выпуклой игры v согласно теореме Шепли [12] распределение дивиден-
дов Харшаньи между участниками коалиций при упорядочении π осу-
ществляется по другому правилу: все дивиденды vT независимо от их
знака достаются целиком старшим при упорядочении π участникам ко-
алиций T.

Соединяя теорему 2 и замечание 2, получаем установленное ранее
важное следствие (см., например, [6]).

Следствие 1. Если все дивиденды Харшаньи игры v, кроме отвечаю-

щих одноэлементным коалициям, неотрицательные, то её ядро совпадает

с множеством Харшаньи: C(v) = H(v). Другими словами, для указанных

игр (называемых почти положительными [3]) делёж неблокируем тогда

и только тогда, когда он является распределением Харшаньи рассмат-

риваемой игры.
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ON THE EXTREME POINTS OF THE HARSANYI SET
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Abstract. A complete description of the extreme points of the Harsanyi
set of a cooperative n-player game is given. We establish that each ex-
treme Harsanyi payoff of any such game, as an extreme imputation
in the core of a convex game, is determined by some linear ordering
of the players. However, in contrast to the extreme core imputations
of a convex game, in Harsanyi payoffs each coalitional dividend is as-
signed either to the last (when the dividend is nonnegative), or to the
first member of the coalition (when the dividend is negative). The terms
“last” and “first” are applied with respect to the mentioned linear order-
ing. Note that, according to the famous Shapley theorem on the core of
a convex game, the extreme core imputation determined by such linear
ordering assigns each coalitional dividend exactly to the last partici-
pant of the coalition (independently of the sign of the dividend under
consideration). Bibliogr. 14.

Keywords: cooperative game, core, Harsanyi payoff, extreme point of
Harsanyi polyhedron.

References

1. J. von Neumann and O. Morgenstern, Theory of Games and Economic

Behavior (Princeton Univ. Press, Princeton, 1953; Nauka, Moscow, 1970 [Rus-
sian]).

2. G. Owen, Game Theory (Saunders, Philadelphia, 1968; Mir, Moscow, 1971
[Russian]).

3. S. L. Pecherskiy and E. B. Yanovskaya, Cooperative Games: Solutions and

Axioms (Izd. Eur. Univ. St. Petersburg, St. Petersburg, 2004) [Russians].
4. J. Rosenmüller, Kooperative Spiele und Märkte (Springer, Heidelberg, 1971

[German]; Mir, Moscow, 1974 [Russian]).

English transl.: Journal of Applied and Industrial Mathematics 20 (1) (2026).



On the extreme points of the Harsanyi set 37

5. P. Dehez, On Harsanyi dividends and asymmetric values, Int. Game Theory

Rev. 19 (3), ID 1750012 (2017).
6. V. A. Vasil’ev, Cores and generalized NM-solutions for some classes of cooper-

ative games, in Russian Contributions to Game Theory and Equilibrium Theory

(Springer, Heidelberg, 2006), pp. 91–149 (Theory Decis. Libr. C, Vol. 39).
7. V. A. Vasil’ev, On H-divisions of cooperative games, in Optimization, Vol. 24

(Inst. Mat. SO AN SSSR, Novosibirsk, 1980), pp. 18–32 [Russian].
8. G. G. Magaril-Ilyaev and V. M. Tikhomirov, Convex Analysis and Its

Applications (Leebrokom, Moscow, 2011) [Russian].
9. R. T. Rockafellar, Convex Analysis (Princeton Univ. Press, Princeton, 1970;

Mir, Moscow, 1973 [Russian]).
10. O. N. Bondareva, Core theory for a game of n people, Vestn. Leningr. Gos.

Univ., Ser. Mat., Mekh., Astron. 13 (3), 141–142 (1962) [Russian].
11. O. N. Bondareva, Some applications of linear programming methods to the

theory of cooperative games, in Problems of Cybernetics, Vol. 10 (Fizmatgiz,
Moscow, 1963), pp. 119–140 [Russian].

12. L. S. Shapley, Cores of convex games, Int. J. Game Theory 1, 11–26 (1971).
13. B. Z. Vulikh, Introduction to the Theory of Semi-Ordered Spaces (Fizmatgiz,

Moscow, 1961) [Russian].
14. L. V. Kantorovich and G. P. Akilov, Functional Analysis (Nauka, Moscow,

1977) [Russian].

Valery A. Vasil’ev Received February 4, 2026

Revised February 11, 2026

Accepted February 22, 2026


