


ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ
Январь–март 2026. Т. 33, № 1. С. 5–25

УДК 519.7 DOI: 10.33048/daio.2026.33.845

ПОЛУДИСКРЕТНОЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ
МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБЪЕКТОВ

В ЗАДАЧЕ ДВУМЕРНОЙ УПАКОВКИ

В. В. Акентьев

Новосибирский гос. университет,
ул. Пирогова, 2, 630090 Новосибирск, Россия

E-mail: akentevvv01@gmail.com

Аннотация. Рассматривается задача двумерной упаковки (nesting
problem), заключающаяся в размещении набора объектов произ-
вольной формы в ограниченную полосу с целью минимизации её ис-
пользуемой длины. Одним из ключевых этапов решения подобных
задач является выбор способа моделирования геометрических объ-
ектов, который определяет как точность аппроксимации их формы,
так и вычислительные затраты алгоритма упаковки. Предлагается
новый метод моделирования объектов на основе адаптивных тра-
пеций. В отличие от актуального метода — сегментного подхода —
он позволяет значительно снизить избытки аппроксимации, возни-
кающие при несовпадении вершин с узлами сетки, и повысить точ-
ность представления формы объектов. Проведённые вычислитель-
ные эксперименты на типовых наборах данных ESICUP показали,
что использование предложенного метода при выполнении алгорит-
ма упаковки вниз-влево (bottom-left-fill) обеспечивает более плот-
ное размещение объектов при умеренном увеличении вычислитель-
ных затрат. Полученные результаты подтверждают эффективность
предложенного метода и его практическую применимость в задачах
двумерной упаковки. Табл. 2, ил. 11, библиогр. 11.

Ключевые слова: задача раскроя, задача упаковки, полудискрет-
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Введение

Задача двумерной упаковки объектов произвольной формы (nesting
problem) имеет широкий спектр практических приложений. Она возника-
ет в текстильной, металлургической, стекольной и машиностроительной
промышленности, где требуется рациональное использование материа-
ла при раскрое или компоновке деталей. В литературе данная задача
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рассматривается как частный случай общей задачи резки и упаковки
(cutting and packing, C&P). В отличие от других подзадач C&P, в зада-
че вложения рассматриваются как выпуклые, так и невыпуклые много-
угольники. Учёт последних существенно усложняет решение по сравне-
нию с постановками, ограниченными выпуклыми объектами.

Формально задача вложения заключается в размещении множества
двумерных простых (самонепересекающихся) многоугольников внутри
заданных контейнеров при условии отсутствия пересечений между объ-
ектами. В качестве контейнеров могут рассматриваться как ограничен-
ные многоугольные области, так и неограниченная по длине полоса. Кон-
кретная целевая функция определяется прикладной областью и может
включать минимизацию используемой длины полосы, минимизацию чис-
ла контейнеров и другие критерии. Ключевая вычислительная слож-
ность задачи связана с проверкой пересечений объектов произвольной
формы, что требует применения эффективных методов вычислительной
геометрии и во многом определяет масштабируемость алгоритма.

Производительность алгоритма решения во многом определяется спо-
собом моделирования объектов. Существующие подходы условно делят-
ся на два класса:
• точные (методы на основе no fit polygon, ϕ-функций [1] и др.);
• дискретные (пиксельный [2], полосный [3], сегментный [4] методы

и др.).
Точные методы обеспечивают корректное геометрическое представле-

ние и отсутствие ошибок аппроксимации, однако характеризуются высо-
кими вычислительными затратами и слабой масштабируемостью. Дис-
кретные методы, напротив, позволяют значительно ускорить выполне-
ние основных операций (проверку пересечения, поиск позиции для раз-
мещения и само размещение), что особенно важно в эвристических и ме-
таэвристических алгоритмах, где качество решения напрямую зависит
от количества итераций. Однако повышение скорости достигается ценой
снижения точности аппроксимации формы объектов, что в ряде случаев
может приводить к ухудшению качества упаковки.

В последние годы внимание исследователей привлекли полудискрет-
ные методы, в которых дискретизация выполняется только по одному
направлению. Такой подход обеспечивает баланс между скоростью и точ-
ностью [5]. В частности, в [6] показано, что применение полудискретного
сегментного кодирования позволяет достигать высокой производитель-
ности при умеренных искажениях формы. Однако данный метод чув-
ствителен к выбору шага сетки: если вершины объектов не совпадают
с узлами сетки, то аппроксимация может давать значительные избытки,
что приводит к ухудшению решения.
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В настоящей работе предлагается новый полудискретный метод ко-
дирования объектов, основанный на использовании адаптивных трапе-
ций. Он призван устранить указанный недостаток сегментного подхода,
повысив точность аппроксимации без существенного увеличения вычис-
лительных затрат. Целью работы является разработка и исследование
предложенного метода, а также экспериментальное сравнение его с суще-
ствующим сегментным кодированием в контексте применения в жадных
алгоритмах двумерной упаковки.

Работа организована следующим образом. В разд. 1 рассматривается
историческое развитие дискретных методов. Ограничения актуального
сегментного подхода описаны в разд. 2. В разд. 3 представлены новый
метод кодирования и его особенности. Результаты вычислительных экс-
периментов приведены в разд. 4, а в заключении сформулированы ос-
новные выводы и направления дальнейших исследований.

1. Обзор дискретных кодировок

Важным направлением исследований в области задачи вложения яв-
ляется разработка дискретных кодировок, ориентированных на дости-
жение точной аппроксимации форм объектов при сохранении высокой
вычислительной эффективности. Под кодировкой в данном контексте по-
нимается дискретное представление геометрического объекта в виде ко-
нечного множества элементов регулярной структуры, позволяющее вы-
полнять основные операции над объектами — проверку пересечений, сме-
щение и размещение — в упрощённой форме. Применение таких кодиро-
вок сводит сложные геометрические операции к работе с более простыми
структурами, что существенно облегчает проверку пересечений по срав-
нению с точными методами.

В процессе решения задачи работа ведётся непосредственно с кодиров-
ками объектов: объекты считаются пересекающимися, если пересекаются
их представления. Поскольку пересечения объектов недопустимы, коди-
ровка должна полностью покрывать исходный объект. При этом упроще-
ния, возникающие в процессе аппроксимации, могут приводить к появ-
лению дополнительных областей — избытков аппроксимации, вследствие
чего аппроксимация оказывается несколько увеличенной по сравнению
с исходным объектом.

Поскольку большинству дискретных методов построения кодировки
характерно использование одномерной или двумерной сетки, её шаг R
выступает параметром, определяющим точность аппроксимации. В ти-
пичных случаях уменьшение шага делает дискретное представление бли-
же к исходной форме объекта и расширяет пространство допустимых ре-
шений. Однако такое поведение наблюдается не всегда: если шаг сетки
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изначально согласован с геометрией объекта, то его дальнейшее умень-
шение может приводить к появлению избыточных областей аппроксима-
ции и, как следствие, к ухудшению точности представления. Тем самым
уменьшение шага неизбежно увеличивает вычислительные затраты. По-
этому актуальной задачей является разработка подходов, позволяющих
достичь приемлемой точности аппроксимации даже при сравнительно
крупном шаге сетки.
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Рис. 1. Исходный объект

Ниже представлены основные подходы дискретного моделирования
на примере объекта, приведённого на рис. 1, отражающие последова-
тельное развитие идей и методов к их кодированию.

• Бинарное кодирование, предложенное в 1993 г. [2], заключает-
ся в построении двумерной сетки и формировании массива, в котором
каждой ячейке соответствует клетка сетки. Если клетка или её граница
пересекается с объектом, то в соответствующей ячейке массива фиксиру-
ется единица, в противном случае — нуль. Таким образом формируется
пиксельная аппроксимация объекта (рис. 2a, 2б).
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Рис. 2. Методы бинарного кодирования и кодирования переходов:
а) аппроксимация объекта на сетке; б) массив бинарного кодирования;

в) массив кодирования переходов
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• Кодирование переходов, предложенное в 2001 г. [7], представля-
ет собой развитие бинарного подхода. На основе бинарного представле-
ния объекта формируется массив тех же размеров, где каждая ячейка
получает значение, равное нулю, если соответствующая ячейка в бинар-
ной матрице равна нулю; в противном случае указывается число ячеек,
на которое надо переместиться вправо до первой нулевой ячейки или
конца массива.

Такой способ кодирования не изменяет геометрическое представление
кодировки, но позволяет ускорить проверку пересечений по сравнению
с бинарным кодированием, поскольку каждая ячейка хранит дополни-
тельную информацию о расстоянии до области, не содержащей объекта
(рис. 2в).

• Полосное кодирование, предложенное в 2007 г. [3], является по-
лудискретным методом, так как использует одномерную сетку для коди-
рования. Объект аппроксимируется множеством прямоугольников, пара
сторон каждого из которых опирается на соседние узлы сетки, а объеди-
нение всех прямоугольников полностью покрывает объект.

Метод на порядки ускоряет выполнение основных операций по срав-
нению с двумя описанными выше подходами. Кроме того, полудискре-
тизация обеспечивает более точное приближение формы объектов, что
положительно сказывается на качестве решений. Пример полосной ап-
проксимации объекта приведён на рис. 3.

0 R 2R 3R 4R 5R

Рис. 3. Полосный метод кодирования

• Сегментное кодирование, впервые представленное в 2013 г. [4]
и подробно описанное в [6], представляет собой актуальный полудис-
кретный подход. В отличие от полосного метода, здесь для аппроксима-
ции используются трапеции (включая вырожденные случаи с основани-
ем нулевой длины). Основания трапеций располагаются на соседних уз-
лах сетки, а боковые стороны касаются границы объекта. Для обеспече-
ния корректности на трапеции накладывается ограничение: пересечение
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y-проекций оснований трапеции на любой узел сетки непусто. Если до-
пустимы несколько вариантов угла наклона боковой стороны, то выби-
рается прямой угол.

Элементами кодировки выступают основания трапеций, представля-
емые сегментами, которым присваиваются метки трёх типов: L (left),
R (right) или M (middle), в зависимости от их положения и взаимно-
го пересечения. Так, левый (правый) сегмент трапеции получает мет-
ку L (R). Если пересекаются два однотипных сегмента, то они объеди-
няются в один с тем же типом. В случае пересечения разнотипных сег-
ментов соответствующая общая часть выделяется в отдельный сегмент
с меткой M, тогда как оставшиеся непересекающиеся участки сохраняют
исходную маркировку (рис. 4).
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Рис. 4. Сегментный метод кодирования (сегменты L — зелёные,
M — синие, R — красные): а) аппроксимация объекта трапециями;

б) построение сегментной кодировки; в) сегментная кодировка

В предыдущих методах кодировки объекты считались пересекающи-
мися, если пересекалась хотя бы одна пара их элементарных составляю-
щих. В предлагаемом подходе сохраняется тот же принцип, однако до-
пускается пересечение сегментов типов L и R, что интерпретируется как
касание объектов без наложения.

Данный метод обеспечивает существенно более высокую точность ап-
проксимации по сравнению с предыдущим подходом при сопоставимых
вычислительных затратах на выполнение основных операций. Благодаря
этому сегментное кодирование в последние годы стало основой для раз-
работки эффективных эвристических алгоритмов решения задачи вло-
жения.

Для более наглядной интерпретации метода в данной работе дополни-
тельно введён шаг, описывающий построение трапеций, что также поз-
воляет интуитивно объяснить корректность сегментного представления.
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2. Недостатки сегментного кодирования

У актуального полудискретного способа кодирования сохраняется су-
щественный недостаток, связанный с появлением избыточных областей
аппроксимации. Эти излишки возникают в тех случаях, когда верши-
ны многоугольника не совпадают с узлами сетки: при дискретизации
части фигуры аппроксимация выходит за границы оригинала, что сни-
жает точность представления и может ухудшать качество размещения.
Пример возникновения таких избыточных областей показан на рис. 5.
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Рис. 5. Избытки аппроксимации сегментной кодировки

Данную проблему можно устранить подбором шага сетки так, чтобы
все абсциссы вершин делились на этот шаг, однако требование одновре-
менной целочисленной кратности множества произвольных координат,
как правило, неразрешимо на практике. Альтернативой является умень-
шение шага для повышения точности аппроксимации. При этом размер
кодировки и вычислительная сложность основных операций возрастают
пропорционально уменьшению шага, что сводит на нет преимущество
полудискретного подхода по вычислительной эффективности.

Для минимизации описанного недочёта разработан новый метод ко-
дирования, который частично снимает проблему избыточной аппрокси-
мации с сохранением высокой вычислительной эффективности; его опи-
сание приведено ниже.

3. Кодирование адаптивными трапециями

Идея предлагаемого способа кодирования развивает сегментное пред-
ставление и базируется на той же аппроксимации объекта набором (ап-
проксимирующих) трапеций, основания которых лежат на соседних уз-
лах сетки, а боковые стороны касаются границ исходного многоугольни-
ка, пример которой приведён на рис. 6а.
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Ключевое отличие заключается в параметризации выбора угла накло-
на боковой стороны трапеции в случаях, когда он неоднозначен. Жёсткое
правило фиксации прямого угла заменяется параметрическим подходом,
при котором значение угла определяется динамически в процессе выпол-
нения основных операций с учётом текущей компоновки объектов.

В качестве элементов кодировки выступают адаптивные трапеции:
статичные и нестатичные. Это части аппроксимирующих трапеций, кото-
рые не допускают и допускают изменения во время выполнения основных
операций соответственно. Статичные трапеции формируются из аппрок-
симирующих, которые либо не содержат вершин кодируемого объекта
(см. трапеции T1 и T5 на рис. 6б), либо включают только вершины, соот-
ветствующие локально вогнутым углам — вогнутым углам многоуголь-
ника, образуемого пересечением этой трапеции с кодируемым объектом
(например, трапеции T3 и T4). Оставшиеся аппроксимирующие трапеции
(T2, T6 и T7), содержащие иные типы вершин, относятся к нестатичным
и могут изменяться в процессе выполнения операций. При этом на них
накладывается ограничение, что даже после адаптации они обязаны пол-
ностью содержать соответствующий фрагмент исходного объекта.
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Рис. 6. Построение кодировки адаптивными трапециями
(статичные трапеции синие, нестатичные — красные):

а) аппроксимация объекта трапециями; б) классификация трапеций;
в) разделение нестатичных трапеций

Для повышения эффективности выполнения базовых операций разме-
ры нестатичных трапеций уменьшаются путём их разбиения на статич-
ную и нестатичные части, при этом статичная часть выбирается макси-
мально возможной. В результате из одного аппроксимирующего элемен-
та выделяются статичная и одна либо две нестатичные части в зависи-
мости от геометрии аппроксимируемой области.
• Пересечение двух узлов сетки. Если аппроксимируемая часть объ-

екта пересекает оба соседних узла сетки, то разбиение порождает одну
статичную и одну нестатичную трапеции. Примером служит трапеция T2
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(рис. 6б), которая разбивается на трапеции T ′
2 и T ′

3 (рис. 6в). При этом
если бы вершина v11 лежала между узлами R и 2R (аналогично вер-
шине v1), то была бы образована ещё одна нестатичная трапеция.

• Двукратное пересечение одного узла. Если аппроксимируемая часть
дважды пересекает один и тот же узел сетки, то разбиение приводит к од-
ной статичной и двум нестатичным трапециям. В этом случае выбор ос-
нования статичной трапеции со стороны непересекаемого узла является
неоднозначным; для устранения неоднозначности и снижения избытков
аппроксимации это основание задаётся точкой, ордината которой сов-
падает с серединой второго основания данной трапеции. Пример иллю-
стрируется на рис. 6б трапецией T6, которая после разбиения образует
трапеции T ′

7, T
′
8 и T ′

9 (см. рис. 6в).

В обоих случаях у каждой нестатичной трапеции фиксируется одна
боковая сторона — та, что непосредственно соприкасается со статичной
трапецией, полученной в результате разбиения.

Статичная трапеция однозначно определяется парой своих оснований,
тогда как нестатичная адаптивная трапеция характеризуется не только
основаниями, но и дополнительными параметрами: множеством точек
адаптации, представляющих собой вершины кодируемого объекта вне
узлов сетки, лежащие внутри трапеции или на её подвижной боковой
стороне, относительно которых выполняется адаптация, а также фикси-
руемой стороной (верхней или нижней), общей со статичной частью.

3.1. Построение нестатичной адаптивной трапеции. Опишем
алгоритм построения структуры данных, соответствующей нестатичной
адаптивной трапеции. Рассмотрим пару трапеций — статичную и неста-
тичную, образовавшихся в результате разбиения одной аппроксимирую-
щей трапеции, а также фрагмент объекта, который они совместно коди-
руют (рис. 7а) в ячейке i. Как отмечалось ранее, фиксируемой стороной
нестатичной трапеции является сторона, общая со статичной частью. Да-
лее изложение ведётся для случая, когда фиксированным является верх-
нее основание (рис. 7); алгоритм для варианта с фиксированным нижним
основанием строится аналогично.

Определение точек адаптации. Из множества всех вершин ко-
дируемого объекта выберем только лежащие внутри адаптивной тра-
пеции либо принадлежащие её подвижной боковой стороне. К ним до-
бавим вершины трапеции sl и sr, принадлежащие фиксируемой боко-
вой стороне. Точками адаптации назовём последовательность вершин
V = (v1, . . . , vn) выпуклой оболочки полученного множества, являющих-
ся вершинами кодируемого объекта и упорядоченных от левой фиксиро-
ванной точки sl к правой sr. В примере на рис. 7 таковыми являются
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Рис. 7. Построение структуры нестатичной адаптивной трапеции:
а) кодируемый фрагмент и аппроксимирующие трапеции;

б) определение точек адаптации и параметров нестатичной трапеции;
в) демонстрация перестроения подвижной стороны

вершины u1 и u3, переименованные далее в v1 и v2 соответственно. Если
множество точек адаптации пусто, то данный фрагмент полностью ап-
проксимируется ранее определённой статичной трапецией, и построения
нестатичной трапеции не требуется.

Функции перестроения подвижной боковой стороны. Для кор-
ректного обновления положения подвижной боковой стороны вводятся
функции

fr(yl) = min
v∈V

Å
yl +

vy − yl
vx − iR

R

ã
, (1)

fl(yr) = min
v∈V

Å
yr −

vy − yr
vx − (i+ 1)R

R

ã
. (2)

Функция (2) (соответственно функция (1)) по y-координате левой (пра-
вой) подвижной точки возвращает y-координату правой (левой) подвиж-
ной точки таким образом, чтобы прямая, проходящая через эти две точ-
ки, являлась касательной к аппроксимируемому фрагменту объекта.

Адаптация по углу наклона. Положение подвижной стороны за-
даётся углом её наклона. Для этого вводится функция, связывающая
угол наклона с координатой левой подвижной точки трапеции:

gl(θ) = min
v∈V

(vy + ctg θ(vx − iR)). (3)
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Угол наклона боковой стороны, проходящей через две точки u и v, опре-
деляется функцией

Φ(v, u) = arcctg

Å
vy − uy
vx − ux

ã
. (4)

Особые углы адаптации. На основе множества точек адаптации
формируется множество особых углов адаптации Θ, описывающее все
положения подвижной боковой стороны, при которых она становится
касательной к одной из сторон выпуклой оболочки аппроксимируемого
фрагмента:

Θ = {Φ(sl, v1)} ∪
n−1⋃

i=1

{Φ(vi, vi+1)} ∪ {Φ(vn, sr)}, vj ∈ V. (5)

Максимальное и минимальное значения угла наклона подвижной сто-
роны достигаются соответственно при Φ(sl, v1) и Φ(vn, sr); далее они обо-
значаются через θmax и θmin.

Ограничение области адаптации. Чтобы обеспечить корректную
адаптацию боковой стороны, вводится обобщение функции, ограничива-
ющее угол её наклона в пределах допустимой области:

Gl(θ) =





gl(θmin), если θ < θmin,

gl(θ), если θmin 6 θ 6 θmax,

gl(θmax), если θmax < θ.

(6)

На рис. 8 показана визуализация двух из множества возможных пред-
ставлений кодировки адаптивными трапециями для объекта с рис. 1.

0 R 2R 3R 4R 5R 0 R 2R 3R 4R 5R

Рис. 8. Кодирование адаптивными трапециями:
статичные трапеции синие, фиксированная (изменяемая) область

нестатичных трапеций — красная (зелёная)
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3.2. Проверка пересечений. Опишем алгоритм проверки пересече-
ний пар адаптивных трапеций, находящихся в одной ячейке. Рассмотрим
три возможных случая: пара статичных трапеций, комбинация статич-
ной и нестатичной трапеции и пара нестатичных трапеций.

1. Пара статичных трапеций. Две статичные трапеции пересекаются
тогда и только тогда, когда пересекается хотя бы одна пара их оснований
или их боковые стороны.

2. Статичная и нестатичная трапеции. Если нестатичная трапеция
зафиксирована сверху, то её нижняя сторона адаптируется по верхнему
углу статичной трапеции, после чего пересечение определяется по кри-
терию, аналогичному случаю двух статичных трапеций. В случае, когда
нестатичная трапеция зафиксирована снизу, аналогично адаптируется её
верхняя сторона.

3. Пара нестатичных трапеций. Возможны два случая: обе трапеции
зафиксированы с одной стороны или с разных сторон.

Если обе трапеции зафиксированы с одной стороны (например свер-
ху), то первая адаптируется по углу фиксированной боковой стороны
второй трапеции, а вторая — по углу фиксированной стороны первой. Да-
лее для адаптированных трапеций пересечение проверяется по критерию
для пары статичных.

В случае фиксации трапеций с разных сторон они не пересекаются,
если среди объединения множеств их особых углов существует угол, при
котором адаптированные трапеции не пересекаются.

Следует отметить, что благодаря особенностям алгоритма построения
кодировки количество нестатичных трапеций в представлении объекта
ограничено сверху числом его вершин. Это, в свою очередь, ограничива-
ет число сравнительно затратных вычислительных операций адаптации
по углу, выполняемых для пары нестатичных трапеций для любого шага
сетки. Таким образом, при уменьшении шага сетки рост вычислительных
затрат обусловлен преимущественно менее ресурсоёмкими операциями,
что обеспечивает масштабируемость метода относительно шага сетки.

3.3. Размещение. Опишем процедуру размещения предметов в кон-
тейнере, основанную на жадном алгоритме заполнения вниз-влево (bot-
tom-left-fill), который является базовым для большинства эвристических
алгоритмов.

Пусть заданы частично заполненный контейнер и предмет. Размеще-
ние осуществляется последовательным поиском первой допустимой по-
зиции в кодировке контейнера, начиная из нижнего левого угла. Для
каждой проверяемой позиции выполняются следующие шаги.
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Шаг 1. Производится проверка на наличие пересечения адаптивных
трапеций размещаемого предмета с трапециями, принадлежащими уже
размещённым объектам. Если пересечений не обнаружено, то предмет
фиксируется в текущем положении.

Шаг 2. В случае наличия пересечений предмет сдвигается в новую
позицию вдоль сетки на минимальное расстояние, при котором найден-
ные пересекающиеся адаптированные трапеции соприкасаются, не обра-
зуя перекрытий.

Шаг 3. Если после сдвига предмет выходит за рамки текущей ячей-
ки, то поиск позиции продолжается с начала следующей ячейки.

Если при этом кодировка предмета выходит за пределы контейнера
по ячейкам, то предмет считается неразмещаемым в данной конфигура-
ции упаковки.

Для формирования общей упаковки используется классический жад-
ный алгоритм bottom-left-fill. На первом этапе предметы сортируются
в невозрастающем порядке по площади, после чего последовательно раз-
мещаются с использованием описанной выше процедуры.

3.4. Сравнение с сегментным способом кодирования. Как от-
мечалось ранее, актуальный полудискретный способ кодирования име-
ет недостаток, связанный с избытками аппроксимации, возникающими
в случаях, когда вершины кодируемого объекта не совпадают с узла-
ми сетки. Предлагаемый метод частично сохраняет данную проблему,
однако выражена она значительно слабее. Избытки аппроксимации на-
блюдаются лишь в двух случаях:

1) для вершин, соответствующих локально вогнутым углам (напри-
мер, вершины v3 и v6 на рис. 6);

0 R 2R 3R 4R 5R

Рис. 9. Избытки аппроксимаций: избытки сегментного кодирования красные
и синие, избытки кодирования адаптивными трапециями — красные
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2) для фрагментов объекта, пересекающих сетку ровно в двух точ-
ках (пример подобного фрагмента показан на рис. 6б и соответствует
трапеции T6).

Во всех остальных случаях избытки аппроксимации полностью устра-
нены.

На рис. 9 представлено наглядное сравнение избытков аппроксима-
ции для объекта, показанного на рис. 1, полученных при использовании
сегментного способа и кодирования с помощью адаптивных трапеций.
Из иллюстрации видно, что применение адаптивных трапеций позволяет
существенно сократить избытки аппроксимации по сравнению с исход-
ным методом, что приводит к более точному воспроизведению формы
объекта.

а б

Рис. 10. Сравнение результатов упаковки при использовании
различных способов кодирования: а) сегментное кодирование;

б) кодирование адаптивными трапециями

На рис. 10 приведён пример упаковки одинаковых прямоугольников
алгоритмом bottom-left-fill, использующим различные способы кодирова-
ния. Как видно из иллюстрации, при применении предложенного метода
удалось разместить 16 прямоугольников, тогда как при сегментном спо-
собе — лишь 12. Помимо увеличения числа размещённых объектов новый
метод обеспечивает более плотное прилегание сторон многоугольников,
что особенно важно при практическом использовании в задачах резки
и раскроя на этапе резки. Этот пример наглядно демонстрирует, что
снижение избытков аппроксимации непосредственно повышает эффек-
тивность упаковки и качество использования доступного пространства.

Таким образом, предложенный метод, во-первых, повышает точность
аппроксимации и, как следствие, обеспечивает более плотное размеще-
ние объектов, а во-вторых, значительно упрощает задачу подбора ша-
га сетки, поскольку обладает меньшей чувствительностью к вершинам,
не совпадающим с её узлами.
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4. Результаты вычислительных экспериментов

В рамках настоящего раздела осуществляется сравнение двух методов
кодирования объектов задачи двумерной упаковки: сегментного метода
кодирования (segment encoding, SE) и метода кодирования адаптивными
трапециями (adaptive trapezoid encoding, ATE). Оба метода реализова-
ны на языке C++ и протестированы на процессоре Intel Core i5-10400F.
Сравнение подходов осуществляется по результатам, полученным с ис-
пользованием алгоритма bottom-left-fill, описанным выше.

Вычислительные эксперименты проводились на следующих типовых
наборах данных ESICUP: Shirts из [9], Han из [10], а также Trousers
и Swim из [11]. Эти наборы включают как выпуклые, так и невыпуклые
фрагменты различных размеров. Для оценки масштабируемости допол-
нительно создан набор Random500, содержащий 500 случайно сгенери-
рованных объектов разной формы и размеров. Каждый объект в этом
наборе имеет от одной до трёх копий. Контейнером в экспериментах слу-
жил лист фиксированной ширины и неограниченной длины. Во всех те-
стах не допускались повороты и отражения объектов. Характеристики
наборов данных приведены в табл. 1.

Таблица 1

Информация по используемым тестам

Тест

Общее
число

предме-
тов

Число
уникальных
предметов

Среднее
число

вершин
предметов

Ширина
контей-

нера

Интервал
длины

x-проекции
предметов

Rb

Han 23 20 7,35 58 [1; 19] 1

Shirts 99 8 6,05 40 [1; 11] 1

Swim 48 10 20 5752 [1; 915] 36

Trousers 64 17 6,06 79 [1; 57] 1

Random500 500 246 13,49 600 [0,001; 63,9] 0,95

В качестве шага сетки применяется предложенный в работе [6] шаг Rb,
обеспечивающий компромисс между точностью аппроксимации и вычис-
лительными затратами. Этот шаг определяется по формуле

Rb = max{Pe, Pp/ne},
где Pe — минимальная ненулевая длина x-проекций всех невертикальных
рёбер всех объектов, Pp — длина x-проекции наименьшего по ширине объ-
екта, а ne — число рёбер этого объекта. Такой выбор шага гарантирует
наличие как минимум одного элемента кодирования на каждое ребро при
сохранении приемлемых вычислительных затрат.
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4.1. Анализ избытков аппроксимации. Для оценки зависимости
избытков аппроксимации от шага сетки были проведены тесты, результа-
ты которых показаны на рис. 11. На графиках представлено отношение
суммарной площади избытков аппроксимации к общей площади кодиру-
емых объектов в зависимости от шага сетки для методов SE и ATE.

Рис. 11. Зависимость доли избытков аппроксимации от шага сетки

Результаты показывают, что при оптимальном выборе шага сетки уда-
ётся полностью устранить избытки аппроксимации (например, для на-
боров Han, Shirts и Trousers при Rb = 1). Однако даже незначительное
отклонение от этого значения приводит к заметному росту избытков:
до 5% для метода SE и до 2% для ATE. В среднем метод кодирования
ATE демонстрирует в 2,2 раза меньшую долю избытков по сравнению
с SE, что подтверждает его значительно более высокую точность описа-
ния формы объектов.

4.2. Анализ времени работы. Для сравнения производительности
для каждого метода выполнено по 1000 запусков с шагом сетки 2nRb, где
n = 1, 0,−1,−2,−3. В табл. 2 приведены среднее время работы (вместе
со среднеквадратичным отклонением) и длина упаковки.

Из табл. 2 видно, что с применением ATE время работы алгорит-
ма увеличивается по сравнению с SE для всех тестов. В среднем время
выполнения при кодировании методом ATE примерно в 1,7 раза больше.
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Таблица 2

Сравнение длины и времени упаковки

для разных способов кодирования

Тест Шаг сетки
Время, мс Длина

SE ATE SE ATE
2 0,1 ± 0,02 0,2 ± 0,04 55,0 53,0
1 0,1 ± 0,03 0,2 ± 0,04 50,0 50,0

Han 0,5 0,2 ± 0,05 0,3 ± 0,09 51,0 51,0
0,25 0,3 ± 0,07 0,5 ± 0,10 51,0 51,0
0,125 0,5 ± 0,11 0,9 ± 0,21 51,2 51,2
2 0,3 ± 0,10 0,9 ± 0,16 74,0 74,0
1 0,4 ± 0,14 0,5 ± 0,13 71,0 71,0

Shirts 0,5 0,6 ± 0,26 0,9 ± 0,93 70,0 70,0
0,25 1,0 ± 0,20 1,6 ± 0,34 69,5 69,5
0,125 1,8 ± 0,35 3,3 ± 0,69 68,6 68,6
72 1,0 ± 0,14 1,8 ± 0,32 7687,5 7687,5
36 1,6 ± 0,23 2,6 ± 0,46 7615,5 7471,5

Swim 18 2,2 ± 0,35 3,5 ± 0,63 7471,5 7471,5
9 3,3 ± 0,59 5,9 ± 1,74 7444,5 7399,5
4,5 6,3 ± 1,17 10,4 ± 2,01 7449,0 7417,5
2 0,3 ± 0,07 0,5 ± 0,11 285,0 285,0
1 0,4 ± 0,13 0,6 ± 0,19 284,0 284,0

Trousers 0,5 0,7 ± 0,17 1,3 ± 0,37 284,0 284,0
0,25 1,3 ± 0,30 2,6 ± 0,64 283,8 283,8
0,125 2,5 ± 0,61 5,3 ± 1,24 283,6 283,6
1,9 99,1 ± 8,66 138 ± 14,4 885,3 872,0
0,95 131 ± 11,5 161 ± 15,7 861,6 860,6

Random500 0,475 170 ± 15,5 233 ± 21,1 855,4 845,4
0,2375 265 ± 21,7 409 ± 31,0 843,8 840,7
0,11875 484 ± 34,1 740 ± 48,6 841,3 840,2

Это связано с адаптацией нестатичных трапеций, которая требует допол-
нительных вычислений. Тем не менее для теста Shirts наблюдается про-
тивоположный эффект: при уменьшении шага сетки с 2Rb до Rb время
работы сокращается, поскольку все вершины объектов попадают в узлы
сетки, и в кодировке остаются только статичные адаптивные трапеции.

4.3. Качество упаковки. Если принять во внимание длину упаков-
ки, то метод кодирования ATE в среднем показывает более качественные
результаты. В проведённых экспериментах все значения длины упаков-
ки, полученные с использованием ATE, оказались не хуже, чем при SE.
Это объясняется более точной аппроксимацией формы, позволяющей эф-
фективнее использовать доступное пространство контейнера.
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Однако следует отметить, что подобное преимущество не гарантиро-
вано для всех случаев. Возможны ситуации, когда улучшение аппрок-
симации формы приводит к локальному ухудшению общего результата
из-за изменения взаимного расположения объектов. Аналогичные эф-
фекты наблюдаются и при уменьшении шага сетки, что обсуждается
в работе [6].

Результаты также показывают, что целесообразность применения то-
го или иного метода определяется структурой данных. Для наборов, где
удаётся подобрать шаг сетки так, чтобы вершины объектов совпадали
с узлами, сегментный метод остаётся более эффективным, так как он
обеспечивает аналогичное качество аппроксимации при меньшем време-
ни работы (например, в тестах Han, Shirts и Trousers). Однако для более
сложных случаев, где сетка не может быть согласована с вершинами (на-
пример, в тестах Swim и Random500), адаптивные трапеции показывают
значительное преимущество, обеспечивая более точное кодирование фор-
мы и более плотное размещение объектов.

Заключение

В работе представлен новый метод кодирования двумерных объектов
с использованием адаптивных трапеций, предназначенный для решения
задач резки и раскроя. В отличие от сегментного подхода, предложен-
ный метод обеспечивает более точную аппроксимацию формы объектов
и существенно снижает избытки аппроксимации, возникающие при несо-
ответствии вершин узлам сетки. Проведённые вычислительные экспери-
менты показали, что применение данного метода в жадном алгоритме
упаковки позволяет добиться более плотного размещения объектов при
умеренном увеличении вычислительных затрат.

Разработанный метод характеризуется хорошей масштабируемостью,
что делает его удобным для интеграции в различные эвристические и ме-
таэвристические алгоритмы двумерной упаковки. В перспективе пред-
ставляется интересным исследование его применения для аппроксима-
ции объектов со сглаженными или криволинейными контурами, не явля-
ющимися многоугольниками, путём модификации процедуры адаптации
трапеций под такие случаи.
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Abstract. The paper addresses the two-dimensional nesting problem,
which consists in arranging a set of irregularly shaped objects within
a bounded strip so as to minimize its utilized length. One of the key
aspects affecting the efficiency of nesting algorithms is the choice of
geometric representation, as it determines both the accuracy of shape
approximation and the computational cost of the packing process. We
introduce a novel object representation method based on adaptive trape-
zoids. In contrast to the commonly used segment-based approach, the
proposed technique significantly reduces approximation errors caused by
the misalignment between polygon vertices and grid nodes, thereby im-
proving the fidelity of the geometric model. Computational experiments
conducted on standard ESICUP benchmark datasets demonstrate that
integrating the proposed representation into a bottom-left-fill packing
algorithm yields denser layouts with only a moderate increase in compu-
tational effort. The results confirm the effectiveness and practical appli-
cability of the proposed method for two-dimensional nesting problems.
Tab. 2, illustr. 11, bibliogr. 11.

Keywords: cutting problem, nesting problem, semi-discrete represen-
tation, bottom-left-fill algorithm.
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