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Аннотация. На плоскости рассматривается отрезок прямой — ба-
рьер, мониторинг (покрытие) которого осуществляется одинаковы-
ми мобильными сенсорами (дронами) с ограниченной длиной тра-
ектории. Каждый дрон стартует из своего депо к некоторой точке
барьера, перемещается вдоль барьера и возвращается в своё депо,
пройдя путь ограниченной длины. Часть барьера, вдоль которой
двигался дрон, считается покрытой этим дроном. Барьер покрыт,
если каждая его точка покрыта хотя бы одним дроном. Требуется
определить число дронов в каждом депо и найти траекторию каж-
дого дрона так, чтобы весь барьер был покрыт, и общая длина путей
(траекторий) дронов была минимальной. Для решения этой задачи
с евклидовым расстоянием известен алгоритм динамического про-
граммирования, который строит оптимальное решение с псевдопо-
линомиальной трудоёмкостью. В этой статье для решения задачи
в прямоугольной метрике предлагается полиномиальный алгоритм,
который строит оптимальное решение с квадратичной трудоёмко-
стью от числа депо. Ил. 3, библиогр. 19.

Ключевые слова: покрытие барьера, линейная маршрутизация,
мобильный сенсор (дрон), оптимальное решение.

Введение

Многие протяжённые объекты с некоторой долей абстракции предста-
вимы в виде отрезка прямой на плоскости («барьера»). Этими объектами
могут быть дороги, трубопроводы, ЛЭП и пр. сооружения, требующие
постоянного мониторинга, т. е. проверки целостности и исправности. Ис-
пользование для этой цели обходчиков (людей) не всегда целесообразно,
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а часто просто невозможно. В настоящее время для мониторинга протя-
жённых объектов всё чаще используют автономные беспилотные лета-
тельные устройства (дроны). Для мониторинга дрон оснащён необходи-
мым оборудованием. Считается, что дрон покрывает некоторую область,
если все точки этой области находятся в сфере действия его оборудова-
ния. Во многих публикациях, посвящённых покрытию барьера, счита-
ется, что дрон покрывает круг [1–6]. Мониторинг протяжённого объек-
та называется барьерным покрытием. Дрон, как автономное устройство,
имеет ограниченный запас энергии, что ограничивает длину его траек-
тории без возобновления энергии. Исследователи рассматривают задачи
оптимального покрытия барьера с использованием трёх критериев: ми-
нимизация числа дронов, минимизация максимальной длины пути, прой-
денного дроном, и минимизация общей длины траекторий дронов. Для
обозначения последней задачи часто используется аббревиатура MinSum.
В этой статье рассматривается именно задача MinSum.

В традиционной постановке, когда каждый дрон находится в некото-
рой начальной точке на плоскости (депо) и покрывает круг некоторого
радиуса с центром в месте расположения дрона, задача рассматривалась,
например, в [2, 4–6, 9–11]. В этих статьях для каждого дрона ищется та-
кое конечное положение, что весь барьер покрыт, а общая длина траекто-
рий дронов минимальна (возвращаться в депо дрону не надо) [1–3, 5, 6].
Известно, что такая задача NP-трудна, когда круги покрытия дронов
разные [2, 3]. Если же круги одинаковые, то сложностной статус зада-
чи не известен. Для последнего случая в [5] предложен алгоритм, ко-
торый с трудоёмкостью O(m4) строит

√
2-приближённое решение зада-

чи, где m— число дронов. Позже в [6] трудоёмкость была уменьшена
до O(m2).

В [7, 8] приведены достаточно подробные обзоры литературы, относя-
щейся к барьерному покрытию. Там же есть ссылки на работы [12] с по-
становкой задачи маршрутизации и оптимизации траекторий (routing
and trajectory optimization problem) и [13], где поставлена задача марш-
рутизации дрона на графе (drone arc routing problem) и показана её связь
с задачей маршрутизации почтальона на графе (postman arc routing prob-
lem), а также [14], в которой предложены две задачи маршрутизации
с ограничением на длину пути.

В работе [15], первой из посвящённых задаче, близкой к рассматри-
ваемой в этой статье, доказаны свойства решения в случае, когда в каж-
дом депо находится один дрон. Предложена эффективная реализация
динамического программирования для построения допустимого решения
в прямоугольной метрике, а также найдены некоторые частные случаи
полиномиальной разрешимости задачи. В отличие от [15], в [7, 8] число
дронов в каждом депо — это искомая величина. В [7] рассмотрен случай,
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когда общее число дронов не ограничено, и предложен псевдополиноми-
альный алгоритм для построения оптимального решения при условии,
что каждый дрон покрывает отрезок барьера длины не менее некоторо-
го заданного δ > 0. Трудоёмкость предложенного алгоритма O(mL3/δ),
где m— число депо, а L— длина барьера. В [8] рассмотрена обобщённая
задача с ограничением сверху на число дронов некоторым n > 0. Для её
решения разработаны два алгоритма. Первый алгоритм ищет оптималь-
ное покрытие оптимальным числом дронов n∗ с трудоёмкостью O(L2/δ2).
Если n∗ 6 n, то построенное решение оптимально и для случая ограни-
ченного числа дронов. Иначе второй из указанных алгоритмов строит
оптимальное покрытие с трудоёмкостью O(mnL2/δ2).

Новизна результатов, представленных в этой статье, характеризуется
тем, что предложенный алгоритм в случае прямоугольной метрики L1

строит оптимальное решение задачи MinSum с трудоёмкостью O(m2).

1. Постановка задачи

Барьер — это отрезок [0, L] оси OX на плоскости XOY. Известны ко-
ординаты (xi, yi), yi > 0, каждого депо di ∈ D, i = 1, . . . ,m, в котором
можно разместить произвольное число дронов. Пронумеруем депо слева
направо согласно абсциссам, т. е. номер i депо di меньше номера j депо dj
тогда и только тогда, когда xi < xj . При равенстве абсцисс депо с боль-
шей ординатой, очевидно, можно исключить. Ограничим максимальную
длину траектории каждого дрона величиной q > 0. Для покрытия ба-
рьера траектория каждого дрона начинается в его депо, проходит вдоль
отрезка барьера и заканчивается в том же депо, откуда исходит. Часть
барьера, вдоль которой прошёл дрон, считается покрытой этим дроном.
Будем говорить, что дроны из депо di покрывают отрезок [ai, bi] ⊆ [0, L],
если каждый из них стартует из депо di, перемещается вдоль барьера,
возвращается в своё депо, проходя путь не длиннее q, и совокупно дроны
покрывают отрезок [ai, bi].

Определение 1. Покрытием C барьера [0, L] называется множество
отрезков [ai, bi] ⊆ [0, L] таких, что каждый из них покрывается дрона-

ми одного депо di ∈ D, при этом
m⋃
i=1

[ai, bi] ⊇ [0, L] и длина траектории

каждого дрона не превосходит q.

Чтобы задать покрытие C, требуется определить число дронов в каж-
дом депо di ∈ D, отрезок барьера [ai, bi] ⊆ [0, L], покрываемый дронами
этого депо, а также траектории всех дронов.

Задача MinSum. Требуется определить число дронов в каждом де-

по, а также траекторию движения каждого дрона так, чтобы покрыть

барьер [0, L] и минимизировать общую длину траекторий дронов.
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В евклидовой метрике оптимальная траектория каждого дрона — это
треугольник с одной вершиной в депо, одной стороной на барьере и пери-
метром, не превосходящим q. В прямоугольной метрике L1 траектория
дрона из некоторого депо — это граница прямоугольника с периметром
не более q, нижней стороной на барьере и депо, находящимся на верхней
стороне. При этом очевидно, что в оптимальном решении в одном депо
не будет размещено более двух дронов. Далее в статье рассматривается
только прямоугольная метрика.

Нам понадобятся следующие определения и утверждения.

Определение 2. Покрытие, при котором для произвольной пары
депо di, dj ∈ D неравенство bi 6 aj выполняется тогда и только тогда,
когда i < j, называется сохраняющим порядок (ПСП).

Оптимальное ПСП можно построить с помощью динамического про-
граммирования, так как свойство сохранения порядка обеспечивает вы-
полнение принципа оптимальности Беллмана.

Лемма 1 [7]. Для задачи MinSum существует оптимальное покрытие,

при котором дроны из одного депо покрывают один отрезок барьера.

Лемма 2 [7]. Для задачи MinSum существует оптимальное покрытие,

сохраняющее порядок.

В случае, когда в каждом депо находится не более одного дрона, лем-
ма 2 не верна [15].

Обозначим через fi(a, b) функцию, равную минимальной длине траек-
торий дронов из депо di, которые покрывают отрезок [a, b]. Необходимо
решить следующую задачу оптимального разбиения отрезка на подот-
резки, которая известна как Задача о ближайшем соседе [16]:

m∑

i=1

fi(zi−1, zi)→ min
z

, (1)

0 = z0 6 z1 6 . . . 6 zm = L, (2)

где zi — точки разбиения барьера. Таким образом, требуется оптимально
разбить барьер на m подотрезков (некоторые из них могут быть пусты-
ми).

В [7] приведена схема динамического программирования, которая поз-
воляет решить задачу (1), (2) с трудоёмкостью O(mL3/δ) при условии,
что каждый дрон покрывает отрезок барьера, длина которого кратна
δ > 0.

В прямоугольной метрике предложенный в [7] алгоритм также по-
строит оптимальное решение с псевдополиномиальной трудоёмкостью.
В этой статье на основе свойств метрики L1 предлагается полиномиаль-
ный алгоритм для решения задачи MinSum (1), (2).
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2. Алгоритм решения задачи в метрике L1

Для каждого депо dk определим максимальный отрезок [Ak, Bk], ко-
торый могут покрыть дроны этого депо:

Ak = max{0, xk − q/2 + yk}, Bk = min{L, xk + q/2− yk}.

Если
m⋃
k=1

[Ak, Bk] ⊇ [0, L], то рассматриваемая задача MinSum имеет ре-

шение.
Если известны функции fk(x, l), k = 1, . . . ,m, x ∈ [0, L], l ∈ [x,L],

то произвольное покрытие однозначно определяется разбиением барье-
ра на m частей (отрезков), каждый из которых покрывается дронами
из одного депо. Введём функционал Sk(l), равный минимальной длине
всех траекторий дронов из депо d1, . . . , dk, покрывающих совокупно отре-
зок [0, l]. Очевидно выполнение следующих рекуррентных соотношений
для построения оптимального ПСП:

S1(l) =

®
f1(0, l), если l 6 B1,

+∞ иначе,
x1(l) = l, (3)

Sk(l) =





min
Ak6x6l

{fk(x, l) + Sk−1(x)} =
= fk(xk(l), l) + Sk−1(xk(l)), если l 6 Bk,

+∞ иначе,

k = 2, . . . ,m, (4)

где xk(l)— условно оптимальное решение. Главная цель статьи — эффек-
тивная реализация соотношений (3), (4). Для этого нужно рассматривать
не все допустимые значения l, а найти отрезки принадлежности l, в ко-
торых Sk(l) имеет одно аналитическое выражение.

Рассмотрим подробно процедуру вычисления значений fk(x, l) для
всех допустимых значений переменных и фиксированного депо k.

Имеем fk(x, x) = 0; fk(x, l) = +∞, если [x, l] * [Ak, Bk].
Пусть x ∈ [Ak, Bk), l ∈ (x,Bk]. Возможны следующие случаи (рис. 1):
0) xk 6 0: fk(x, l) = fk(0, l) = 2(l − xk + yk);
1) xk > 0, l ∈ [Ak, xk]: fk(x, l) = fk(x, xk) = 2(xk − x+ yk);
2) l > xk > 0, pk(l) = l − q/2 + yk 6 x < xk: fk(x, l) = 2(l − x+ yk);
3) l > xk > 0, x < pk(l) < xk: fk(x, l) = 2(l − x+ 2yk);
4) x > xk > 0: fk(x, l) = fk(xk, l) = 2(l − xk + yk).
На рис. 1а показана область определения функции fk(x, l) при xk 6 0

(случай 0), а на рис. 1б показаны четыре области определения функции
fk(x, l) при xk > 0 (случаи 1–4). В каждой области (0)–(4) функция
fk(x, l) линейна. Более того, в областях (0), (1) и (4) она зависит от одной
переменной.
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Рис. 1. Варианты покрытия отрезка [x, l]
в зависимости от положения депо и значений переменных x и l (0–4):

а) допустимая область переменной l функции fk(0, l) в случае 0;
б) допустимые области переменных (x, l) функции fk(x, l) в случаях 1–4

Лемма 3. Если xi 6 0, xj 6 0, Bi > Bj, то fi(0, l) 6 fj(0, l) для всех

l ∈ (0, L].

Доказательство. Имеем Bi = xi+(q−2yi)/2 > Bj = xj+(q−2yj)/2.
Значит, xi− yi > xj − yj, откуда следует требуемое неравенство fi(0, l) =
2(l − xi + yi) 6 fj(0, l) = 2(l − xj + yj). Лемма 3 доказана.

Очевидно, что справедлива также

Лемма 4. Если xi > L, xj > L, Ai 6 Aj , то fi(x,L) 6 fj(x,L) для

всех x ∈ [0, L].

Из сказанного выше следует, что нужно оставить не более одного депо
слева от барьера и не более одного депо справа от барьера. Далее примем
это утверждение в качестве аксиомы. При таком условии только депо 1
может находиться левее барьера и только депо m может находиться пра-
вее барьера.

Рассмотрим сначала случай с единственным депо 1. Имеем

A1 = 0, B1 = min{L, x1 + q/2− y1},
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Рис. 2. Варианты покрытия отрезка [0, l] в зависимости от x1 и l (0–3).
График функционала S1(l): а) при x1 6 0; б) при x1 > 0

S1(l) =

®
f1(0, l), если l 6 B1,

+∞ иначе,
x1(l) = l.

Иллюстрация возможных вариантов покрытия отрезка [0, l] представ-
лена на рис. 2:

0) x1 6 0: S1(l) = f1(0, l) = 2(l − x1 + y1);
1) A1 = 0 < l 6 x1: S1(l) = f1(0, x1) = 2(x1 + y1);
2) x1 < l 6 p1 = q/2− y1: S1(l) = f1(0, l) = 2(l + y1);
3) l > p1 = q/2− y1: S1(l) = f1(0, l) = 2(l + y1).
Таким образом получаем конечное множество точек переключения

P1 ⊆ {0, x1, q/2 − y1, B1}. Между соседними точками переключения
функционал S1(l) представляет собой определённую линейную функцию.

Пусть посчитаны кусочно линейные функции Si(l) и найдены условно-
оптимальные решения xi(l) для i = 1, . . . , k − 1, а также точки пере-
ключения Pk−1. Если l принадлежит отрезку между соседними точками
переключения, то функционал Sk−1(l) имеет вид конкретной линейной
функции. Рассмотрим процесс вычисления Sk(l). Это делается по фор-
муле (4). Согласно лемме 3 xk > 0 при k > 1. Следовательно, возможны
следующие четыре случая:
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Рис. 3. Варианты покрытия отрезка [x, l] дронами депо k

1) l ∈ [Ak, xk]: Sk(l) = min
Ak6x6l

{2(xk − x+ yk) + Sk−1(x)};
2) l ∈ (xk, Bk] и pk(l) 6 x < xk: Sk(l) = min

pk(l)6x<xk

{2(l − x + yk) +

Sk−1(x)};
3) l > xk и x < pk(l) < xk: Sk(l) = min

Ak6x<l
{2(l − x+ 2yk) + Sk−1(x)};

4) x > xk: Sk(l) = 2(l − xk + yk) + Sk−1(xk).
Рассмотрим эти случаи детально. На рис. 3 длина красной линии рав-

на l−pk(l)— длине максимального отрезка, который может покрыть один
дрон из депо k. Зелёные линии показывают отрезки, которые покрыва-
ются одним (случаи 1, 2, 4) или двумя (случай 3) дронами из депо k.

1) Здесь функции fk и Sk−1 зависят только от x, при этом они обе
кусочно линейные. Значит, минимум достигается в граничных точках
и точках разрыва или излома, которые выше названы точками переклю-
чения. Если l известно, то известно, какие точки переключения из Pk−1

находятся на отрезке [Ak, l], и для нахождения Sk(l) достаточно сравнить
значения fk(x, xk)+Sk−1(x) только в этих точках x и выбрать минималь-
ное. При этом не нужно вычислять функции в континууме значений l,
достаточно рассмотреть отрезки [Ak, l], для которых множество точек
переключения одинаковое. В результате получим несколько отрезков,
разделённых точками переключения Pk, в каждом из которых функция
Sk(l) имеет одно линейное представление.

2) В этом случае отрезок [x, l] покрывается одним дроном из депо k.
Функция fk(x, l) линейна по каждой из переменных, причём x ∈ [pk(l), l].
Зная l, однозначно определяем множество точек переключения из Pk−1,
попадающих в отрезок [pk(l), l]. Как и в предыдущем случае, достаточно
рассмотреть отрезки значений l, при которых в отрезок [pk(l), l] попадает
одно и то же подмножество точек переключения. В результате получим
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несколько отрезков, разделённых точками переключения Pk, в каждом
из которых функция Sk(l) имеет одно линейное представление.

3) При x < pk(l) отрезок [x, l] может быть покрыт только двумя дро-
нами. Здесь для вычисления значений Sk(l) нужно рассматривать точ-
ки переключения x из отрезка [Ak, pk(l)]. В результате получим отрезки
для l такие, что в отрезке [Ak, pk(l)] одно и то же множество точек пере-
ключения и Sk(l) представлена одной линейной функцией.

4) В этом случае fk зависит только от l, а Sk−1 — константа. Следо-
вательно, сразу получаем линейную функцию для Sk(l).

В результате рассмотрения всех случаев получаем конечное число от-
резков между соседними точками переключения из множества Pk, в ко-
торых Sk(l) имеет одно линейное представление.

На последнем шаге прямого хода определяем отрезок [xm(L), L], кото-
рый покрывается дронами депо m. На обратном ходе строим оптималь-
ное решение, используя условно оптимальные значения xk(l), получен-
ные при выполнении прямого хода.

Теорема 1. Предложенный алгоритм динамического программиро-

вания для построения оптимального решения задачи MinSum в случае

прямоугольной метрики может быть реализован с трудоёмкостью O(m2).

Доказательство. Наиболее трудоёмкой частью алгоритма являет-
ся прямой ход. На каждом шаге k прямого хода для отрезка значе-
ний l находится минимум fk(x, l) + Sk−1(x) путём перебора значений x
из подмножества точек переключения. На каждом шаге алгоритма до-
бавляется O(1) точек переключения. Всего прямой ход выполняет m ша-
гов. На каждом шаге рассматривается O(m) отрезков принадлежности l,
и для каждого отрезка ищется оптимальное значение x в подмножестве
точек переключения. Следовательно, всего O(m) точек переключения,
и трудоёмкость алгоритма ограничена функцией O(m3). Однако при уве-
личении l с использованием равенств (4) в отрезок [Ak, l] добавляется все-
го одно значение x. Таким образом, для нахождения условно оптималь-
ного решения xk(l) достаточно найти значение fk(x, l) + Sk−1(x) только
в добавленной точке переключения. При такой организации вычислений
трудоёмкость алгоритма снижается до O(m2).

Заключение

В статье рассматривается задача покрытия отрезка [0, L] на плоскости
(барьера) одинаковыми мобильными устройствами (дронами) с ограни-
ченным запасом энергии, который определяет максимальную длину q
траектории каждого дрона. Дрон стартует из своего депо, двигается
вдоль отрезка барьера и возвращается в своё депо, проделав путь длины
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не более q. Отрезок барьера, вдоль которого двигался дрон, считается
покрытым этим дроном. В задаче MinSum требуется определить число
дронов в каждом депо и их траектории так, чтобы покрыть барьер, при
этом суммарная длина траекторий всех дронов должна быть минималь-
ной.

Ранее в [15] рассматривалась задача MinSum, в которой в каждом
депо находился один дрон и оставалось определить траекторию каждо-
го дрона. Для такой постановки задачи не всегда существует оптималь-
ное покрытие, сохраняющее порядок (ПСП), поэтому динамическое про-
граммирование не всегда строит оптимальное решение. Если число дро-
нов в каждом депо — искомая величина, то всегда существует оптималь-
ное ПСП [7]. В [7] предложен алгоритм динамического программирова-
ния, решающий задачу с псевдополиномиальной трудоёмкостью O(mL3),
где m— число депо, в предположении, что каждый дрон покрывает от-
резок целочисленной длины. В [8] предложены два новых алгоритма для
решения задачи в случае, когда общее число дронов ограничено чис-
лом n. Первый алгоритм находит оптимальное покрытие оптимальным
числом дронов n∗ с трудоёмкостью O(L2). Если n∗ > n, то второй алго-
ритм строит оптимальное решение с трудоёмкостью O(nmL2).

В этой статье задача MinSum рассмотрена в прямоугольной метри-
ке L1 и для нахождения оптимального решения разработан алгоритм ди-
намического программирования полиномиальной трудоёмкости O(m2).
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Abstract. We consider a line segment in the plane, called a barrier,
and its monitoring (coverage) which is performed by identical mobile
sensors (drones) with limited trajectory length. Each drone starts from
its depot at a certain point on the barrier, moves along the barrier,
and returns to its depot after having covered a path of limited length.
The part of the barrier along which the drone moves is called covered
by this drone. The barrier is covered if each point of it is covered by
at least one drone. It is necessary to determine the number of drones
in each depot and a trajectory of each drone so that the entire barrier
is covered and the total length of the drones’ paths (trajectories) is
minimal. A dynamic programming algorithm is known for solving this
problem with Euclidean distance. It constructs an optimal solution with
pseudo-polynomial complexity. In this article, a polynomial algorithm
is proposed to solve the problem in a rectilinear metric that constructs
an optimal solution with quadratic complexity of the depot number.
Illustr. 3, bibliogr. 19.

Keywords: barrier covering, linear routing, mobile sensor (drone), op-
timal solution.
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