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Аннотация. Статья посвящена изучению условий достаточности
в двухуровневой задаче оптимизации топологии сети. В рассматри-
ваемой постановке задачи менеджер сети инвестирует в пропускные
способности маршрутов, стремясь минимизировать общую задерж-
ку, возникающую в результате равновесного распределения потоков.
Основной массив статей, исследующих соответствующую задачу,
посвящён разработке алгоритмов поиска решений на основе необ-
ходимых условий оптимальности. В настоящей статье доказывается
ряд утверждений, позволяющих проверять множество активных пе-
ременных на достаточность при поиске глобального оптимума в за-
даче оптимизации топологии сети с непересекающимися маршрута-
ми. С практической точки зрения в случае рассматриваемого типа
сетей появляется возможность построения множества переменных,
достаточного для поиска глобального оптимума посредством рабо-
ты с переменными только из этого множества. Табл. 3, ил. 2, биб-
лиогр. 34.
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Введение

В общем случае задача оптимизации топологии сети состоит в том,
чтобы для заданного множества вершин и соединяющих их рёбер най-
ти такие изменения сети, которые приведут к улучшению её характе-
ристик в некотором заранее определённом смысле [1]. В настоящей ра-
боте мы концентрируемся на одной из первых постановок задачи опти-
мизации топологии сети, формулируемой в виде игры Штакельберга [2].
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В рамках такой постановки лидер инвестирует в пропускные способно-
сти элементов сети, стремясь минимизировать среднее время движения,
при условии равновесного распределения потоков на нижнем уровне [3].
Возникновение соответствующей модели связано с тем, что во многих
транспортных сетях пользователи ведут себя независимо и конкурентно.
Действительно, участники движения в улично-дорожных сетях конкури-
руют за лучшие маршруты [4], потоки грузов оказывают взаимное вли-
яние на издержки друг друга при движении через единую транспортно-
логистическую сеть [5], даже распределение потоков сигналов в беспро-
водных сетях можно рассматривать как потенциальную игру [6]. Таким
образом, поскольку менеджеры сложных сетей зачастую не могут непо-
средственно влиять на поведение конкурирующих между собой пользова-
телей (единиц потока), им приходится добиваться улучшений в функци-
онировании сети через воздействие на её топологию, в частности, на про-
пускные способности её элементов [7].

Задача оптимизации топологии сети для транспортного планирова-
ния продолжает быть актуальной в силу роста спроса на транспорт-
ные сети при ограниченности ресурсов, которые могут быть вложены
в их улучшение. Исторически задача формулировалась двумя способа-
ми: как дискретная, т. е. позволяющая работать с добавлением новых дуг
к существующей сети, и непрерывная, т. е. направленная на поиск оп-
тимальных воздействий на пропускные способности существующих дуг.
В любой из двух формулировок целью решения задачи является опти-
мизация заданной меры эффективности сети, например минимизация
общих временных затрат в условиях конкурентного поведения пользо-
вателей сети при выборе маршрутов движения [8]. При такой постанов-
ке естественным образом возникает двухуровневая задача оптимизации,
поскольку решения, принимаемые менеджерами сети в условиях огра-
ниченности ресурсов, влияют на поведение пользователей сети, которое
обычно описывается моделью равновесного распределения потоков в ви-
де задачи условной нелинейной оптимизации [9]. В силу своей иерархи-
ческой структуры задача оптимизации топологии сети была признана
исследователями одной из самых сложных, но в то же время наиболее
захватывающих задач в области транспортного планирования. Послед-
ние 40 лет многие ученые подходили к исследованию задачи и разработке
методов её решения с разных сторон [10–13].

Согласно опубликованным работам на сегодняшний момент бо́льшая
часть исследований в данной области сконцентрированы на непрерыв-
ной задаче оптимизации топологии сети. При этом, насколько нам из-
вестно, впервые непрерывная задача оптимизации топологии сети была
сформулирована в виде задачи двухуровневой оптимизации на рубеже
1960–70-х гг. [14–16]. Как правило, задачи двухуровневой оптимизации
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сложны для решения и требуют разработки специальных методов и под-
ходов. Среди первых подходов к решению непрерывной задачи оптими-
зации топологии сети выделяется подход, основанный на сведении двух-
уровневой задачи к одноуровневой, что позволяет решать изначальную
задачу существующими сходящимися методами. Действительно, задача
равновесного распределения потоков нижнего уровня, например, может
быть сведена к набору ограничений на переменные величины потоков
по маршрутам [17, 18]. В таком случае непрерывная задача оптимизации
топологии сети может быть решена методами решения задач условной
минимизации [19]. Однако, количество возможных маршрутов движе-
ния между каждой парой узлов отправления-прибытия в реальных се-
тях огромно, а значит, задача построения требуемого набора ограничений
на переменные величины потоков по маршрутам сама по себе является
трудно реализуемой вычислительной задачей, что делает предложенный
подход пригодным только лишь для небольших гипотетических сетей.

Существуют подходы к решению непрерывной задачи оптимизации
топологии сети путём сведения её к одноуровневой задаче за счёт пред-
ставления модели равновесного распределения потоков через вариаци-
онные неравенства [20]. Такой подход срабатывает для небольших сетей,
но уже для умеренно больших набор ограничений может стать огромным
и неразрешимым [21]. Другой подход позволяет представить задачу ниж-
него уровня одним ограничением, благодаря так называемой маржиналь-
ной функции, но к сожалению это единственное ограничение оказывается
невыпуклым, что затрудняет поиск глобального оптимума в исходной за-
даче [22]. Исследователями также представлены подходы сведения зада-
чи оптимизации топологии сети к задаче выпуклого программирования
с помощью неявного задания связи между целевыми функциями верх-
него и нижнего уровней, но работоспособность алгоритмов для решения
полученной задачи продемонстрирована только на очень малых сетях,
а оптимум ищется приближённо [23]. Многие исследователи подходили
к этой задаче с использованием приближённых представлений реакции
нижнего уровня на воздействия верхнего. Наиболее распространённой
среди таких представлений является аппроксимация первого порядка,
полученная изначально для целей анализа чувствительности равновес-
ного распределения потоков к незначительным изменениям пропускных
способностей [24, 25].

Идея аппроксимации реакции нижнего уровня на воздействия верх-
него оказалась востребованной, поскольку на её основе можно разраба-
тывать различные проекционные методы решения [26]. Действительно,
приближение первого порядка позволяет эффективно находить точки ло-
кального оптимума за счёт применения градиентного спуска [27]. Такие
методы демонстрировали хорошую сходимость к локальным оптимумам,
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но не смогли справиться с поиском глобального. Исследователи пола-
гали, что множественные локальные оптимумы возникают вследствие
невыпуклости задачи оптимизации топологии сети [26, 28]. В то же вре-
мя недавние результаты показали, что по крайней мере на малых сетях
получаемые проекционными методами локальные оптимумы довольно
близки к глобальному [29]. Среди свежих идей по поиску глобального
оптимума в задаче оптимизации топологии сети можно отметить идею
применения обобщённого геометрического программирования [30]. Одна-
ко работоспособность такого подхода также продемонстрирована только
на малых гипотетических сетях. При этом в 2017 г. вышла работа, в рам-
ках которой наконец исследована вычислительная сложность непрерыв-
ной задачи оптимизации топологии сети и показано, что она является
строго NP-полной и APX-трудной задачей [31]. Вместе с тем, доказано,
что в случае одного истока решение задачи может быть получено за по-
линомиальное время.

Несмотря на многочисленные исследования непрерывной задачи оп-
тимизации топологии сети, до сих пор существуют открытые вопросы.
В частности, мало изучен вопрос об условиях оптимальности, которым
с необходимостью или достаточностью должны удовлетворять решения
задачи оптимизации топологии сети. Действительно, подавляющее боль-
шинство исследований в данной области сосредоточено на поиске алго-
ритмов решения исходной двухуровневой задачи с опорой на необходи-
мые условия оптимальности, например для преобразованной одноуров-
невой задачи оптимизации. Однако, как показали недавние результаты,
существуют условия, которым с необходимостью должны удовлетворять
решения самой исходной двухуровневой задачи оптимизации, получен-
ные для специального вида сетей [32]. При этом условий достаточности
для рассматриваемой задачи, насколько нам известно, в литературе во-
все не представлено. В настоящей статье доказывается ряд утверждений,
позволяющих проверять множество активных переменных на достаточ-
ность при поиске глобального оптимума в задаче оптимизации топологии
сети с непересекающимися маршрутами. С практической точки зрения
в случае рассматриваемого типа сетей появляется возможность построе-
ния множества переменных, достаточного для поиска глобального опти-
мума посредством работы с переменными только из этого множества.

В разд. 1 статьи приведена математическая постановка исследуемой
задачи. Разд. 2 посвящён ряду ранее полученных результатов, позво-
ляющих сводить сформулированную задачу оптимизации топологии се-
ти к минимаксу. В разд. 3 представлены доказательства утверждений,
использование которых позволяет строить множество активных пере-
менных задачи таким образом, что величина целевой функции верхнего
уровня гарантированно уменьшается. В разд. 4 доказано утверждение,
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выполнение условий которого на найденном множестве переменных га-
рантирует, что расширение этого множества не может привести к умень-
шению значения величины целевой функции верхнего уровня. Другими
словами, найдены условия, выполнение которых позволяет утверждать,
что построенного множества активных переменных достаточно для по-
иска глобального оптимума. В разд. 5 приведён пример использования
полученных условий при решении задачи оптимизации топологии сети
с непересекающимися маршрутами.

1. Формулировка задачи

Рассмотрим сеть в виде ориентированного графа G = (V,E). Бу-
дем считать, что сеть состоит из n непересекающихся альтернативных
путей (каналов), либо исходящих из единственного истока, либо вхо-
дящих в единственный сток, либо исходящих из единственного истока
и входящих в единственный сток. Множество всех таких непересекаю-
щихся альтернатив будем обозначать через I, |I| = n. Предположим,
что каждая альтернатива i ∈ I характеризуется величиной пропускной
способности yi, y = (y1, . . . , yn)

⊤ при y ∈ Rn. При этом будем считать,
что величины пропускных способностей yi, i ∈ I, являются переменны-
ми верхнего уровня двухуровневой задачи оптимизации топологии сети,
каждая из которых может принимать допустимые значения от li > 0
до ui > 0, т. е. yi принадлежит множеству Yi = {yi | li 6 yi 6 ui} для лю-
бого i ∈ I; l = (l1, . . . , ln)

⊤ и u = (u1, . . . , un)
⊤. Более того, для каждого

i ∈ I введём непрерывно дифференцируемую строго возрастающую вы-
пуклую функцию на множестве вещественных неотрицательных чисел gi,
принимающую только неотрицательные значения. Функция gi(yi), i ∈ I,
будет описывать бюджетные затраты, необходимые для увеличения про-
пускной способности альтернативы i с величины li до величины yi при
gi(li) = 0. При этом общий бюджет, который может быть инвестиро-
ван в увеличение пропускной способности всех альтернатив, не должен
превышать U :

∑
i∈I

gi(yi) 6 U. Таким образом, получаем область опреде-

ления переменных верхнего уровня двухуровневой задачи оптимизации
топологии сети:

Y =
{
y ∈ Rn |

∑

i∈I

gi(yi) 6 U, li 6 yi 6 ui, i ∈ I
}
.

Кроме того, будем считать, что как только допустимый набор величин
пропускных способностей y ∈ Y задан, поток D > 0 распределяется
среди доступных альтернатив. Через xi обозначим количество потока,
распределённого по альтернативе i ∈ I: D =

∑
i∈I

xi и x = (x1, . . . , xn)
⊤

при x ∈ Rn. Таким образом, получаем область определения переменных
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нижнего уровня двухуровневой задачи оптимизации топологии сети:

X =
{
x ∈ Rn |

∑

i∈I

xi = D, xi > 0, i ∈ I
}
.

Более того, будем считать, что каждая альтернатива i ∈ I характеризу-
ется функцией задержки (затрат) fi(xi, yi) единицы потока xi по альтер-
нативе с пропускной способностью yi. С одной стороны, будем предпо-
лагать, что fi(xi, yi) ∈ C3(R) для любого фиксированного yi > 0, i ∈ I,
при этом

∂fi
∂xi

(0, yi) = 0, (1)

и для m ∈ 1, 2 справедливо неравенство

∂mfi
∂xmi

(xi, yi) > 0, xi > 0. (2)

С другой стороны, пусть fi(xi, yi) ∈ C1(R) для любого фиксированно-
го xi ∈ R, i ∈ I, при этом если xi > 0, то

∂fi
∂yi

(xi, yi) 6 0, yi ∈ Yi. (3)

В настоящей статье мы рассмотрим двухуровневую задачу оптимиза-
ции топологии сети G в виде игры Штакельберга. Будем предполагать,
что лидер стремится минимизировать общие затраты в сети на верхнем
уровне оптимизации, в то время как на нижнем уровне происходит рав-
новесное распределение потоков (затраты на всех используемых альтер-
нативах одинаковы и меньше затрат на неиспользуемых). В рамках вве-
дённых предположений, некооперативная игра равновесного распределе-
ния потоков на нижнем уровне является потенциальной игрой и может
быть сформулирована в виде следующей задачи условной нелинейной
оптимизации [9, 33]:

min
x∈X

∑

i∈I

xi∫

0

fi(u, yi) du.

Заметим, что при строго возрастающих по xi, i ∈ I, функциях fi(xi, yi)
для любого y ∈ Y получаем задачу минимизации выпуклой целевой
функции на выпуклом множестве ограничений. Другими словами, для
любого y ∈ Y задача оптимизации нижнего уровня имеет единственное
решение. В свою очередь, лидер на верхнем уровне стремится миними-
зировать общие затраты (общую задержку) в сети за счёт минимальных
инвестиций в увеличение пропускной способности альтернатив [34]:

min
y∈Y

∑

i∈I

fi(xi, yi)xi + w
∑

i∈I

gi(yi),
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где вес w > 0 определяет значимость инвестиционных затрат в целе-
вой функции верхнего уровня. Таким образом, окончательно получаем
следующую задачу двухуровневой оптимизации топологии сети [3]:

min
y∈Y

∑

i∈I

fi(xi, yi)xi + w
∑

i∈I

gi(yi) (4)

при

x = argmin
x∈X

∑

i∈I

xi∫

0

fi(u, yi) du. (5)

2. Сведение задачи оптимизации топологии сети к минимаксу

Для любого Î ⊆ I зададим функции

f

Î
(x, y) =

∑

i∈Î

fi(xi, yi)
∂fi
∂xi

(xi, yi)

∑

i∈Î

1
∂fi
∂xi

(xi, yi)

,

ϕÎ(x, y) = fÎ(x, y)D +w
∑

i∈I

gi(yi)

на XÎ × Y, где XÎ = {x ∈ X | xi > 0 ⇔ i ∈ Î}.
В силу теоремы 2 из [32] решение задачи двухуровневой оптимиза-

ции (4), (5) существует, а y∗ ∈ Y является этим решением тогда и только
тогда, когда

y∗ ∈ argmin
y∈Y

[
min
Î⊆I

sup
x∈X

Î

fÎ(x, y)D + w
∑

i∈I

gi(yi)
]
. (6)

При этом по следствию 1 из [32] если y∗ является решением задачи двух-
уровневой оптимизации (4), (5), а x∗ — решением задачи (5) для y∗, то па-
ра (x∗, y∗) является решением задачи минимакса

min
y∈Y

sup
x∈XI∗

ϕI∗(x, y) (7)

при
I∗ ∈ argmin

Î⊆I
min
y∈Y

sup
x∈X

Î

ϕ
Î
(x, y). (8)

Иначе говоря, при решении задачи двухуровневой оптимизации (4), (5)
множество активных переменных с необходимостью находится среди та-
ких подмножеств Î ⊆ I, которые обеспечивают наименьшее значение
величины минимакса функции ϕÎ(x, y).
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3. Построение множества активных переменных

Лемма 1. Если у функции fÎ(x, y) нет экстремумов внутри множе-

ства XÎ , то

sup
x∈X

Î

fÎ(x, y) = max
i∈Î

fi(0, yi). (9)

Доказательство. Если у непрерывной функции f

Î
(x, y) нет экс-

тремумов внутри открытого ограниченного множества X
Î
, то супремум

f

Î
(x, y) на X

Î
достигается на границе этого множества. Поскольку

fÎ(x, y) =

fj(xj , yj) +
∂fj
∂xj

(xj , yj)
∑

i∈Î\j

fi(xi, yi)
∂fi
∂xi

(xi, yi)

1 +
∂fj
∂xj

(xj , yj)
∑

i∈Î\j

1
∂fi
∂xi

(xi, yi)

, j ∈ Î ,

в силу (1) получаем

lim
xj→0

fÎ(x, y) = fj(0, yj), j ∈ Î ,

т. е. приходим к (9).

Теорема 1. Если пара (x̂, ŷ) ∈ XÎ × Y является решением задачи

минимакса

min
y∈Y

sup
x∈X

Î

ϕÎ(x, y) (10)

и существует p ∈ I \ Î такой, что fp(0, ŷp) < fi(x̂i, ŷi) для i ∈ Î , то

min
y∈Y

sup
x∈X

I

ϕI(x, y) < min
y∈Y

sup
x∈X

Î

ϕÎ(x, y)

при I = Î ∪ p.

Доказательство. Если пара (x̂, ŷ) ∈ X
Î
× Y является решением

задачи минимакса (10), то x̂ является точкой максимума функции f

Î
(x, ŷ)

на множестве X
Î
. В таком случае согласно лемме 2 из [32] имеем

fi(x̂i, ŷi) = fj(x̂j , ŷj), i, j ∈ Î .

При этом в силу вида функции fÎ(x, ŷ) получаем

sup
x∈X

Î

fÎ(x, ŷ) = fÎ(x̂, ŷ) = fi(x̂i, ŷi), i ∈ Î . (11)

Рассмотрим систему уравнений fp(xp, ŷp) = fi(xi, ŷi) для i ∈ Î . Если
на множестве XI существует решение этой системы, то в силу непре-
рывности и строгого возрастания функций fi(xi, ŷi) по xi на множе-
стве положительных чисел, i ∈ I, это решение единственно, а поскольку
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fp(0, ŷp) < fi(x̂i, ŷi) для i ∈ Î , существуют такие ∆x̂i > 0, i ∈ Î , что

fi(x̂i, ŷi) > fi(x̂i −∆x̂i, ŷi) = fp

(∑

i∈Î

∆x̂i, ŷp

)
, i ∈ Î . (12)

При этом согласно леммам 1 и 2 из [32] x ∈ XI такой, что xi = x̂i −∆x̂i,

i ∈ Î , и xp =
∑

i∈Î

∆x̂i, является единственной точкой максимума функции

fI(x, ŷ) на множестве XI :

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ) = fI(x, ŷ) = fp(xp, ŷp). (13)

На основании (11) и (13) в силу (12) получаем

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ) < sup
x∈X

Î

fÎ(x, ŷ).

Если на множестве XI не существует решения системы уравнений
fp(xp, ŷp) = fi(xi, ŷi), i ∈ Î , то в силу непрерывности и строгого воз-
растания функций fi(xi, ŷi) по xi на множестве положительных чисел,
i ∈ I, поскольку fp(0, ŷp) < fi(x̂i, ŷi) для i ∈ Î существуют Ĩ ⊂ Î и такие
∆x̂i > 0, i ∈ Ĩ , что

fj(0, ŷj) > fi(x̂i −∆x̂i, ŷi) = fp

(∑

i∈Ĩ

∆x̂i, ŷp

)
, i ∈ Ĩ , j ∈ Î \ Ĩ .

Таким образом,

fj(0, ŷj) > fp

(∑

i∈Ĩ

∆x̂i, ŷp

)
> fp(0, ŷp), j ∈ Î \ Ĩ . (14)

Поскольку на множестве XI не существует решения системы уравнений
fp(xp, ŷp) = fi(xi, ŷi), i ∈ Î , в силу леммы 2 из [32] у функции fI(x, ŷ) нет
экстремумов внутри множества XI , что с учётом леммы 1 ведёт к равен-
ству

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ) = max
i∈I

fi(0, ŷi). (15)

Однако, благодаря (14) из (15) следует, что

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ) = max
i∈Î

fi(0, ŷi). (16)

В силу строгого возрастания функций fi(xi, ŷi), i ∈ Î , на множестве по-
ложительных чисел, опираясь на (11) и (16), получаем

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ) < sup
x∈X

Î

f

Î
(x, ŷ).
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Приходим к выводу, что в любом из возможных случаев справедливо
неравенство

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ) < sup
x∈X

Î

f

Î
(x, ŷ). (17)

В свою очередь, из (17) следует, что

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ)D + ω
∑

i∈I

gi(ŷi) < sup
x∈X

Î

fÎ(x, ŷ)D + ω
∑

i∈I

gi(ŷi),

или

sup
x∈X

I

[
fI(x, ŷ)D + ω

∑

i∈I

gi(ŷi)
]
< sup

x∈X
Î

[
f

Î
(x, ŷ)D + ω

∑

i∈I

gi(ŷi)
]
, (18)

при этом

min
y∈Y

sup
x∈X

I

[
fI(x, y)D + ω

∑

i∈I

gi(yi)
]
6 sup

x∈X
I

[
fI(x, ŷ)D + ω

∑

i∈I

gi(ŷi)
]
.

Таким образом, в силу (18) получаем

min
y∈Y

sup
x∈X

I

[
fI(x, y)D + ω

∑

i∈I

gi(yi)
]
< sup

x∈X
Î

[
f

Î
(x, ŷ)D + ω

∑

i∈I

gi(ŷi)
]
,

при этом поскольку

sup
x∈X

Î

[
f

Î
(x, ŷ)D + ω

∑

i∈I

gi(ŷi)
]
= min

y∈Y
sup
x∈X

Î

[
fI(x, y)D + ω

∑

i∈I

gi(yi)
]
,

окончательно получаем

min
y∈Y

sup
x∈X

I

[
fI(x, y)D + ω

∑

i∈I

gi(yi)
]
< min

y∈Y
sup
x∈X

Î

[
f

Î
(x, y)D + ω

∑

i∈I

gi(yi)
]
.

Теорема 2. Если ŷ ∈ Y таков, что

sup
x∈X

Î

ϕÎ(x, ŷ) = min
y∈Y

sup
x∈X

Î

ϕÎ(x, y),

но при этом не существует решения системы fi(xi, ŷi) = fj(xj , ŷj), i, j ∈ Î ,
на множестве XÎ , то

min
y∈Y

sup
x∈X

I

ϕI(x, y) 6 min
y∈Y

sup
x∈X

Î

ϕ
Î
(x, y)

при I = Î \ s, где fs(0, ŷs) = max
i∈Î

fi(0, ŷi).

Доказательство. Коль скоро на множестве XÎ не существует ре-

шения системы fi(xi, ŷi) = fj(xj , ŷj), i, j ∈ Î , согласно лемме 2 из [32]
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у функции f

Î
(x, ŷ) нет экстремумов внутри множества X

Î
. В таком слу-

чае по лемме 1

sup
x∈X

Î

f

Î
(x, ŷ) = max

i∈Î
fi(0, ŷi). (19)

Рассмотрим систему уравнений fi(xi, ŷi) = fj(xj, ŷj) для i, j ∈ I. Если
на множестве XI не существует её решения, то в силу леммы 2 из [32]
у функции fI(x, ŷ) нет экстремумов внутри множества XI . В таком слу-
чае согласно лемме 1

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ) = max
i∈I

fi(0, ŷi), (20)

а поскольку fs(0, ŷs) = max
i∈Î

fi(0, ŷi), из (19) и (20) следует, что

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ) 6 sup
x∈X

Î

f

Î
(x, ŷ).

Если же существует x̃ ∈ XI такой, что fi(x̃i, ŷi) = fj(x̃j , ŷj), i, j ∈ I,
то в силу лемм 1 и 2 из [32] имеем

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ) = fi(x̃i, ŷi), i ∈ I. (21)

Предположим при этом, что fi(x̃i, ŷi) > fs(0, ŷs), i ∈ I. В таком случае
в силу непрерывности и строгого возрастания функций fi(xi, ŷi) по xi
на множестве положительных чисел, i ∈ I, существуют такие ∆x̃i > 0,

i ∈ Î , что

fi(x̃i −∆x̃i, ŷi) = fs

(∑

i∈I

∆x̃i, ŷs

)
, i ∈ I,

при x̃i − ∆x̃i > 0, i ∈ I, поскольку fi(0, ŷi) 6 fs(0, ŷs) для всех i ∈ I.
Другими словами, предположив, что fi(x̃i, ŷi) > fs(0, ŷs), i ∈ I, приходим
к необходимости существования решения системы fi(xi, ŷi) = fj(xj , ŷj),

i, j ∈ Î . Таким образом, предположение оказалось неверным, а значит,

fi(x̃i, ŷi) 6 fs(0, ŷs), i ∈ I. (22)

В силу (22) из (19) и (21) следует, что

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ) 6 sup
x∈X

Î

f

Î
(x, ŷ).

Приходим к выводу, что в любом из возможных случаев справедливо
неравенство

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ) 6 sup
x∈X

Î

f

Î
(x, ŷ). (23)
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В свою очередь, из (23) следует, что

sup
x∈X

I

fI(x, ŷ)D + ω
∑

i∈I

gi(ŷi) 6 sup
x∈X

Î

fÎ(x, ŷ)D + ω
∑

i∈I

gi(ŷi),

или

sup
x∈X

I

[
fI(x, ŷ)D + ω

∑

i∈I

gi(ŷi)
]
6 sup

x∈X
Î

[
f

Î
(x, ŷ)D + ω

∑

i∈I

gi(ŷi)
]
, (24)

при этом

min
y∈Y

sup
x∈X

I

[
fI(x, y)D + ω

∑

i∈I

gi(yi)
]
6 sup

x∈X
I

[
fI(x, ŷ)D + ω

∑

i∈I

gi(ŷi)
]
.

Таким образом, в силу (24) получаем

min
y∈Y

sup
x∈X

I

[
fI(x, y)D + ω

∑

i∈I

gi(yi)
]
6 sup

x∈X
Î

[
fÎ(x, ŷ)D + ω

∑

i∈I

gi(ŷi)
]
,

или

min
y∈Y

sup
x∈X

I

[
fI(x, y)D + ω

∑

i∈I

gi(yi)
]
6 min

y∈Y
sup
x∈X

Î

[
fÎ(x, y)D + ω

∑

i∈I

gi(yi)
]
.

4. Достаточность множества активных переменных

Теорема 3. Пусть

fi(0, ẏi) = fi(0, ÿi), i ∈ I, ẏi, ÿi ∈ Y.

В таком случае если пара (x̂, ŷ) ∈ XÎ × Y является решением задачи

минимакса

min
y∈Y

sup
x∈X

Î

ϕÎ(x, y)

и при этом fi(x̂i, li) 6 fj(0, lj) для всех i ∈ Î , j ∈ I \ Î , то для любого

s ∈ I \ Î справедливо неравенство

min
y∈Y

sup
x∈X

Î

ϕÎ(x, y) 6 min
y∈Y

sup
x∈X

I

ϕI(x, y),

где I = Î ∪ s.

Доказательство. Если пара (x̂, ŷ) ∈ X
Î
× Y является решением

задачи минимакса для ϕ
Î
(x, y), то x̂ ∈ X

Î
является точкой максимума

функции f

Î
(x, ŷ) на множестве X

Î
. В таком случае согласно лемме 2

из [32] выполняются равенства

fi(x̂i, ŷi) = fj(x̂j , ŷj), i, j ∈ Î . (25)

Выстроим fi(x̂i, li), i ∈ Î , в порядке возрастания:

fi1(x̂i1 , li1) 6 . . . 6 fim(x̂im , lim),
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где Î = {i1, . . . , im}. Поскольку функции fi(xi, li) непрерывные и строго
возрастающие по xi на множестве положительных чисел, i ∈ I, суще-
ствуют ∆x̂i > 0, i ∈ Î , такие, что

fi1(x̂i1 +∆x̂i1 , li1) = · · · = fim(x̂im −∆x̂im , lim),

при
k−1∑
a=1

∆x̂ia =
m∑

a=k

∆x̂ia и x̂ia −∆x̂ia > 0 для всех a ∈ k,m, где k такой,

что
fik−1

(x̂ik−1
+∆x̂ik−1

, lik−1
) = fik(x̂ik −∆x̂ik , lik).

Действительно, для любого a ∈ k,m справедливо

fia(x̂ia −∆x̂ia , lia) = fi1(x̂i1 +∆x̂i1 , li1),

откуда в силу вида функции fi1(xi1 , li1) следует, что

fia(x̂ia −∆x̂ia, lia) > fi1(x̂i1 , li1),

при этом поскольку fi1(x̂i1 , yi1) невозрастающая по yi1 на Yi1 , то

fi1(x̂i1 , li1) > fi1(x̂i1 , ŷi1),

а значит,
fia(x̂ia −∆x̂ia , lia) > fi1(x̂i1 , ŷi1). (26)

Однако, в силу (25) выполняется равенство

fi1(x̂i1 , ŷi1) = fia(x̂ia , ŷia),

а так как x̂ia > 0, то

fia(x̂ia , ŷia) > fia(0, ŷia),

а с учётом равенства fia(0, ŷia) = fia(0, lia), следующего из условия тео-
ремы, получаем

fi1(x̂i1 , ŷi1) > fia(0, lia). (27)

Подставив (27) в (26), получим

fia(x̂ia −∆x̂ia , lia) > fia(0, lia),

откуда в силу вида функции fia(xia , lia) следует, что (x̂ia−∆x̂ia) > 0 для
всех a ∈ k,m. Другими словами, существует x̃ ∈ XÎ такой, что

fi(x̃i, li) = fj(x̃j , lj), i, j ∈ Î .

Предположим, что существует решение x̃ ∈ X
Î

системы уравнений

fi(xi, li) = fj(xj , lj), i, j ∈ Î . Тогда найдётся p ∈ Î , для которого справед-
ливо

fp(x̃p, lp) 6 fp(x̂p, lp),

поскольку в противном случае в силу непрерывности и строгого возрас-
тания функций fi(xi, ŷi) по xi на множестве положительных чисел, i ∈ I,
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выполнялось бы неравенство x̃i > x̂i для всех i ∈ Î , а значит,
∑

i∈Î

x̃i >

∑

i∈Î

x̂i = D (т. е. x̃ /∈ X
Î
). В свою очередь, поскольку fp(x̂p, lp) 6 fs(0, ls)

для произвольно выбранного s ∈ I \ Î , то

fi(x̃i, li) = fp(x̃p, lp) 6 fs(0, ls), i ∈ Î . (28)

При этом в силу непрерывности и невозрастания функции fi(x̃i, yi) по yi
на множестве Yi, i ∈ I, справедливо

fi(x̃i, yi) 6 fi(x̃i, li), i ∈ Î , (29)

где y ∈ Y такой, что

sup
x∈X

I

ϕI(x, y) = min
y∈Y

sup
x∈X

I

ϕI(x, y)

при I = Î ∪ s.

Рассмотрим систему уравнений fi(xi, yi) = fj(xj, yj), i, j ∈ Î . Если су-
ществует x ∈ XÎ , удовлетворяющий этой системе, то, как было показано

выше, найдётся q ∈ Î , для которого справедливо

fq(xq, yq) 6 fq(x̃q, yq),

так как в противном случае x /∈ XÎ . В свою очередь, в силу (29) и (28)

для найденного q ∈ Î справедливы неравенства

fq(x̃q, yq) 6 fq(x̃q, lq) 6 fs(0, ls),

откуда следует, что

fi(xi, yi) = fq(xq, yq) 6 fs(0, ls), i ∈ Î .

При этом поскольку fs(0, ls) = fs(0, ys), в силу условия теоремы оконча-
тельно получаем

fi(xi, yi) = fq(xq, yq) 6 fs(0, ys), i ∈ Î .

В силу непрерывности и строгого возрастания функций fi(xi, yi) по xi
на множестве положительных чисел, i ∈ I, система fi(xi, yi) = fs(xs, ys),

i ∈ Î , не имеет решения на множестве XI и при этом

fs(0, ys) = max
i∈I

fi(0, yi).

Следовательно, согласно теореме 2

min
y∈Y

sup
x∈X

Î

ϕ
Î
(x, y) 6 min

y∈Y
sup
x∈X

I

ϕI(x, y). (30)
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Если же на множестве X
Î

не существует решения системы fi(xi, yi) =

fj(xj, yj), i, j ∈ Î , то и система fi(xi, yi) = fs(xs, ys), i ∈ Î , не имеет
решения на множестве XI . При этом в силу (28) и (29) имеем

fi(x̃i, yi) 6 fs(0, ls), i ∈ Î ,

откуда в силу вида функций fi(xi, yi), i ∈ Î , и условия теоремы следует,
что

fi(0, yi) < fi(x̃i, yi) 6 fs(0, ls) = fs(0, ys), i ∈ Î ,

т. е. fs(0, ys) = max
i∈I

fi(0, yi). Следовательно в силу теоремы 2 приходим

к (30).

5. Поиск оптимальной топологии сети

Теоремы 1 и 2 позволяют реализовать алгоритмы поиска множества
активных переменных в задаче (4), (5). Действительно, они указывают,
каким образом следует добавлять и удалять маршруты из рассмотре-
ния, чтобы гарантированно уменьшать значение целевой функции (4).
Рассмотрим, в частности, следующий алгоритм.

Алгоритм 1

1: Î = ∅
2: Î ← Î ∪ {j} для некоторого j = argmin

i∈I
fi(0, li) ∈ I

3: (ŷ, x̂)← решение задачи минимакса min
y∈Y

sup
x∈X

Î

ϕÎ(x, y)

4: while ∃ p ∈ I \ Î : ∀ i ∈ Î (fp(0, ŷp) < fi(x̂i, ŷi)) do

5: Î ← Î ∪ {p}
6: (ŷ, x̂)← решение задачи минимакса min

y∈Y
sup
x∈X

Î

ϕ
Î
(x, y)

7: return Î

Реализация алгоритма 1 позволяет найти множество маршрутов, ко-
торые следует учитывать при решении задачи (4), (5). В то же время
достаточность построенного таким образом множества маршрутов для
решения задачи (4), (5) не гарантирована. Однако, благодаря теореме 3
можно оценить найденное множество маршрутов на достаточность, про-
верив выполнимость простого условия

fi(x̂i, li) 6 fj(0, lj), i ∈ Î , j ∈ I \ Î . (31)

Если условие (31) выполняется, то найденного множества маршрутов
достаточно для поиска глобального оптимума в задаче (4), (5).
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Рассмотрим результат применения предложенного алгоритма на при-
мере сети с 8 попарно непересекающимися альтернативными маршрута-
ми. Величины верхних и нижних границ пропускных способностей до-
ступных альтернатив даны в табл. 1.

Таблица 1

Нижняя и верхняя границы пропускных способностей

Пропуск. способность y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8
Нижняя граница (li) 50 80 70 40 60 90 45 20
Верхняя граница (ui) 80 100 95 60 70 110 65 50

Бюджетные затраты, связанные с увеличением пропускной способно-
сти альтернативы i ∈ 1, 8 с величины li до величины yi, будем описывать
при помощи функции вида

gi(yi) = 100(yi − li)
2, i ∈ 1, 8,

а общий бюджет, который может быть инвестирован в увеличение про-
пускной способности всех альтернатив не должен превышать 200 000:
8∑

i=1
gi(yi) 6 200 000. При этом каждая альтернатива i ∈ 1, 8 характеризу-

ется степенной функцией задержки fi(xi, yi) единицы потока xi по аль-
тернативе с пропускной способностью yi:

fi(xi, yi) = t0i + 0,15

Å
xi
yi

ã4
, i ∈ 1, 8,

при параметрах, заданных в табл. 2.

Таблица 2

Параметры функций задержки

i 1 2 3 4 5 6 7 8
t0i 21 24 18 29 34 32 30 35

Как только допустимый набор величин пропускных способностей за-
дан, поток D = 350 распределяется среди доступных альтернатив в соот-
ветствии с принципом конкурентного равновесия при заданных функци-
ях задержки. Если лидер на верхнем уровне стремится минимизировать
общую задержку в сети за счёт минимальных инвестиций в увеличение
пропускной способности альтернатив, то возникает задача двухуровне-
вой оптимизации (4), (5). При этом будем считать, что w = 0,01, т. е.
единицу затрат времени лидер оценивает в 100 единиц бюджета.

Результаты применения алгоритма 1 представлены в табл. 3.
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Таблица 3

Результаты применения алгоритма 1

i 1 2 3 4 5 6 7 8
x̂i 124,61 22,66 202,73 0 0 0 0 0
ŷi 58,92 81,18 80,61 40 60 90 45 20

При этом нетрудно проверить, что условие (31) выполняется для по-
лученного при помощи алгоритма 1 подмножества Î = {1, 2, 3} и век-
тора x̂. Другими словами, выявленных маршрутов достаточно, чтобы
найти глобальный оптимум в задаче (4), (5) для представленной сети:
введение в рассмотрение дополнительных доступных маршрутов может
лишь уменьшить значение целевой функции (4).

1

2

3

4

Рис. 1. Сеть с непересекающимися маршрутами

Стоит отметить, что сформулированная в настоящей статье задача
двухуровневой оптимизации может относиться к разным прикладным
задачам. Действительно, с одной стороны, задача (4), (5) может возник-
нуть в случае оптимизации участка улично-дорожной сети с непересека-
ющимися путями (рис. 1). В таком случае можно считать, что участок
улично-дорожной сети обслуживает D неатомарных пользователей, рас-
пределяющихся среди n маршрутов в стремлении минимизировать ин-
дивидуальное время движения.

1

2 3

4

Рис. 2. Сеть типа звезда

С другой стороны, задача (4), (5) может возникнуть в случае оптими-
зации сети дистрибьюторского центра типа звезда (рис. 2). В таком слу-
чае можно считать, что дистрибьюторский центр способен поставить D
неатомарных единиц продуктового потока, который распределяется сре-
ди n альтернативных покупателей по принципу аукциона. При этом если
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на рис. 2 направить стрелочки в обратную сторону, то задача (4), (5)
будет соответствовать ситуации, в рамках которой единственный поку-
патель удовлетворяет свой спрос в D единиц продуктового потока, заку-
паясь у n альтернативных поставщиков по принципу аукциона.
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Abstract. The paper is devoted to the global optimum search in the
network design problem with non-interfering routes. Within this paper,
we assume that the network manager invests in capacity of the network
to minimize overall delay caused by equilibrium flow assignment. We
prove that solving the network design problem can be reduced to the
subset of routes search, which gives the minimum value of goal function
in a finite set of minimax problems. Moreover, we establish how such
a subset should be generated in order to ensure that the corresponding
value decreases. Eventually, under fairly natural assumptions, we obtain
optimality conditions for solutions to emerging minimax problems. For
demonstration purposes, we apply the obtained results to a concrete
example. Tab. 3, illust. 2, bibliogr. 34.
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