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Аннотация. Рассматривается задача календарного планирования
с ограниченными ресурсами по критерию минимума длины рас-
писания. Все ресурсы возобновимы, прерывания операций (работ)
не допускаются. Эта задача NP-трудна в сильном смысле. Ограни-
ченность ресурсов лежит в основе сложности её решения. К чис-
лу перспективных для решения этой задачи относят эвристические
алгоритмы. В данной работе предлагается ранжировать ресурсы
по степени их критичности (дефицитности). Эвристические алго-
ритмы могут использовать это ранжирование ресурсов для постро-
ения сравнительно лучших эвристических решений. Ранжирование
ресурсов получаем из релаксированной задачи, в которой ресурсы
складируемы. Предложенный метод ранжирования ресурсов был
применён в генетическом алгоритме. Вычислительные эксперимен-
ты на примерах из электронной библиотеки PSPLIB показали его
эффективность. Для нескольких примеров из PSPLIB найдены но-
вые лучшие (ранее неизвестные) решения. Табл. 1, библиогр. 17.
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Введение

Рассматривается задача календарного планирования с ограниченны-
ми ресурсами (resource-constrained project scheduling problem, RCPSP).
Эта задача может быть представлена следующим образом. Дан проект
с множеством N операций (работ). Каждая операция j имеет длитель-
ность pj. Прерывание операций не допускается. В связи с технологи-
ческими требованиями между некоторыми операциями существуют от-
ношения предшествования. Они задаются наборами непосредственных
предшественников Pj , указывающими, что операция j не может быть
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начата до завершения каждого её предшественника из Pj . Имеется мно-
жество K типов возобновляемых ресурсов. Для каждого ресурса k в каж-
дый единичный момент времени выделяется одинаковое количество ре-
сурса Rk. Каждая операция j требует rjk единиц ресурса типа k в каж-
дом единичном интервале времени, в течение которого она выполняет-
ся. К числу имеющихся добавим две дополнительные операции j = 0
и j = |N | + 1, представляющие начало и завершение проекта соответ-
ственно. Обе являются «фиктивными» операциями с длительностью 0
и без запросов на ресурсы.

Предполагается, что вся информация детерминированная и известна
заранее, а параметры неотрицательны и целочисленны. Расписание пред-
ставляет собой назначение неотрицательного момента начала sj каждой
операции j = 0, 1, . . . , |N |+1. Целью задачи RCPSP является нахождение
расписания, которое приводит к кратчайшему возможному моменту за-
вершению проекта. Время завершения проекта в расписании называется
также временем выполнения расписания.

По классификации, предложенной в [1], представленная выше задача
обозначается через PS|prec|Cmax, а согласно классификационной схеме
из [2] — через m, 1|cpm|Cmax.

Поскольку задача RCPSP NP-трудна в сильном смысле [3], известные
точные методы решения, такие как метод ветвей и границ, не подходят
для решения крупномасштабных задач из-за значительного времени вы-
числений, поэтому точные методы неприемлемы для решения практи-
ческих задач. Для решения примеров RCPSP большого размера основ-
ной интерес для исследований представляют эвристические процедуры
и метаэвристики. Многие эвристические процедуры основаны на прави-
лах приоритета и методах forward-backward improvement (FBI). К числу
метаэвристических алгоритмов, предложенных для RCPSP, могут быть
отнесены генетический алгоритм (ГА), поиск с запретами, имитация от-
жига, оптимизация муравьиной колонии, перелинковка путей (the path
re-linking) и разнообразные гибридные алгоритмы. Численные экспери-
менты, проведённые на стандартных наборах примеров PSPLIB [4], по-
казали высокую эффективность этих метаэвристических методов.

Задача RCPSP имеет обширное применение на практике, поэтому
она привлекала к себе внимание многих исследователей на протяжении
нескольких последних десятилетий. В прошлом опубликован ряд обзо-
ров, связанных с RCPSP. Детерминированные варианты задачи и методы
их решения были рассмотрены в [1]. Перечисление детерминированных
вариантов и расширение базовой модели приведено в [5], но без мето-
дов решения. Эвристические методы для базового варианта рассмотре-
ны в [6]. Обзор робастных и реактивных процедур планирования дан
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в [7]. Обзор по задачам планирования проектов с ограниченными ресур-
сами в условиях неопределённости представлен в [8], а обстоятельный
обзор гибридных метаэвристик для RCPSP — в [9]. Упомянем также об-
зоры [10–12].

Как утверждается в [13], решение ресурсных конфликтов лежит в ос-
нове задачи RCPSP, и многие исследователи также отмечали, что на-
личие ограниченных ресурсов является определяющим фактором для
сложности задачи. В работе [13] авторы анализировали сложность за-
дачи RCPSP с экспериментальной точки зрения и предложили подход
к преобразованию простых задач RCPSP в очень сложные. При этом ко-
личество операций и ресурсов в таких примерах должно быть как можно
меньше. Одним из шагов указанного преобразования является сокраще-
ние количества ресурсов, необходимое для поиска узких мест, определя-
ющих сложность задачи.

Поиск узких мест среди ограниченных ресурсов являлся главной те-
мой в работе [14]. В отличие от [13], где обнаруженные ресурсные узкие
места использовались для построения трудных примеров, в [14] произ-
водилось ранжирование ресурсов по степени их дефицитности. Оба эти
подхода в своей основе используют поиск узких мест задачи по использо-
ванию ресурсов, и в этом они перекликаются. Полученное ранжирование
применялось далее для построения эвристического приближённого реше-
ния жадным алгоритмом. На каждом шаге этого алгоритма учитывалось
применение более приоритетных ресурсов и рассматривались в первую
очередь использующие их операции. В генетическом алгоритме [15] ис-
пользовался оператор скрещивания родительских хромосом, а для выяв-
ления перспективных генов в этих хромосомах также применялся этот
способ ранжирования ресурсов. Численные эксперименты показали эф-
фективность генетического алгоритма с применением ранжирования ре-
сурсов по степени их дефицитности.

В настоящей статье предлагается новый способ ранжирования ресур-
сов по степени их дефицитности. Для этого рассматривается релакси-
рованная задача RCPSP со складируемыми (cumulative) ресурсами. Эта
задача полиномиально разрешима [16]. В [17] был предложен модифи-
цированный алгоритм задачи с улучшенной оценкой временной сложно-
сти. После нахождения решения релаксированной задачи мы проведём
детальный анализ динамики потребления ресурсов, сравнивая её с дина-
микой выделения этих ресурсов. Таким образом фиксируются узкие ме-
ста задачи, связанные с ресурсами, и выявляются ресурсы в этой релак-
сированной задаче, критически важные в каждый конкретный момент
времени. В результате мы ранжируем ресурсы по степени их дефицит-
ности, а затем делаем предположение, что такое ранжирование ресурсов
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для релаксированной задачи будет также сохраняться и для исходной
задачи.

Фактически предлагаемый метод ранжирования ресурсов развивает
идеи из [15]. Если ранее обращалось внимание лишь на интегральные
остатки неиспользованных ресурсов по окончании решения релаксиро-
ванной задачи, то теперь изучается характер потребления ресурсов в ди-
намике, что позволяет более аккуратно выявлять ресурсные коллизии.

Качество предложенного метода ранжирования ресурсов для RCPSP
протестировано на серии численных экспериментов. Для их проведения
использован генетический алгоритм [15], в операции кроссовера которого
задействовано эвристическое правило ранжирования ресурсов. Тестовые
примеры для эксперимента взяты из электронной библиотеки тестовых
примеров PSPLIB [4]. Для тестирования использованы примеры из тесто-
вых множеств j90 и j120 размерностью 90 и 120 операций соответственно.

Ниже показано, что с помощью предложенного метода ранжирования
ресурсов получены лучшие решения в сравнении с алгоритмами, не ис-
пользующими ранжирование ресурсов, а также использующими приме-
нённый ранее [14] интегральный способ ранжирования ресурсов. Генети-
ческий алгоритм с предложенным правилом ранжирования ресурсов по-
лучил лучшие решения для нескольких десятков примеров из j90 и j120.
Для одного примера из j90 и четырёх примеров из j120 найдены лучшие
(ранее неизвестные) эвристические решения. Эти решения внесены в таб-
лицу лучших эвристических решений, расположенную на сайте PSPLIB.

1. Постановка задачи

Задачу RCPSP можно сформулировать следующим образом. Рассмот-
рим проект как ориентированный ацикличный граф G = (N,A), в кото-
ром N — множество операций проекта, а A ⊆ N × N — множество пар,
отражающее отношение предшествования между операциями. Положим
N = {1, . . . , n}∪{0, n+1}, при этом фиктивные операции 0 и n+1 задают
начало и завершение всего комплекса операций. Операции 1, . . . , n будем
называть фактическими. Отношение предшествования на N определим
множеством пар A = {(i, j) | i ∈ Pj}. Если (i, j) ∈ A, то операция j
не может начаться раньше завершения операции i.

Через K обозначим множество типов ресурсов, необходимых для вы-
полнения операций. Все ресурсы предполагаются возобновимыми. В каж-
дый единичный временной интервал [t− 1, t), t ∈ Z+, для каждого типа
ресурсов выделяется фиксированный объём этого ресурса Rk ∈ Z+.

Фактическая операция j имеет определённую длительность своего вы-
полнения pj ∈ Z+ и требует в каждую единицу [t− 1, t), t ∈ Z+, времени
своего выполнения rjk > 0 единиц ресурса типа k ∈ K. С целью избежать
неразрешимости задачи будем предполагать, что rjk 6 Rk, j ∈ N, k ∈ K.
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Фиктивные операции 0 и n + 1 имеют нулевую длительность и нулевое
потребление ресурсов. Фактические операции имеют ненулевую целочис-
ленную длительность.

Введём переменные задачи. Через sj > 0 обозначим момент начала
выполнения j-й операции. Так как операции выполняются без преры-
вания, момент окончания j-й операции определяется равенством cj =
sj + pj . Определим расписание S как (n+2)-вектор (s0, . . . , sn+1). Время
завершения проекта T (S) соответствует моменту завершения последней
операции проекта, т. е. T (S) = cn+1. Через J(t, S) = {j ∈ N | sj 6 t < cj}
обозначим множество операций, выполняемых в единичном интервале
времени [t − 1, t), t ∈ Z+ при расписании S. Задача заключается в на-
хождении допустимого расписания S = {sj} с минимальным временем
завершения проекта T (S). Её можно формализовать следующим обра-
зом: минимизировать время завершения проекта

T (S) = cn+1 (1)

при ограничениях

si + pi 6 sj, (i, j) ∈ A, (2)
∑

j∈J(t,S)

rjk 6 Rk, k ∈ K, t ∈ Z+ : J(t, S) 6= ∅, (3)

sj ∈ Z+, j ∈ N. (4)

Неравенства (2) определяют ограничения предшествования операций,
а (3) обеспечивают соблюдение ресурсных ограничений с возобновимыми
ресурсами: суммарное количество ресурса типа k, потребляемое всеми
операциями, выполняемыми в единичном интервале времени [t − 1, t),
не должно превышать имеющегося в наличии количества этого ресурса
в данный момент времени. Наконец, (4) определяет искомые переменные.

2. Ранжирование ресурсов

Идея нахождения относительно более перспективных ресурсов (их
ранжирования по степени дефицитности) состоит в использовании ре-
лаксированной задачи для (1)–(4). Релаксация состоит в том, что теперь
все ресурсы будем считать складируемыми (cumulative). По решению ре-
лаксированной задачи определяем для неё ранжирование ресурсов. Да-
лее делаем предположение, что ранжирование ресурсов для релаксиро-
ванной задачи будет также сохраняться и для исходной задачи.

Подобная идея была реализована в [14, 15]. В отличие от предлагае-
мого в данной работе метода ранжирования, там применялся интеграль-
ный способ определения дефицитных ресурсов, исходя из общих остатков
неиспользованных ресурсов. Этот метод показал свою эффективность
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при проведении численных экспериментов. Однако, он имеет и слабые
стороны. Вполне возможно, что некий ресурс интегрально не проявил
себя критически дефицитным, но на локальных отрезках времени имен-
но он оказался тем узким местом, которое не позволило сократить общую
длину расписания. Новый подход рассматривает процесс построения рас-
писания в динамике, и тем самым он лишён этого недостатка.

Для задачи (1)–(4) рассмотрим её релаксацию, в которой условие воз-
обновимости ресурсов ослаблено до условия их складируемости: миними-
зировать время завершения проекта

T (S) = cn+1 (5)

при ограничениях

si + pi 6 sj, (i, j) ∈ A, (6)
t∑

t′=1

∑

j∈J(t′,S)

rjk 6

t∑

t′=1

Rk, k ∈ K, t ∈ Z+ : J(t, S) 6= ∅, (7)

sj ∈ Z+, j ∈ N. (8)

Неравенства (7) обеспечивают соблюдение ограничений для склади-
руемых ресурсов, а соотношения (5)–(8) представляют собой задачу ка-
лендарного планирования со складируемыми ресурсами.

Отметим, что задача RCPSP с ограничениями на ресурсы складиру-
емого типа (7) по трудоёмкости решения отличается от задачи с ограни-
чениями с возобновимыми ресурсами (3). Если все ресурсы только скла-
дируемого типа, то для довольно широкого класса задач (с целочислен-
ными длительностями операций) задача полиномиально разрешима [16].
В [17] был предложен модифицированный алгоритм для релаксирован-
ной задачи (5)–(8) с улучшенной оценкой временной сложности, равной
O(|A| + n log2 n + n|K|)), где n— число операций, K — множество типов
ресурсов, |A|— число пар операций, между которыми установлены отно-
шения предшествования. Применительно к рассматриваемой постановке
задачи мощность множества A имеет оценку O(n2), и тогда оценку вре-
менной сложности задачи (5)–(8) можно представить как O(n(n+ |K|)).

Опишем алгоритм ранжирования ресурсов для релаксированной за-
дачи (5)–(8).

Шаг 1. Решаем задачу (5)–(8). В результате решения получаем опти-
мальную длину расписания T ∗ и моменты начала выполнения операций
в оптимальном расписании S∗ = {s∗j}.
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Шаг 2. Для оптимального расписания S∗ находим остатки неисполь-
зованных ресурсов в каждый момент времени:

ρkt =
t∑

t′=1

Rk −
t∑

t′=1

∑

j∈J∗(t′,S∗)

rjk, k ∈ K, t ∈ 1, T ∗.

Здесь J∗(t, S∗)— множество операций, выполняемых в единичном интер-
вале времени [t− 1, t) при расписании S∗:

J∗(t, S∗) = {j ∈ N | s∗j 6 t < s∗j + pj}.
Шаг 3. Для каждого ресурса k вычисляем минимальную по всем мо-

ментам времени t величину ρmin
k минимальных остатков неизрасходован-

ных ресурсов:
ρmin
k = min

t∈1,T ∗

ρkt, k ∈ K.

Шаг 4. Сортируем по неубыванию ρmin
k , k ∈ K. Результат сортиров-

ки является искомым ранжированием ресурсов: ресурс с минимальным
значением ρmin

k будем считать наиболее дефицитным, а с максимальным
значением — наименее дефицитным. В случае равенства минимальных
остатков более дефицитным будем считать ресурс с меньшим интеграль-
ным значением неизрасходованных ресурсов ρkT ∗ .

Заметим, что значение величин ρkt получается в ходе работы алго-
ритма на шаге 1 в виде разности двух следующих величин: суммарного
количества выделенных и суммарного количества потреблённых ресур-
сов. Это же замечание справедливо и для шага 3 алгоритма: минималь-
ное количество неиспользованных ресурсов для всех моментов времени
также может быть получено в ходе решения релаксированной задачи.
Наконец, само ранжирование ресурсов на шаге 4 требует сортировки
массива ρmin

k , k ∈ K, по неубыванию, оно выполняется за O(|K| log |K|)
действий. Следовательно, общая временна́я сложность алгоритма равна
O(n(n+ |K|) + |K| log |K|)).

3. Численные эксперименты

Для исследования эффективности предложенного метода ранжиро-
вания ресурсов использованы наборы тестовых примеров из электрон-
ной библиотеки PSPLIB [4], доступной по ссылке www.om-db.wi.tum.de/

psplib. Мы использовали множества тестовых примеров j60, j90 и j120.
Наборы j60 и j90 содержат примеры с 60 и 90 операциями в каждом соот-
ветственно, по 48 серий примеров в каждом наборе и по 10 экземпляров
в каждой серии — всего по 480 примеров в каждом из этих наборов. На-
бор данных j120 содержит 60 серий тестовых примеров по 10 экземпляров
в каждой серии — всего 600 экземпляров.
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Пусть Rdin — массив ресурсов в порядке их ранжирования предло-
женным в данной работе динамическим методом, а Rint — соответствую-
щий массив ранжирования, полученный интегральным методом. Понят-
но, что на некоторых примерах ранжирование может совпадать, и в та-
ких случаях у нас не будет предпосылок для обнаружения новых лучших
решений за счёт более аккуратного ранжирования. В первом численном
эксперименте находим на примерах из PSPLIB оба ранжирования и про-
изводим их сравнение по числу возможных совпадений.

Таблица 1

Сравнение ранжирований Rdin и Rint на примерах из PSPLIB

Набор
примеров
из PSPLIB

Общее
число

примеров

Число
примеров

с Rdin = Rint

Процент
совпадений
Rdin и Rint

Число
примеров

с Rdin 6= Rint

Процент
несовпадений
Rdin и Rint

j60 480 116 24,2 364 75,8

j90 480 137 28,5 343 71,5

j120 600 152 25,3 448 74,5

Как видно из табл. 1, около трёх четвертей всех примеров из PSPLIB
имеют другое, более тонко настроенное ранжирование ресурсов.

В следующем численном эксперименте исследуем эффект влияния
предложенного метода ранжирования ресурсов на решения, получаемые
использующим его метаэвристическим алгоритмом, в качестве которого
применялся генетический алгоритм [15]. Были использованы примеры
из наборов j90 и j120 электронной библиотеки PSPLIB.

Оператор кроссовера этого алгоритма действует по следующей схеме.
В обоих родительских хромосомах находятся перспективные участки (ге-
ны) по принципу наилучшего использования ресурсов. Под наилучшим
использованием ресурсов понимается минимальный объём неиспользо-
ванных ресурсов (потерь) среди возобновимых ресурсов. Затем эти пер-
спективные гены передаются дочерней хромосоме. Теперь, имея ранжи-
рование ресурсов по степени их дефицитности, стремимся передать до-
черней хромосоме те гены, которые по возможности используют наи-
лучшим способом именно более дефицитные ресурсы. Генетический ал-
горитм совершил две серии экспериментов по числу шагов алгоритма:
50 000 шагов и 500 000 шагов.

Численные эксперименты показали, что на примерах из набора j90
генетический алгоритм при 50 000 шагов отыскал решения с меньшей
длиной расписания для 46 примеров. На примерах из j120 удалось найти
63 лучших решений. При 500 000 шагах алгоритма было найдено 15 и 29
лучших решений соответственно.



Об одном методе ранжировании ресурсов 13

Для одного примера из j90 (пример j9013_3) удалось получить новое
рекордное (неизвестное ранее) эвристическое решение. Для множества
примеров j120 были обновлены решения для четырёх примеров: X11_5,
X16_2, X16_3 и X51_1. Эти обновлённые решения размещены в таблице
лучших эвристических решений на сайте PSPLIB.

Заключение

Для задачи календарного планирования с ограниченными ресурсами
по критерию минимизации длины расписания предложен новый метод
ранжирования ресурсов по степени их дефицитности. Наличие такого
ранжирования ресурсов позволяет эвристическим алгоритмам и метаэ-
вристикам находить сравнительно лучшие эвристические решения. Для
определения более дефицитных ресурсов рассматривается релаксирован-
ная задача RCPSP со складируемыми ресурсами. Эта задача полиноми-
ально разрешима. Получив решение релаксированной задачи, мы произ-
водим анализ динамики потребления ресурсов, фиксируем узкие места
задачи, связанные с ресурсами, и ранжируем ресурсы по степени их де-
фицитности. Затем делается предположение, что такое ранжирование
ресурсов для релаксированной задачи будет также сохраняться и для
исходной задачи. Этот метод опробован в рамках численных экспери-
ментов. Для проведения экспериментов использован генетический алго-
ритм, в операции кроссовера которого задействовано разработанное эв-
ристическое правило ранжирования ресурсов. Тестовые примеры взяты
из электронной библиотеки тестовых примеров PSPLIB [4]. Численные
эксперименты показали эффективность предложенного метода.
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Abstract. We consider a resource-constrained project scheduling prob-
lem (RCPSP) with respect to the makespan minimization criterion. The
problem accounts for technological constraints on activities precedence
together with resource constraints. Activities preemptions are not al-
lowed. The problem with renewable resources is NP-hard in the strong
sense. Metaheuristics are one of the promising methods for solving this
problem. We propose a new method for identifying the most scarce re-
sources, which helps metaheuristics to overcome these resource conflicts
and find better solutions. The proposed resource ranking method is ap-
plied in a genetic algorithm. Computational experiments with instances
from the PSPLIB electronic library showed its effectiveness. New so-
lutions are obtained for several instances, while new best (previously
unknown) solutions are found for one instance from j90 and four in-
stances from j120 datasets. Tab. 1, bibliogr. 17.

Keywords: project management, resource-constrained project sched-
uling problem, renewable resources, PSPLIB.
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