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Аннотация. Хребты являются важными элементами решений ря-
да комбинаторных задач. В частности, хребты рассматривались для
задачи коммивояжёра и различных вариантов задачи выполнимо-
сти. В данной статье рассматриваются хребты для задачи выпол-
нимости. Хребты булевых формул представляют собой подмноже-
ства переменных, имеющие единственное допустимое значение. Су-
ществует ряд различных применений хребтов. Хребты широко ис-
пользуются для решения задачи выполнимости с помощью эвристи-
ческих алгоритмов. В данной статье рассматривается вычислитель-
ная сложность задачи поиска хребта, а также задачи нахождения
допустимых значений для хребтов. Библиогр. 38.
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Введение

Исследования пространств решений комбинаторных задач физиче-
скими методами выявили для некоторых задач феномен, называемый
замораживанием переменных. В частности, наличие данного феномена
обнаружено для задачи коммивояжёра в исследованиях, представленных
в работе [1]. Замораживание переменных наблюдается и для задачи вы-
полнимости [2–4].

Замораживание переменных проявляется в том, что некоторые ча-
сти хороших наборов значений переменных остаются практически неиз-
менными почти для всех хороших наборов значений переменных. За-
мораживание переменных указывает на закономерную неравномерность
в пространстве решений: наличие областей повышенной плотности и зна-
чительных разреженных областей. Следует отметить, что многие совре-
менные криптографические алгоритмы в значительной степени опира-
ются на разреженные или плотные данные (см., например, [5–7]). Это
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естественным образом ведёт к разработке методов криптоанализа, кото-
рые направлены на поиск специфических закономерностей, связанных
с разреженными и плотными данными [8–10]. В силу этого феномен за-
мораживания переменных представляет существенный интерес как для
криптографии, так и для криптоанализа.

Выявлено наличие тесной связи замораживания переменных с другим
важным направлением теоретического исследования задачи выполнимо-
сти — фазовым переходом и пороговой гипотезой [11]. Явление фазово-
го перехода указывает на то, что трудность задачи зависит не столько
от размера исходных данных, сколько от некоторых их структурных осо-
бенностей. В последние годы исследования в области фазового перехода
получили существенное развитие (см., например, [12]). В частности, по-
роговая гипотеза получила подтверждение как для задачи выполнимо-
сти [13, 14], так и в общем случае [15, 16].

Исследования в области фазового перехода показывают, что средние
вычислительные затраты на поиск решения для задачи выполнимости
растут линейно с увеличением числа переменных булевой формулы [17].
Однако для небольшой доли булевых формул наблюдается экспоненци-
альный рост затрат [17], что обусловлено присутствием замораживания
переменных в булевых формулах [18]. Проявления феномена заморажи-
вания переменных для различных комбинаторных задач были формали-
зованы на основе понятия хребта [18, 19].

От способности решателя учитывать структурные особенности буле-
вых формул в значительной мере зависит его производительность [20].
Хребты рассматриваются как одна из основных структурных особен-
ностей [21, 22]. Многие современные решатели используют поиск хреб-
тов [23–25]. Экспериментально установленная зависимость между нали-
чием хребта и трудностью анализа булевой формулы указывает на есте-
ственный путь к повышению производительности решателей: необходимо
как можно раньше обнаружить хребет и элиминировать его из формулы,
присваивая конкретные значения переменным. Данная работа посвяще-
на вычислительной сложности соответствующих задач.

1. Основные определения

Как обычно, для произвольного множества M через |M | будем обозна-
чать его мощность, а для произвольной булевой формулы f через V (f)—
множество всех её переменных. Произвольный набор значений перемен-
ных из подмножества S множества V (f) задаётся некоторым отображе-
нием A : S → {0, 1}. Будем обозначать через F [A(S)] булеву формулу,
полученную из формулы f подстановкой вместо каждого вхождения пе-
ременной x её значения A(x) для всех x ∈ S. Следуя [26], для булевой
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формулы f множество S ⊆ V (f) будем называть хребтом, если существу-
ет единственное отображение A такое, что формула F [A(S)] выполнима
при условии выполнимости формулы f.

2. Нахождение хребтов

Понятия и определения, которые не приводятся в настоящей статье
непосредственно, можно найти в книге [27]. В [28] показано, что если
P 6= NP, то не существует аппроксимационной процедуры, которая бы
гарантировала нахождение достаточно большого хребта за полиномиаль-
ное время. Для произвольного множества булевых формул H и для любо-
го действительного числа β, 0 < β < 1, через L(H, β) обозначим язык, со-
стоящий из всех булевых формул h, удовлетворяющих следующим усло-
виям: h ∈ H и существует хребет S ⊆ V (h) такой, что |S| > β|V (h)|.
В [29] установлено, что для любого действительного числа β, 0 < β < 1,
существует генерируемое полиномиальным алгоритмом множество буле-
вых формул B такое, что язык L(B, β) NP-полный. Результаты иссле-
дований [28, 29] указывают на то, что нахождение хребта может быть
не менее трудной задачей, чем решение задачи выполнимости. Следую-
щее утверждение показывает, что нахождение хребта может быть значи-
тельно труднее, чем решение задачи выполнимости.

Теорема 1. Для любого β ∈ (0, 1) существует генерируемое полино-
миальным алгоритмом множество булевых формул F такое, что язык
L(F , β) DP-полный.

Доказательство. Для произвольной булевой формулы p обозначим
через p∗ булеву формулу, полученную из p заменой каждого вхождения
переменной x на ¬x для всех переменных x ∈ V (p). Зафиксируем произ-
вольное β ∈ (0, 1). Пусть F — множество всевозможных булевых формул
вида

(
f ∨

∧

x∈W

x
)
∧ (g ∨ g∗), (1)

удовлетворяющих следующим трём условиям:
1) булевы формулы f и g представлены в конъюнктивной нормальной

форме, причём каждая дизъюнкция содержит по три литерала;
2) множества переменных V (f), V (g) и W попарно не пересекаются;
3) выполняются неравенства

|W | > β(|V (f)|+ |V (g)| + |W |), (2)

|V (f)| < β(|V (f)|+ |V (g)|+ |W |). (3)
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Легко понять, что множество булевых формул F рекурсивно. В част-
ности, элементы множества F можно сгенерировать по их номерам. За-
метим, что размер элементов множества F экспоненциально больше раз-
мера их естественных номеров в бинарной кодировке, поэтому для уста-
новления полиномиального соответствия между размерами входа и вы-
хода при генерации естественно использовать стандартный в таких слу-
чаях приём, основанный на представлении номеров в унарной кодиров-
ке (см., например, [30] для случая уникальной задачи остановки). Легко
понять, что по номерам, представленным в унарном виде, элементы мно-
жества F можно генерировать за полиномиальное время.

Доказательство DP-полноты языка L(F , β) построим на обосновании
трудности распознавания принадлежности формул множества F языку
L(F , β).

Непосредственно из определения хребта вытекает, что формула ви-
да (1) имеет хребет лишь при условии, что формула g ∨ g∗ выполняет-
ся. Выполнимость формулы g ∨ g∗ равносильна выполнимости по край-
ней мере одной из формул g и g∗. Из определения формулы g∗ следует,
что g[A(V (g))] = 1 тогда и только тогда, когда g∗[A∗(V (g))] = 1, где
A(y) 6= A∗(y) для всех y ∈ V (g). Следовательно, выполнимость форму-
лы g ∨ g∗ равносильна выполнимости формулы g. Кроме того, ни одна
из переменных множества V (g) не принадлежит хребту.

Допустим, что формула f выполнима. Легко понять, что если форму-
ла f выполнима, то ни одна из переменных множества W не принадле-
жит хребту: либо формула (1) не будет выполнимой, либо формула (1)
выполняется для любых значений переменных из множества W, поэтому
если формула f выполнима, то для любого хребта S справедливо нера-
венство

|S| 6 |V (f)|. (4)
Из определения языка L(H, β) и системы неравенств (3) и (4) очевид-
ным образом вытекает, что формула (1) не принадлежит языку L(F , β).
Таким образом, чтобы формула (1) принадлежала языку L(F , β), необ-
ходимо, чтобы формула f не была выполнимой.

Рассмотрим следующую задачу.

Задача SAT-UNSAT (Выполнимость-невыполнимость). Да-
ны булевы формулы f и g, каждая из которых представлена в конъюнк-
тивной нормальной форме, причём каждая дизъюнкция содержит по три
литерала. Верно ли, что формула g выполнима, а формула f выполнимой
не является?

Хорошо известно, что задача SAT-UNSAT DP-полна (см., напри-
мер, [27, теорема 17.1]). Легко понять, что если формула g выполнима,
а формула f выполнимой не является, то формула (1) выполняется лишь



86 В. Ю. Попов

при условии, что все переменные множества W принимают значение 1,
т. е. множество W является хребтом. Учитывая неравенство (2), форму-
ла (1) принадлежит языку L(F , β) тогда и только тогда, когда формула g
выполнима, а формула f выполнимой не является. Легко понять, что для
произвольных формул f и g, выбирая достаточно большое множество W,
можно построить формулу вида (1) из множества F . Отсюда и из DP-
полноты задачи SAT-UNSAT очевидным образом вытекает DP-полнота
языка L(F , β). Теорема 1 доказана.

Заметим, что обнаружение хребта позволяет существенно упростить
анализ исходной формулы. Однако даже нахождение большого хребта
не обеспечивает того, что полученная формула станет лёгкой для даль-
нейшего анализа, по крайней мере потому, что она тоже может содержать
хребет. Тем самым представляет интерес исследование максимальных
хребтов, т. е. хребтов S таких, что для любой переменной x /∈ S множе-
ство S∪{x} хребтом не является. Соответствующая задача в явном виде
может быть сформулирована следующим образом.

Задача MB (Проверка хребта на максимальность). Даны бу-
лева формула f и хребет S формулы f. Верно ли, что хребет S макси-
мален?

Следующее утверждение показывает, что проверка найденного хребта
на максимальность является вычислительно трудной задачей.

Теорема 2. Задача MB co-NP-трудна.

Доказательство. Для произвольной булевой формулы g в конъ-
юнктивной нормальной форме рассмотрим булеву формулу

∧

x∈W

x ∧ ((g ∨ g∗) ∨ z), (5)

предполагая, что z — переменная такая, что z /∈ W, z /∈ V (g), а множе-
ства W и V (g) не имеют общих элементов. Легко понять, что для любой
формулы g формула (5) выполнима. Следовательно, множество W явля-
ется хребтом. Кроме того, ни одна переменная множества V (g) в хребет
не входит. Следовательно, максимальным хребтом является либо мно-
жество W, либо W ∪ {z}. Очевидно, что W ∪ {z}— максимальный хре-
бет тогда и только тогда, когда булева формула g невыполнима. Отсюда
в силу co-NP-полноты задачи SAT-COMPLEMENT (см., например, [27,
п. 10.1]) вытекает co-NP-трудность проверки хребта на максимальность.
Теорема 2 доказана.

Хотя теоремы 1 и 2 мы доказываем конструктивно, т. е. строим соот-
ветствующие множества булевых формул в явном виде, результаты этих
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утверждений относятся к количественной оценке хребтов: существует ли
достаточно большой хребет и можно ли известный хребет увеличить.
Результаты работы [31] показывают, что, даже зная хребет, найти значе-
ния его переменных — вычислительно трудная задача. Количественные
оценки ещё менее информативны. В частности, даже зная мощность мак-
симального хребта, мы, вообще говоря, не имеем эффективного способа
нахождения хребта.

Теорема 3. Если P 6= NP ∩ co-NP, то для любого натурального k
существует множество булевых формул F такое, что каждая формула
f ∈ F имеет максимальный хребет мощности k, но не существует поли-
номиального алгоритма, позволяющего по произвольной формуле f ∈ F
найти её хребет.

Доказательство. При доказательстве теоремы будем пользовать-
ся подходом, предложенным в [32] и адаптированным для исследования
хребтов в [33]. Предположим, что P 6= NP ∩ co-NP. Тогда существует
язык L в некотором алфавите Σ такой, что L ∈ (NP ∩ co-NP) \ P. По-
скольку L ∈ co-NP, язык Σ∗ \L, где Σ∗ — множество всевозможных слов
в алфавите Σ, принадлежит классу NP. Зафиксируем некоторое рекур-
сивное множество

{Ni | i ∈ N} (6)

недетерминированных машин Тьюринга, распознающих всевозможные
языки из класса NP за полиномиальное время. Обычно (см., напри-
мер, [34–36]) в качестве множества (6) используются недетерминирован-
ные машины Тьюринга с часами, предложенные в работе [37]. Поскольку
L ∈ NP и Σ∗ \ L ∈ NP, в множестве (6) найдутся машины Ns и Nt, рас-
познающие языки L и Σ∗ \ L соответственно. Используя конструкцию
Кука [38], можем получить множество булевых формул

{f(Ni, w) | i ∈ N, w ∈ Σ∗} (7)

такое, что формула f(Ni, w) выполнима тогда и только тогда, когда сло-
во w принадлежит языку, распознаваемому машиной Ni. Пусть F — под-
множество множества (7), состоящее из формул вида

(∧

x∈U

x ∨ f(Ns, w) ∨ f∗(Ns, w)
)
∧
( ∧

y∈W

y ∨ f(Nt, w) ∨ f∗(Nt, w)
)

(8)

для всех w ∈ Σ∗, где множества U, W, V (f(Ns, w)), V (f(Nt, w)) попарно
не пересекаются, |U | = |W | = k.

Заметим, что формулы f(Ns, w) и f(Nt, w) выполнимы тогда и только
тогда, когда выполнимы формулы f∗(Ns, w) и f∗(Nt, w) соответственно,
поэтому переменные из множеств V (f(Ns, w)) и V (f(Nt, w)) не принад-
лежат хребту. Поскольку машина Ns распознаёт язык L, а машина Nt —
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дополнение языка L, формула f(Ns, w) выполнима тогда и только тогда,
когда формула f(Nt, w) выполнимой не является.

Допустим, что формула f(Ns, w) выполнима. Тогда переменные мно-
жества U хребту не принадлежат, а множество W — максимальный хре-
бет формулы (8). Если формула f(Nt, w) выполнима, то переменные мно-
жества W хребту не принадлежат, а множество U является максималь-
ным хребтом формулы (8). Таким образом, если w ∈ L, то множество W
является максимальным хребтом формулы (8), а если w /∈ L, то множе-
ство U является максимальным хребтом формулы (8). Поскольку L /∈ P,
не существует полиномиального алгоритма, позволяющего по произволь-
ной формуле f ∈ F найти её хребет. Теорема 3 доказана.

3. Нахождение значений хребтов

При анализе булевой формулы f нахождение хребта S само по се-
бе позволяет получить важную информацию о структуре формулы f
и пространстве решений. Однако для упрощения дальнейшего анализа
формулы f необходимо нахождение значения хребта S, т. е. конкретных
значений переменных из множества S, обеспечивающих выполнимость
формулы f, что само по себе является вычислительно трудной задачей
(см. [31]). Следующее утверждение является аналогом результатов рабо-
ты [31] для случая максимальных хребтов.

Теорема 4. Если P 6= NP ∩ co-NP, то для любого натурального k
существует множество булевых формул F такое, что для каждой форму-
лы f ∈ F известен максимальный хребет мощности k, но не существует
полиномиального алгоритма, позволяющего по произвольной формуле
f ∈ F найти значения хребта.

Доказательство осуществим модификацией рассуждений, прове-
дённых при доказательстве теоремы 3. Рассмотрим множество F , пред-
полагая, что оно является подмножеством множества (7), состоящим
из формул вида(∧

x∈U

x ∨ f(Ns, w) ∨ f∗(Ns, w)
)
∧
(∧

x∈U

¬x ∨ f(Nt, w) ∨ f∗(Nt, w)
)

(9)

для всех w ∈ Σ∗, где множества U, V (f(Ns, w)), V (f(Nt, w)) попарно
не пересекаются, |U | = k. Легко понять, что множество U является мак-
симальным хребтом формулы (9). Если w ∈ L, то формула (9) выпол-
няется, когда все переменные множества U принимают значение 0. Если
w /∈ L, то формула (9) выполняется, когда все переменные множества U
принимают значение 1. Поскольку L /∈ P, не существует полиномиаль-
ного алгоритма, позволяющего по произвольной формуле f ∈ F найти
значения хребта. Теорема 4 доказана.
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Заключение

В данной статье рассмотрена вычислительная сложность задач, свя-
занных с использованием хребтов при анализе булевых формул: суще-
ствование хребта, нахождение хребта и нахождение значений хребта.
Ранее уже было известно, что исследование булевых формул на основе
хребтов может быть не менее трудной задачей, чем нахождение набора,
на котором формула выполняется [28, 29, 33]. Мы показали, что подход
с использованием хребтов может быть значительно более трудным, чем
задача выполнимости.
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Abstract. Backbones are important parts of solutions for a number
of combinatorial problems. In particular, backbones have been consid-
ered for the traveling salesman problem and various modifications of
the satisfiability problem. In this paper, we consider backbones for the
latter. The backbones of Boolean formulas are subsets of variables with
unique proper assignment. There is a number of different applications of
backbones. They are extensively used to solve the satisfiability problem
with heuristic algorithms. In this paper, we consider the computational
complexity of the problem of finding backbones and of the problem of
finding proper assignments for backbones. Bibliogr. 38.
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