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О ТЕСТИРУЮЩЕМ МНОЖЕСТВЕ
ДЛЯ КОДОВ ТИПА ПРЕПАРАТЫ

А. Ю. Васильева 1, 2

1 Институт математики им. С. Л. Соболева,
пр. Акад. Коптюга, 4, 630090 Новосибирск, Россия
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Аннотация. Изучается вопрос о восстановлении объекта из задан-
ного класса по его пересечению с так называемым тестирующим
множеством. В качестве класса рассматриваются коды типа Пре-
параты, т. е. нелинейные коды длины n = 22m − 1, m = 2, 3, . . . ,
с кодовым расстоянием 5 и мощности вдвое большей, чем у макси-
мального линейного кода такой же длины с тем же кодовым рас-
стоянием. Указаны условия, при которых объединение нескольких
концентрических сфер является тестирующим множеством для ко-
дов типа Препараты.

Ключевые слова: граф Хэмминга, код Препараты, совершенный
код, тестирующее множество, многочлен Кравчука.

Введение

Множество всех двоичных векторов длины n называется n-мерным
двоичным гиперкубом: Qn = {x = (x1, . . . , xn) | xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n}.
На нём вводятся операция покомпонентного сложения по модулю 2 и рас-

стояние Хэмминга, равное числу различающихся позиций в векторах:

ρ(x,y) =
n∑

i=1
|xi − yi|. Весом Хэмминга вектора x ∈ Qn называется чис-

ло его ненулевых позиций, т. е. расстояние от него до нулевого вектора:
wt(x) = ρ(x,0). Здесь и далее 0 = (0, . . . , 0), 1 = (1, . . . , 1) ∈ Qn, а через
ei ∈ Qn, i = 1, . . . , n, обозначаем вектор веса 1, имеющий единицу в i-й
позиции. Множество всех векторов веса i, i = 0, 1, . . . , n, будем обозна-
чать через Wi и называть i-м уровнем гиперкуба.

Исследование выполнено в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект
№ FWNF–2022–0017).

© А. Ю. Васильева, 2023
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Графом Хэмминга называем граф с множеством вершин Qn и множе-
ством рёбер, состоящим из всех пар вершин на расстоянии 1 друг от дру-
га. Пусть V = {f : Qn → C}— пространство всех комплекснозначных
функций над гиперкубом. Собственные функции f ∈ V (и собственные
числа λ) матрицы смежности графа Хэмминга называем собственными
функциями (и собственными числами) графа. Они удовлетворяют сле-
дующей системе уравнений:

n∑

i=1

f(x+ ei) = λf(x), x ∈ Qn. (1)

Хорошо известно, что собственные числа графа n-мерного гиперкуба
равны n−2i, i = 0, 1, . . . , n. Собственные функции с собственным числом
λ = n− 2i образуют собственное подпространство Vi ⊆ V, i = (n − λ)/2.
Обозначив 〈a,b〉 =

n∑
i=1

aibi, a,b ∈ Qn, ортогональный базис Vi можем

задать следующим образом:

Φi = {ϕa : Qn → C | ϕa(x) = (−1)〈a,x〉, a ∈Wi}.
В частности, базис подпространства V0 состоит из единственной функции
ϕ0 ≡ 1.

Поскольку Φ0 ∪ Φ1 ∪ · · · ∪ Φn — ортогональный базис всего простран-
ства V, квадратная матрица A = A(n) порядка 2n, строки и столбцы
которой занумерованы векторами из Qn, с элементами axy = ϕx(y),
x,y ∈ Qn, определяет ортогональное преобразование, называемое пре-
образованием Фурье. Обозначим через Aij

(n) подматрицу A со строками,
соответствующими вершинам из Wi, и столбцами, соответствующими
вершинам из Wj .

Для произвольной функции f ∈ V обозначим через f (i) её ортого-
нальную проекцию на собственное подпространство Vi, i = 0, 1, . . . , n.
Таким образом, f может быть однозначно представлена в виде суммы
f = f (0) + f (1) + · · · + f (n).

В [1] показано, что при некоторых условиях произвольная функция
из i-го собственного подпространства однозначно определяется по её зна-
чениям на уровне гиперкуба, имеющем тот же номер i. Аналогично при
некоторых условиях произвольная функция из прямой суммы подпро-
странств Vi⊕Vj однозначно определяется по её значениям на Wi∪Wj [1].
Эти условия формулируются в терминах двоичных многочленов Крав-

чука, определяемых следующим образом:

Ki(t;N) =

i∑

j=0

(−1)j
Ç
t

j

åÇ
N − t
i− j

å
.
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Используя этот факт, в разд. 2 мы укажем тестирующее множество для
кодов типа Препараты. Множество вершин T ⊆ Qn называем тестиру-

ющим для некоторого класса объектов K = {K ⊆ Qn}, если из условий
K1,K2 ∈ K, K1 ∩ T = K2 ∩ T следует, что K1 = K2.

Подмножество C ⊆ Qn, состоящее из M слов с попарными расстоя-
ниями не менее d, называется двоичным (n,M, d)-кодом, т. е. кодом дли-
ны n, мощности M и кодовым расстоянием d; через χC будем обозначать
характеристическую функцию кода C. Код называется совершенным (с
расстоянием 3), если шары радиуса 1 с центрами в кодовых словах не пе-
ресекаются и покрывают весь Qn. Совершенные коды длины n существу-
ют для любых n = 2t − 1, t = 2, 3, . . . , и только таких [2, 3]. В половине
случаев, когда t = 2m, m = 2, 3, . . . , существуют коды типа Препараты

длины n = 22m − 1, определяемые как коды с минимальным расстояни-
ем 5 и мощности 2n+1/(n+1)2. Каждый код Препараты P является под-
множеством некоторого, притом единственного, совершенного кода [4],
который будем обозначать через C(P ).

Разбиение (D0, . . . ,Dr) вершин графа называется совершенной рас-

краской, если для любых i, j ∈ {0, . . . , r} существует целое число sij
такое, что произвольная вершина из Di имеет в точности sij соседей
из множества Dj . Матрица S = (sij) называется матрицей параметров

раскраски.

1. Проекции на собственные подпространства

Выясним, как связаны ортогональные проекции характеристических
функций кода типа Препараты P и совершенного кода C(P ) на собствен-
ные подпространства Vi, i = 0, 1, . . . , n.

Известно, что каждый код типа Препараты P равномерно упако-
ван [5], а значит, порождает совершенную раскраску D = (D0 = P,D1,
D2,D3 = C(P ) \ P ) вершин гиперкуба по расстоянию от кода P с мат-
рицей параметров

SP =




0 n 0 0
1 0 n− 1 0
0 2 n− 3 1
0 0 n 0


 .

Её собственные значения равны n, −1, −1 ±
√
n+ 1, поэтому характе-

ристические функции каждого из множеств D0,D1,D2,D3 лежат в под-
пространстве

V0 ⊕ V(n+1)/2 ⊕ Vk ⊕ Vh,

k =
n+ 1

2
−
√
n+ 1

2
, h =

n+ 1

2
+

√
n+ 1

2
.
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Иначе говоря, характеристическая функция χDi
, i = 0, 1, 2, 3, предста-

вима в виде суммы четырёх собственных функций, являющихся орто-
гональными проекциями на подпространства V0, V(n+1)/2, Vk, Vh соответ-
ственно:

χDi
= χ

(0)
Di

+ χ
((n+1)/2)
Di

+ χ
(k)
Di

+ χ
(h)
Di
.

Так как V0 состоит из тождественно равных константе функций, легко
показать, что

χ
(0)
P =

1

2n

∑

x∈Qn

χP (x) · 1 =
2

(n + 1)2
. (2)

Аналогично про произвольный совершенный код C известно следу-
ющее. Во-первых, его определение эквивалентно тому, что разбиение
(C,Qn \ C) является совершенной раскраской с матрицей параметров

SC =

ï
0 n
1 n− 1

ò
,

собственные значения которой равны n и −1, а значит, характеристиче-
ская функция кода C (а также характеристическая функция дополнения
Qn \ C к коду) лежит в подпространстве V0 ⊕ V(n+1)/2, точнее говоря,

χC = χ
(0)
C + χ

((n+1)/2)
C , причём χ

(0)
C =

1

n+ 1
. (3)

Выясним связь проекций характеристических функций произвольно-
го кода типа Препараты P и содержащего его совершенного кода C(P )
на подпространство V(n+1)/2.

Лемма 1. Пусть P — код Препараты и C(P )— содержащий его со-

вершенный код. Тогда

χ
((n+1)/2)
P =

2

n+ 1
χ
((n+1)/2)
C(P ) . (4)

Доказательство. Пусть D = (D0 = P,D1,D2,D3 = C(P ) \ P )— со-
вершенная раскраска по расстояниям от кода P.Множество D2 является,
с одной стороны, множеством всех вершин на расстоянии 2 от кода P,
а с другой стороны, множеством вершин на расстоянии 1 от множества
D3 = C(P ) \ P. Поэтому для всех x ∈ Qn, во-первых, имеем

χD2
(x) =

∑

16i<j6n

χP (x+ ei + ej), (5)

а во-вторых,

χD2
(x) =

n∑

i=1

χD3
(x+ ei). (6)

Определение (1) собственной функции из подпространства V(n+1)/2 при-
нимает следующий вид: f ∈ V(n+1)/2 тогда и только тогда, когда
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n∑

i=1

f(x+ ei) = −f(x), x ∈ Qn.

С учётом этого из (5) получим

χ
((n+1)/2)
D2

(x) =
∑

16i<j6n

χ
((n+1)/2)
P (x+ ei + ej)

=
1

2

(
n∑

i=1

n∑

j=1

χ
((n+1)/2)
P (x+ ej + ei)−

n∑

i=1

χ
((n+1)/2)
P (x+ ei + ei)

)

=
1

2

(
n∑

j=1

(−χ((n+1)/2)
P (x+ ej))− nχ((n+1)/2)

P (x)

)

=
1

2
(χ

((n+1)/2)
P (x)− nχ((n+1)/2)

P (x)) = −n− 1

2
χ
((n+1)/2)
P (x).

Аналогично из (6) следует, что

χ
((n+1)/2)
D2

(x) =

n∑

i=1

χ
((n+1)/2)
D3

(x+ ei) = −χ((n+1)/2)
D3

(x).

Сравнивая два полученных выражения для ортогональной проекции ха-
рактеристической функции множества D2 на собственное подпростран-
ство V(n+1)/2, имеем

n− 1

2
χ
((n+1)/2)
P = χ

((n+1)/2)
D3

. (7)

Поскольку C(P ) = P ∪ D3, для характеристических функций получим
χC(P ) = χP + χD3

, поэтому

χ
((n+1)/2)
P + χ

((n+1)/2))
D3

= χ
((n+1)/2)
C(P ) .

Осталось применить (7) и прийти к равенству (4). Лемма 1 доказана.

2. Тестирующее множество

Для произвольного кода P типа Препараты положим

FP = χP −
2

n+ 1
χC(P ).

Заметим, что функция FP различает вершины кода P типа Препараты,
вершины из C(P ) \ P и остальные вершины гиперкуба:

FP (x) =





n−1
n+1 , если x ∈ P ,
− 2

n+1 , если x ∈ C(P ) \ P ,
0, если x ∈ Qn \ C(P ).
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Лемма 2. Пусть P — произвольный код Препараты. Тогда

(1) FP ∈ Vk ⊕ Vh, k = n+1
2 −

√
n+1
2 , h = n+1

2 +
√
n+1
2 ;

(2) функция FP антиподальна, т. е. FP (x) = FP (1 + x) для любой

вершины x ∈ Qn.

Доказательство. (1) Очевидно, что FP ∈ V0 ⊕ V(n+1)/2 ⊕ Vk ⊕ Vh.
В силу леммы 1 имеем

F
(n+1)/2
P = χ

(n+1)/2
P − 2

n+ 1
χ
(n+1)/2
C(P ) = 0.

Кроме того, из (2) и (3) следует, что F (0)
P = 0.

(2) В силу п. (1) функция FP является линейной комбинацией функ-
ций ϕa(x) = (−1)〈a,x〉, где a ∈ Wk ∪Wh. Поскольку числа k и h чётны,
каждая такая функция принимает одинаковые значения на любой паре
противоположных вершин x и 1+ x. Лемма 2 доказана.

На основе полученных фактов и [1] может быть доказана

Теорема 1. Пусть n = 22m − 1, m = 2, 3, . . . , и k = n+1
2 −

√
n+1
2 .

Множество

T =Wk−3 ∪Wk−2 ∪Wk−1 ∪Wk ∪Wk+1 ∪Wk+2 (8)

является тестирующим для кодов типа Препараты длины n, если

Ki(i; 2i +
√
n+ 1) 6= 0, i = 0, 1, . . . , k. (9)

Доказательство. Из доказанного в [1] следует, что если матрица

B =

ñ
Akk

(n) Akh
(n)

Ahk
(n) Ahh

(n)

ô

невырожденная, то произвольная функция из подпространства Vk ⊕ Vh
однозначно определяется своими значениями на множестве Wk ∪Wh.

Пусть P — произвольный код типа Препараты. В силу леммы 2, ес-
ли матрица B невырожденная, то функция FP однозначно определяется
своими значениями на множестве вершин Wk ∪ Wh, причём её значе-
ния на множестве Wh равны значениям в противоположных вершинах
из множества Wn−h =Wk−1. Таким образом, для однозначной восстано-
вимости кода P по некоторому его подмножеству P0 достаточно, чтобы,
во-первых, матрица B была невырожденной, и во-вторых, по P0 одно-
значно вычислялись все значения FP (x) для всех x ∈Wk ∪Wk−1.

Покажем, что B = Akk
(n+1). Каждой вершине n-мерного куба, имеющей

вес k или h, сопоставим вершину (n+ 1)-мерного куба веса k:

r(a) =

®
(a, 0), если a ∈Wk,

(1+ a, 1), если a ∈Wh.
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Легко понять, что это взаимно однозначное соответствие. Пусть a,b ∈
Wk∪Wh. Проверим, что элемент матрицы B на пересечении строки, соот-
ветствующей вершине a, и столбца, соответствующего вершине b, равен
элементу (−1)〈r(a),r(b)〉 матрицы Akk

(n+1) на пересечении строки, соответ-
ствующей вершине r(a), и столбца, соответствующего вершине r(b):

(−1)〈r(a),r(b)〉 =





(−1)〈(a,0),(b,0)〉 = (−1)〈a,b〉, если a,b ∈Wk;

(−1)〈(a,0),(1+b,1)〉 = (−1)〈a,b〉(−1)〈a,1〉,
если a ∈Wk, b ∈Wh;

(−1)〈(1+a,1),(b,0)〉 = (−1)〈a,b〉(−1)〈b,1〉,
если a ∈Wh, b ∈Wk;

(−1)〈(1+a,1),(1+b,1)〉 = (−1)〈a,b〉(−1)〈a,1〉(−1)〈b,1〉
×(−1)〈1,1〉(−1)1·1, если a,b ∈Wh.

Учитывая, что числа k и h чётны, во всех четырёх случаях получаем
требуемое равенство. Как показано в [1], собственные значения матрицы
Akk

(n+1) равны

(−2)jKk−j(k − j;n + 1− 2j), j = 0, . . . , k.

После замены i = k − j видим, что Akk
(n+1) обратима в том и только том

случае, когда числа Ki(i; 2i+
√
n+ 1) не равны нулю для всех i = 0, . . . , k.

Осталось заметить, что поскольку радиус покрытия кода типа Пре-
параты равен 3, по множеству P0 = P ∩ T для каждой вершины x ∈
Wk−1 ∪Wk можно однозначно установить, на каком расстоянии от ко-
да P она находится, а следовательно, и значение функции FP (x) в ней.
Теорема 1 доказана.

Подчеркнём, что результат этой теоремы носит условный характер,
и ключевым становится вопрос о неравенстве нулю значений (9) много-
членов Кравчука, когда значение переменной равно номеру многочлена.
В общем виде вопрос о целых нулях этих многочленов далёк от своего
решения, но есть предположение [6], что таковых существует немного.
В таблице, приведённой в [6] для начальных значений параметров, нет
целых корней, равных номеру многочлена. Из неё следует, что для ко-
довых длин n ∈ {15, 63, 255, 102, 4095} требуемые в теореме 1 значения
не равны нулю.

Следствие 1. Если m ∈ {2, 3, 4, 5, 6}, то для кодов типа Препара-

ты длины n = 22m − 1 множество T, определённое формулой (8), будет

тестирующим.

Замечание. Зная все вершины кода типа Препараты P в объедине-
нии T шести уровней гиперкуба, можно однозначно восстановить весь
код P, а также содержащий его совершенный код C(P ). В [7] доказано,
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что для класса совершенных кодов тестирующим множеством является
средний слой W(n+1)/2 гиперкуба. Таким образом, в случае выполнения
указанных в теореме 1 условий совершенный код, содержащий код ти-
па Препараты, может быть восстановлен по меньшей информации, чем
произвольный совершенный код, что согласуется с результатом [8] о су-
ществовании совершенных кодов, не содержащих кодов типа Препараты.

Частично результаты данной статьи были анонсированы в [9].
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Аннотация. Возникновение пандемии COVID-19 создало чрезвы-
чайную ситуацию в области здравоохранения в России и мире в це-
лом, в связи с чем возникла необходимость в создании инструмен-
тов прогнозирования развития ситуации и оценки предполагаемых
мер регулирования. В современных условиях для решения таких
задач активно применяется математическое моделирование. В ра-
боте рассматривается агентная модель эпидемии COVID-19 в ме-
гаполисе. Модель была разработана в 2020 г. и получила разви-
тие в последующие годы. Возможности модели включают описание
совместного распространения нескольких вариантов вируса и учёт
данных о вакцинации и активности населения. Вычисление пара-
метров модели осуществляется с использованием статистических
данных о ежедневном приросте выявленных больных.
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Продемонстрировано применение модели для описания эпиде-
миологической ситуации в г. Москве в 2021 г. и начале 2022 г.
Показана возможность построения прогноза на 1–3 месяца с учё-
том появления новых вариантов SARS-CoV-2 — штаммов «дельта»
и «омикрон». Табл. 3, ил. 10, библиогр. 64.

Ключевые слова: пандемия COVID-19, математическое модели-
рование, прогноз развития эпидемии COVID-19, варианты SARS-
CoV-2, штамм «дельта», штамм «омикрон», вакцинация.

Введение

Вспыхнувшая в 2020 г. пандемия заболевания COVID-19, вызываемо-
го коронавирусом нового типа SARS-CoV-2, поставила перед многими
странами серьёзные задачи, которые требовали принятия мер для недо-
пущения наиболее неблагоприятного сценария развития событий. В те-
чение 2020 г. и первой половины 2021 г. в Российской Федерации такие
меры также были выработаны и приняты: закрытие границ или введе-
ние специальных правил для лиц, въезжающих в страну, ограничение
на посещение общественных мест и пользование транспортом, переход
на удалённую работу и учёбу, обязательное соблюдение мер безопасности
гражданами, введение QR-кодов и т. д. Медицинской системой приняты
меры для повышения вероятности выявления и лечения больных, также
в этот период была развёрнута система вакцинации населения.

Для оценки соответствия принимаемых мер возникающим условиям
потребовалось прогнозировать развитие ситуации при различных сце-
нариях регулирования. Значительную роль в прогнозировании играют
математические модели, которые используют массив данных как о про-
шедших эпидемиях, так и о текущей для описания развития эпидемио-
логического процесса. В первой половине 2020 г. разработана стохасти-
ческая агентная модель, позволяющая описывать развитие эпидемии ко-
ронавируса в мегаполисе [1]. Эта модель предполагала наличие одного
штамма вируса и не учитывала вакцинацию населения. В конце 2020 г.
и начале 2021 г. стали появляться сообщения о новых вариантах SARS-
CoV-2, которые распространились и в России. Это потребовало развития
модели, в которой были бы учтены вакцинация населения и одновремен-
ное присутствие нескольких штаммов с различными характеристиками,
влияющими на их распространение в обществе. В настоящей работе рас-
сматривается модель, обладающая такими свойствами, и её применение
для описания эпидемии COVID-19 в Москве в 2021–2022 гг.

1. Математические методы в эпидемиологии

Началом применения математики для описания эпидемиологических
явлений можно, по-видимому, считать 1760 г., когда Даниил Бернулли
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применил математический метод для оценки эффективности различных
способов прививки против оспы [2]. Его модель содержала два диффе-
ренциальных уравнения. На их основе Бернулли смог вычислить соотно-
шение выздоровевших и умерших к общему числу тех, кто болел оспой,
а также число жизней, которые могли бы быть спасены, если бы вак-
цинации регулярно подвергали всё население. Далее, в 1840 г. Уильям
Фарр успешно описал данные по смертности от оспы в Англии и Уэль-
се за период с 1837 по 1839 гг. кривой нормального распределения [3].
Этот описательный метод был впоследствии развит Джоном Браунли,
опубликовавшим в 1906 г. статью, в которой он сопоставлял ряды эпи-
демиологических данных на основе распределения Пирсона [4].

Эмпирический подход, применяемый в работах Фарра и Браунли, рез-
ко отличался от метода, используемого в работах двух других учёных
того же периода — Хамера [5] и Росса [6]. Их вклад состоял в примене-
нии причинной теории болезней к решению двух конкретных проблем:
выяснению зависимости течения эпидемии от частоты контактов между
восприимчивыми и инфекционными индивидами, а также установлению
взаимосвязи между количеством комаров и возникновением малярии.

В конце 19-го века вспышка чумы в Индии привела к одному из са-
мых важных открытий в истории эпидемиологии. В 1920-х гг. шотланд-
скими эпидемиологами Кермаком и Маккендриком [7] была создана од-
на из первых математических моделей распространения инфекционных
болезней. Они разделили население на три основные категории в со-
ответствии со статусом заболевания. Тех, кто ещё не заболел, назвали
«восприимчивыми» (susceptible). Предполагалось, что восприимчивыми
и способными к заражению рождаются все. Те, кто заразился и был спо-
собен передать болезнь восприимчивым, были названы «инфицирован-
ными» (infected). В третью группу, названную «выбывшими» (removed),
входили и те, кто переболел и приобрёл иммунитет, и те, кто не справил-
ся с инфекцией и умер. Это классическое математическое представление
распространения инфекции называется моделью SIR.

Можно уверенно сказать, что труд всех этих людей послужил прочной
теоретической основой для дальнейших исследований в этой области [8].

Базовая модель Кермака — Маккендрика использует компартментар-
ный подход. При этом область применения данной модели весьма огра-
ниченна из-за отсутствия учёта ряда факторов. Во-первых, это фак-
тор эндемичности заболеваний, характеризующихся индивидуальными
природными и социально-экономическими условиями. Во-вторых, это
фактор сезонности, выражающийся в регулярной повторяемости эпиде-
мий. Также SIR-модель перестаёт работать, когда необходимо учитывать
больше данных: например, различную плотность населения в разных
районах или разные пути передачи инфекции.
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Из-за очевидных недостатков модель SIR многократно дорабатыва-
лась. Сегодня существует целое семейство моделей, разработанных на ба-
зе SIR:
• SIRS (модель для описания динамики заболеваний с временным

иммунитетом),
• SEIR (модель для описания распространения заболеваний с инку-

бационным периодом),
• SIS (модель для описания распространения заболеваний, к которым

не вырабатывается иммунитета),
• MSEIR (модель, учитывающая иммунитет детей, приобретённый

внутриутробно),
• SEIR-HCD (к SEIR-модели добавляются группы H — госпитализи-

рованные, C — больные в критическом состоянии, D — умершие),
• SEIR-D (к SEIR-модели добавлена группа D — умершие).
Следует отметить, что на основе SIR-моделей появилось целое направ-

ление моделирования эпидемий, имеющее опыт удачных практических
разработок.

Примером использования классического SIR-подхода для выявления
пандемических характеристик новой коронавирусной инфекции в Евро-
пе служит работа [9]. Для каждой из девяти стран (на основании данных
тестирования) проведена оценка достоверности данных о количестве за-
болевших и своевременности принятых правительством ограничитель-
ных мер. Рассчитан сценарий развития эпидемии и обнаружено некото-
рое влияние средней температуры в стране на вероятность заражения
при ежедневных контактах населения.

Следует помнить, что использование дифференциальных уравнений
подразумевает однородность населения с точки зрения его участия в про-
цессах распространения эпидемии [10], поэтому, для того чтобы учесть
существующую в действительности неоднородность, исследователи де-
лят население на группы (например, по возрастным категориям) и подби-
рают коэффициенты, характеризующие, например, долю заразных лю-
дей среди инфицированных, добиваясь совпадения результатов расчётов
с реальными данными.

Примером такого подхода служит работа COVID-19 Scenarios [11].
Модель, основанная на SEIR-структуре, позволяет варьировать характе-
ристики инфекции, а также разделять группы населения по восприимчи-
вости к инфекции и интенсивности социальных контактов в зависимости
от возраста. Будучи открытым программным продуктом, модель исполь-
зуется повсеместно в мире для составления сценариев развития эпидемии
COVID-19 и оценки пиковых нагрузок на систему здравоохранения.

Другой пример SEIR-подхода показан в работе [12]. В ней проанали-
зированы две математические модели SEIR-HCD и SEIR-D. Для каждой
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из них сформулированы постановки обратных задач (для уточнения па-
раметров в г. Москве и Новосибирской области), а также алгоритмы их
решения. В результате для разного количества тестируемых данных раз-
работан прогностический сценарий развития эпидемии COVID-19 для
г. Москвы и Новосибирской области. Предсказан пик заболеваемости
в каждом конкретном случае и проведён анализ применимости разра-
ботанных моделей.

Помимо проведения различий между иммунными и инфицированны-
ми людьми, часто необходимо различать состояние инфекции и болезни.
При этом важно помнить, что период проявления симптомов болезни
не обязательно совпадает с периодом, когда инфицированный человек
уже заразен для окружающих. Таким образом, в делении стадий болезни
появляется дополнительный период, когда человек уже заразен, но ещё
не проявляет симптомов. Такие лица являются «бессимптомными» ви-
русоносителями.

В дальнейшем у коронавируса проявилось такое свойство, в связи
с которым некоторые люди остаются в бессимптомном состоянии до са-
мого окончания болезни и полного выздоровления. Такие люди, равно
как и больные с невыраженными симптомами, не обращаются к вра-
чам и не проходят тестирование на наличие РНК-вируса. Всех этих лю-
дей объединяет то, что они продолжают вести нормальный образ жиз-
ни и взаимодействуют с окружающими обычным образом, но при этом
заразны и не зарегистрированы как заражённые. В дальнейшем таких
людей будем называть «скрытыми» вирусоносителями.

Для корректного учёта скрытых вирусоносителей в базовую модель
SEIR-D вводят дополнительное состояние L, соответствующее заразным,
но не выявленным лицам. Соответствующая модель получила название
SELIRD. Примером такого подхода служит работа [1]. В ней проана-
лизирована SEIR-D модель и её модификации. Определены основные
переменные (проведено разбиение населения на классы), уравнения мо-
дели и набор параметров, определяемых характеристиками новой коро-
навирусной инфекции и взаимодействием между классами. В результа-
те показан способ калибровки модели по данным о числе заболевших
и приведены некоторые результаты моделирования развития эпидемии
для Москвы. Также проведена оценка эффективности карантинных ме-
роприятий и числа скрытых носителей инфекции.

Тем не менее для всех таких моделей характерно ещё одно ограни-
чение: характеристики и поведение всех индивидов, отнесённых к одной
подгруппе, считаются одинаковыми. Современные имитационные моде-
ли распространения заболеваний [13] позволяют обойти это допущение.

Первыми имитационными моделями были клеточные автоматы [14].
Они представляют собой совокупность квадратных ячеек, объединённых
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в прямоугольную решётку. Узлы решётки моделируют индивидов, каж-
дый из которых имеет фиксированное положение в пространстве. Время
течёт дискретно. На каждом шаге инфекция (с определённой вероятно-
стью) может перейти от заражённого индивида к его восприимчивому
соседу. В рамках такого подхода можно представить и перемещения ин-
дивидов [15].

Основным ограничением для такого подхода является моделирование
окружающего индивидов пространства как решётки. Для большинства
заболеваний можно считать, что инфекция распространяется посред-
ством контактов между людьми. При этом контакты между индивида-
ми не ограничиваются между непосредственными соседями. Они носят
нерегулярный характер как по времени, так и в пространстве. Учесть их
позволяют сетевые модели [16], которые представляют схему возможных
контактов в виде графа, динамического или статического. В этом слу-
чае вершины графа — объекты с набором индивидуальных свойств, де-
тализированно описывающие состояние отдельных индивидов. Сетевые
модели могут быть как детерминированными, так и стохастическими.

При этом сетевые модели предлагают общую технологию моделирова-
ния окружающего пространства, но не специфицируют способ организа-
ции графа контактов для населения. Отмечено, что формирование свя-
зей между индивидами и возможных путей распространения инфекции
на основе их социальной принадлежности является наиболее естествен-
ным. Именно такой способ применяется в популяционных моделях [17].
В этом случае окружающее пространство разбито на различные лока-
ции — места, в которых контактируют индивиды. Время в популяцион-
ных моделях течёт дискретно с заданным шагом. На каждом шаге рас-
считывается вероятность заражения индивидов с учётом числа инфици-
рованных в локациях, посещаемых индивидом. Популяционные модели
позволяют представить структуру общества любой сложности, но требу-
ют детальной настройки параметров на основе эмпирических данных.

Наиболее гибким методом, реализующим моделирование на уровне
отдельных людей, является особый вид имитационных моделей — агент-
ные модели. Они сохраняют подход популяционных методов к моделиро-
ванию окружающего пространства, но не используют централизованный
расчёт вероятностей передачи инфекции, а описывают поведение каждо-
го человека (агента) индивидуально.

Таким образом, агентное моделирование — это метод имитационного
моделирования, исследующий поведение отдельных индивидуумов (аген-
тов) и то, как такое поведение определяет поведение всей системы в це-
лом [18, 19]. В случае моделирования эпидемии рассчитывается дина-
мика поведения каждого агента, а вероятность инфицирования в каж-
дом общественном месте вычисляется, исходя из числа присутствующих
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в нём переносчиков инфекции. Такой подход позволяет накапливать в хо-
де моделирования детальную информацию о распространении инфек-
ции в обществе и анализировать эффективность действий, направленных
на управление эпидемией [20–25].

В последнее время появилось достаточно много исследований, по-
свящённых агент-ориентированному моделированию (АОМ). Их можно
условно разделить на те, в которых изучаются характер и динамика рас-
пространения эпидемии с целью прогнозирования эпидемиологической
ситуации, и те, которые разработаны для тестирования мероприятий
по борьбе с эпидемиями.

Представим краткий обзор эпидемиологических АОМ:
• индивидуум-ориентированная модель распространения эпидемии

в городских условиях [20], предназначенная для сравнительного анализа
эффективности противоэпидемических мер до и во время эпидемии;
• модель распространения вспышки кори в Канаде [26], предназна-

ченная для изучения пространственной диффузии инфекционных забо-
леваний в городской среде через сеть человеческих контактов;
• модель вспышки гриппа А (H1N1/09) в Мексике [27], разработанная

для изучения воздействия ограничительных мер правительства;
• модель [28], разработанная индийскими и американскими учёными

и предназначенная для оценки различных стратегий вакцинации насе-
ления против ротавирусной инфекции;
• модель новой коронавирусной инфекции [29], разработанная для

построения сценариев развития COVID-19 в Бостоне с учётом широкого
тестирования населения и отслеживания контактов заражённых.

Использование АОМ позволяет создать реалистичную эпидемиоло-
гическую модель, в которой учитываются особенности протекания кон-
кретного инфекционного заболевания, неоднородность населения горо-
дов с точки зрения восприимчивости к инфекции (в зависимости от воз-
раста и пола), интенсивность социальных контактов, возможность вак-
цинации, а также ограничительные меры правительства. Наибольший
интерес представляют эпидемиологические АОМ, получившие широкое
практическое применение.

Программный комплекс EpiSimS [30] применяется для моделирования
распространения широкого класса инфекционных заболеваний в США.
В модели учитываются индивидуальные особенности агентов (пол и воз-
раст), их поведение, возможные ограничительные меры правительства
и географические особенности регионов страны.

Программный комплекс OpenABM-Covid19 [31] создан в Великобри-
тании для построения сценариев развития эпидемии COVID-19 с учё-
том полного набора ограничительных мер, отслеживания контактов на-
селения, а также своевременной вакцинации. В модели рассчитывается
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динамика поведения агентов, вычисляется вероятность инфицирования
при пребывании в каждом конкретном общественном месте. Параметры
модели подбирались для Великобритании, но могут быть адаптированы
для других стран и регионов.

Программный комплекс Covasim [32] создан в США для построения
сценариев развития эпидемии COVID-19 с учётом вакцинации, ограни-
чительных мер правительства и индивидуальных особенностей агентов
(в зависимости от пола, возраста и сопутствующих заболеваний). На ос-
новании всех этих данных накапливается информация о распростране-
нии инфекции в обществе. Широко применяется по всему миру.

Программный комплекс ABM REINA [33] создан в Финляндии. На ос-
нове случайной структуры контактов с учётом дифференциации населе-
ния по возрасту и ограничительных мер строятся сценарии развития
COVID-19. Этот комплекс тестировался в масштабах страны и получил
широкое применение для оценки пиковых нагрузок на систему здраво-
охранения.

Такие программные комплексы имеют гибкий интерфейс, позволя-
ющий варьировать параметры инфекции и характер ограничительных
мер. В них используется дифференциация населения по восприимчиво-
сти к инфекции (в зависимости от пола и/или возраста). Также суще-
ствует возможность оценки влияния эпидемии на систему здравоохране-
ния. Этими характеристиками обладают и разрабатываемые авторами
модель и программный комплекс, предназначенные для моделирования
распространения вирусных инфекций в России [1, 34, 35].

2. Материалы и методы

Разработанная модель относится к классу «индивидуум-ориентиро-
ванных» моделей [20, 36] и позволяет учесть сложную демографическую
структуру, особенности распространения и протекания заболеваний, ме-
дицинские статистические данные и систему контактов жителей городов.
В модели представлены следующие социальные группы населения: до-
школьники, школьники, студенты, работники предприятий и офисов, ра-
ботники сферы жизнеобеспечения, пенсионеры. Каждый житель модели-
руется математическим агентом, который в течение дня последователь-
но пребывает в различных общественных местах, называемых в модели
ячейками. Такое посещение определённого набора общественных мест
в течение дня называется сценарием. Каждая ячейка описывает кон-
кретное место взаимодействия между агентами: квартиру (дом), группу
детского сада, класс в школе, группу вуза, рабочее пространство, едини-
цу транспорта (вагон метро, автобус и т. п.), магазин.

Социальные группы отличаются сценариями жизни их представите-
лей в течение дня. Например, день работников предприятий и офисов
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описывается такой последовательностью: дом → транспорт → работа →
транспорт → магазин → дом. Сценарию дня пенсионера соответствует
последовательность: дом → транспорт → магазин → транспорт → дом.
Дошкольники не пользуются ячейками «транспорт» и «магазин».

В сценарий каждого жителя включены ячейки «дом» (квартира). Это
значит, что при моделировании создаётся набор ячеек типа «дом», каж-
дая из которых включена в сценарий нескольких агентов — членов семьи.
Аналогично в сценарий каждого дошкольника включена ячейка «группа
детского сада», школьника — ячейка «класс», студента — ячейка «группа
вуза», работающего — ячейка «работа». Все жители, кроме дошкольни-
ков и школьников, посещают ячейки «магазин». Часть населения, поль-
зующаяся общественным транспортом, распределяется по соответствую-
щим ячейкам случайным образом. В модели имеется три типа транспорт-
ных ячеек: вагон метро, автобус и микроавтобус, которые различаются
площадью и числом одновременно находящихся в них агентов. Также
рассматривается три типа торговых учреждений: гипермаркеты, супер-
маркеты и магазины шаговой доступности.

Модель Москвы, её социальной структуры и сети розничных торго-
вых предприятий основывалась на оценках, сделанных по статистиче-
ским данным Федеральной службы государственной статистики, пред-
ставленным на официальном сайте [37] и в ежегодном сборнике [38].
В табл. 1 приведено распределение, используемое в модели населения
по социальным группам.

Таблица 1

Распределение населения Москвы
по социальным группам в модели

Группы населения Количество, %
Школьники и дошкольники 13
Студенты 7
Работники предприятий и офисов 25
Работники сферы обслуживания 28
Работники сферы жизнеобеспечения 3
Пенсионеры 24

При построении распределения жителей по видам транспорта исполь-
зовались данные сервиса «Яндекс Исследования» об активности движе-
ния транспорта в течение дня [39].

В каждой ячейке рассчитывается вероятность заражения, которая за-
висит от площади ячейки, количества инфицированных людей и времени
пребывания. Таким образом, для каждого восприимчивого агента каж-
дый день определяется его состояние: здоров или инфицирован. Такой
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алгоритм позволяет описывать гетерогенную модель общества, в которой
каждый человек длительное время взаимодействует в основном с неболь-
шим числом окружающих (семья, группа в садике, класс в школе, груп-
па в вузе, рабочий коллектив), но в относительно короткие промежутки
времени случайным образом может взаимодействовать с любым другим
человеком из рассматриваемой популяции (в транспорте, в магазине).

При моделировании эпидемии важно учитывать зависимость актив-
ности населения от развития ситуации. Реакцией на возрастающее число
заболевших в популяции является организация государственными орга-
нами сдерживающих распространение инфекции карантинных мер, ко-
торые направлены на снижение активности населения: отменяются за-
нятия в школе, студенты и работающие переводятся на «удалённый» ре-
жим и т. п. Имитация карантинных мер в модели организована следую-
щим образом: для каждой социальной группы задаётся коэффициент ак-
тивности Kact, который принимает значения в интервале [0, 1] и обозна-
чает вероятность агента из данной социальной группы за текущие сутки
пройти свой обычный суточный сценарий или с вероятностью 1 − Kact

остаться в ячейке «дом». Таким образом, в модели определяется, какая
доля людей из каждой социальной группы будет находиться в течение
суток в ячейке «дом», а какая будет взаимодействовать по стандартным
(до введения ограничений) сценариям. Коэффициент активности зада-
ётся как кусочно постоянная функция времени для каждой социальной
группы и определяется по статистическим данным [40].

В случае инфицирования агента заболевание протекает в соответ-
ствии с фазами, перечисленными в табл. 2.

Таблица 2

Фазы заболевания при моделировании эпидемии COVID 19

Фаза заболевания Описание Период, сут
Латентный Инфицирован, но не заразен 3

Субклинический
Заразен, но не проявляет симп-
томов болезни

2

Скрытый больной Больной не выявлен, заразен 4

Больной дома
Больной изолирован дома, за-
разен для семьи

10

Больной в стационаре Больной изолирован в больнице 12

Иммунный
Здоровый человек, не может за-
разиться

180

Периоды фаз заболевания взяты из результатов медицинских иссле-
дований для начального штамма [41, 42]. Для моделирования распро-
странения других вариантов SARS-CoV-2 используются те же периоды
фаз заболевания, за исключением данных о длительности иммунитета.
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Иммунитет (искусственный)

Восприимчивый Латентный Субклинический

Скрытый Больной дома
Больной

в стационаре

Иммунитет (естественный) Умер

Рис. 1. Схема переходов агента в состояния, соответствующие
фазам заболевания

Схема возможных переходов между состояниями представлена на рис. 1.
Состояние «восприимчивый» соответствует здоровому человеку, кото-
рый может заразиться.

Модель распространения инфекции в первом приближении включала
в себя характеристики одного штамма рассматриваемого вируса. Однако
развитие ситуации с COVID-19 в 2021 г. продемонстрировало необходи-
мость учёта совместного распространения нескольких штаммов, что бы-
ло реализовано в модели. В таком случае вычисление параметров моде-
ли, зависящих от характеристик штаммов, и расчёты прогнозных значе-
ний наблюдаемых величин выполняются в условиях, близких к реальной
ситуации.

В начальный момент в модели активен первоначальный штамм SARS-
CoV-2. Далее в заданные моменты появляются другие штаммы путём
искусственного заражения некоторого числа агентов, и происходит рас-
пространение уже двух или более вариантов вируса. Каждый штамм
характеризуется следующими параметрами: периоды фаз заболевания,
вероятности фазовых переходов (например, из фазы «субклинический»
в фазы «скрытый», «больной дома», «больной в стационаре»), длитель-
ность приобретаемого иммунитета по отношению к каждому из моде-
лируемых штаммов, коэффициент увеличения или уменьшения вероят-
ности заражения по отношению к первоначальному штамму, дата по-
явления и начальное число агентов, инфицированных этим штаммом.
В каждый момент времени агент может быть инфицирован только од-
ним штаммом.

Для учёта вакцинации населения используются статистические дан-
ные [43, 44]. По этим данным для каждого дня из временного интервала,
на котором моделируется развитие эпидемии, определяется количество
жителей, у которых выработался иммунитет после вакцинации. Период,
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в течение которого появляется иммунитет, может варьироваться. В рас-
чётах, которые рассматриваются в настоящей работе, он равен трём неде-
лям. При моделировании каждый день из числа восприимчивых равно-
мерно выбирается соответствующее число агентов, которые переводятся
в состояние «искусственный иммунитет». Длительность этого иммуни-
тета, приобретаемого в результате вакцинации, может отличаться для
разных штаммов. Например, если агент вакцинировался и приобрёл им-
мунитет к первоначальному штамму SARS-CoV-2 на 180 дней, то его
иммунитет к штамму «дельта» может иметь меньшую продолжитель-
ность — 120 дней [45].

Динамика ансамбля агентов, отражающего городскую популяцию, мо-
делируется с шагом по времени в одни сутки. В результате расчёта одно-
го шага часть агентов переходит в новое состояние, другие агенты оста-
ются в прежнем состоянии. Вероятность инфицирования агентов на шаге
рассчитывается по следующему алгоритму.

Для каждого агента в зависимости от социальной группы определя-
ется значение коэффициента Kact. С вероятностью 1−Kact агент в тече-
ние суток остаётся в ячейке «дом». В противном случае в соответствии
с дневным сценарием агента определяются ячейки, в которых он будет
находиться.

Для каждой ячейки вычисляется число одновременно находящихся
в ней заразных агентов. Для каждого агента вычисляется вероятность
не заразиться в течение дня по формуле

p = e
−

M∑

l=1

p̃(nl,R,Sl)
△tl
T
,

где
l— индекс ячейки,
M — число ячеек, посещаемых агентом в течение дня,
p̃ (nl, R, Sl)— эффективная вероятность заражения,
nl — количество заразных агентов в ячейке,
R— эффективный радиус заражения,
Sl — площадь ячейки,
△tl — время пребывания в ячейке,
T — эффективный период заражения восприимчивого агента в обще-

ственном месте.
С вероятностью 1 − p агент становится инфицированным. Далее он

проходит через состояния, соответствующие фазам заболевания, в соот-
ветствии со схемой на рис. 1. На каждом временном шаге фиксируется
информация о числе агентов в каждом из состояний и о фактах инфи-
цирования — в каких типах ячеек и каких социальных группах они про-
исходили. В результате расчёта данные накапливаются, что позволяет
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анализировать динамику состояния населения города и каналы распро-
странения инфекции.

Эффективная вероятность заражения p̃ характеризует плотность ин-
фицированных агентов в ячейке. При этом считается, что заражение
происходит на расстоянии, не превышающем эффективный радиус R.
Если g = πR2 nl

Sl
, то в первом приближении p̃ можно записать так:

p̃ (nl, R, Sl) =

®
g, если g < 1,

1, если g > 1.
(1)

Однако формула (1) довольно неточная, так как предполагает, что
для каждого инфицированного агента его область заразности (круг ра-
диусом R, в котором инфицированный агент может заражать воспри-
имчивых) полностью помещается в ячейку и области заразности всех
инфицированных агентов в ячейке не пересекаются. На практике это
предположение не работает в случае плотного размещения инфициро-
ванных агентов в ячейке. Для уточнения формулы методом Монте-Кар-
ло рассчитаны значения p̃ с учётом возможности пересечения областей
заразности инфицированных агентов и частичного выхода областей за-
разности за пределы ячейки. На рис. 2 приведён график полученной

Рис. 2. График зависимости эффективной вероятности p̃ от lg(nl) и lg(S) при
R = 1 м; по оси абсцисс — lg(nl), по оси ординат — lg(S). Маркерами отмечены
используемые в модели значения площади некоторых типов ячеек: 1 — дом,

2 — рабочее место в сфере обслуживания, 3 — метро, 4 — автобус,
5 — микроавтобус, 6 — магазин шаговой доступности
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зависимости эффективной вероятности от площади ячейки и количества
заразных агентов в ячейке.

Эффективный период заражения Ti — это зависящий от времени ва-
рьируемый параметр модели. В настоящее время основной наблюдаемой
величиной, используемой для вычисления T, является ежедневный при-
рост выявленных больных (количество новых случаев за день). Соот-
ветствующие статистические данные накапливаются с начала эпидемии
COVID-19 по всем субъектам РФ. Расчёт значений T (t) осуществляет-
ся последовательно от момента начала эпидемии на временных шагах
из равномерного разбиения t0, . . . , tN . Стандартная длина временного
шага равна семи дням. На каждом шаге [ti, ti+1) вычисляется значение
Ti такое, что

||f (t, Ti)− fstat(t)|| 6 ε, (2)

где
f — прирост выявленных больных в расчёте,
fstat — прирост выявленных больных по статистическим данным,
ε— параметр, определяющий точность вычисления Ti.
Для расчёта Ti применяется итерационный алгоритм. На каждой ите-

рации k выполняется моделирование развития эпидемии на шаге [ti, ti+1)
с фиксированным значением эффективного периода заражения T k

i . По-
иск значения T k

i , удовлетворяющего условию (2), осуществляется ме-
тодом золотого сечения [43]. Далее в описании результатов расчётов
подразумевается, что перед каждым прогнозным расчётом выполняет-
ся процедура вычисления функции T (t) изложенным выше способом
на некотором временном интервале, который называется интервалом ка-
либровки. Прогноз рассчитывается на последующем временном интерва-
ле, на котором принимается, что параметр T (t) равен константе:

T (t) =
1

5

5∑

i=1

TN−i.

Также на прогнозном интервале принимается, что значения коэффи-
циента активности социальных групп и темпа вакцинации населения по-
стоянны и равны значениям, полученным усреднением статистических
данных на последнем временном шаге [tN−1, tN ] интервала калибровки.

Помимо выявляемых больных в модели учитываются и скрытые ви-
русоносители. Это инфицированные люди, которые либо не проявляют
симптомов и не могут быть выявлены, либо переносят заболевание в лёг-
кой форме и не обращаются за медицинской помощью. Этот тип ин-
фицированных не регистрируется медицинской системой и продолжает
взаимодействовать по алгоритму обычной жизни. По истечении некото-
рого времени с момента заражения скрытый больной выздоравливает
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и приобретает иммунитет. Поскольку скрытые больные не регистриру-
ются, их доля, как правило, неизвестна и может быть определена толь-
ко по косвенным признакам. Доля скрытых вирусоносителей является
одним из ключевых параметров, который определяет характеристики
конечного решения, такие как величина максимального значения еже-
дневного прироста выявленных больных и смертность.

3. Результаты и обсуждение

Как было отмечено выше, одним из ключевых параметров, влияю-
щим на результаты моделирования, является доля скрытых больных.
В 2020 г. при разработке первоначальной версии модели выполнялись
расчёты эпидемий COVID-19 в городах Нью-Йорк и Москва [1]. Разви-
тие эпидемии в Нью-Йорке, где вводились ограниченные карантинные
меры, удалось описать только в предположении доли скрытых больных
в интервале 70–90%. Это значение существенно превышало оценку Ро-
спотребнадзора — 25–40% [47], что вызывало сомнения в корректности
модели. В мае 2020 г. появились фактические данные по наличию анти-
тел у жителей Нью-Йорка на выборке в 15 тыс. человек [48], результаты
которой показаны в табл. 3. Сопоставление с фактическим значением за-
болеваемости позволило оценить долю скрытых больных на уровне 90%.

Таблица 3

Количество скрытых вирусоносителей согласно проведённым
тестам на антитела в г. Нью-Йорк (брифинг губернатора
штата Нью-Йорк от 2.05.2020, выборка — 15 тыс. чел.)

Район
Положительных тестов

на антитела
Инфицированных
на 100 тыс. чел.

Бронкс 27,6% 27600
Статен-Айленд 19,2% 19200
Куинс 18,4% 18400
Бруклин 19,2% 19200
Манхэттен 17,3% 17300
Всего 20% 20000

Район
Зарегистрированных

случаев на 100 тыс. чел.
Доля скрытых

инфицированных
Бронкс 2624 90%
Статен-Айленд 2407 87%
Куинс 2093 89%
Бруклин 1654 91%
Манхэттен 1111 94%
Всего 1943 90%
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Рис. 3. Прогноз развития ситуации в Москве. Прирост больных за сутки,
чел.: 1 — фактические данные, 2 — расчёт, 3 — дата завершения калибровки

и начала прогноза

Рис. 4. Результаты секвенирования в Великобритании. Соотношение
штаммов, доли: 1 — все другие, 2 — «дельта», 3 — «альфа»

Аналогичные результаты были получены и при сопоставлении дан-
ных для Москвы [49]. С учётом возможных погрешностей фактических
данных для дальнейшего моделирования было выбрано значение доли
скрытых больных в 80%.
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Рассмотрим применение модели для описания развития ситуации с за-
болеваемостью COVID-19 в Москве в 2021 г. В конце 2020 г. — начале
2021 г. наблюдалась вторая волна эпидемии, преимущественно вызван-
ная распространением первоначального штамма. По данным о ежеднев-
ной регистрации новых случаев была вычислена зависимость T (t) на вре-
менном интервале до 1.03.2021 г. Отметим, что во всех расчётах исполь-
зовались статистические данные о темпе вакцинации населения [43, 44].
Сравнение расчётного прогноза с фактическими данными представлено
на рис. 3. Приблизительно с 1.04.2021 г. становятся заметны отличия ре-
зультатов моделирования от фактических данных. Значительный рост
заболеваемости COVID-19 в апреле — мае потребовал анализа его при-
чин и нового прогноза развития событий.

К этому моменту имелась информация о том, что в Индии в октябре
2020 г. в Нагпуре, штат Махараштра, был выявлен штамм «дельта», ли-
ния В.1.617.2, подвид линии В.1.617. С момента идентификации линии
B.1.617.2 было обнаружено 300 852 последовательности. Первый секвенс
генома был опубликован в международной базе GISAID 7 октября 2020 г.
В список VOC штамм «дельта» был включён 11 мая 2021 г. [50–52].

В России за период с 17 по 31 мая 2021 г. из 286 новых случаев COVID-
19 штаммом «дельта» были вызваны 206, или 72% (с 31 мая по 14 июня
2021 г. — 89%, с 14 по 28 июня 2021 г. — 95%) [53].

Похожая ситуация была в Великобритании. На рис. 4 показаны взя-
тые с сайта Public Health England (Technical briefing 16, 18 June 2021)
результаты секвенирования, свидетельствующие о замене штамма «аль-
фа» штаммом «дельта» приблизительно за 2 месяца. «Дельта»-штамм
в июне 2021 г. преобладал в Великобритании, по результатам секвениро-
вания его доля составляла 91%. Исходя из этих данных было рассмот-
рено предположение о том, что новый рост заболеваемости в Москве
вызван появлением штамма «дельта».

Математическое моделирование при появлении нового штамма позво-
лило попытаться получить ответ на некоторые вопросы.

(1) Сохраняется ли иммунитет, приобретённый от предыдущих штам-
мов к новому штамму?

(2) Если коллективный и индивидуальный иммунитет сохраняется,
насколько изменилась контагиозность вируса?

Для ответа на первый вопрос выполнено моделирование развития эпи-
демии при предположении отсутствия иммунитета к «дельта»-штамму
у населения. Появление этого штамма в России вводилось в модельном
расчёте с 1.03.2021 г. Характеристики протекания заболевания и конта-
гиозность вируса считались совпадающими с первоначальным штаммом.
Выяснилось, что фактический рост заболеваемости существенно ниже,
чем полученный в расчёте (рис. 5). Это обстоятельство может служить
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Рис. 5. Расчёт при гипотетическом отсутствии у населения иммунитета
к штамму «дельта». Прирост больных за сутки, чел.: 1 — фактические

данные, 2 — расчёт, 3 — введение в модель штамма «дельта»
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Рис. 6. Расчёт с замещением первоначального штамма штаммом «дельта».
Прирост больных за сутки, чел.: 1 — фактические данные,

2 — инфицированные начальным штаммом, 3 — инфицированные штаммом
«дельта», 4 — все случаи

косвенным свидетельством в пользу сохранения иммунитета (возможно,
частичного) к «дельта»-штамму у ранее переболевшего или привитого
населения.
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В то же время информация о длительности сохранения иммуните-
та встречалась в данных вирусологов [54–57]. Согласно этим данным
человек, переболевший первоначальным штаммом, сохранял иммунитет
по отношению к этому же штамму в среднем 180 дней, а по отношению
к «дельта»-штамму — 120 дней. Длительность иммунитета к «дельта»-
штамму как у переболевших им, так и у вакцинированных равен 120
дням. Для анализа развития ситуации с учётом нового штамма выполне-
ны расчёты с этими параметрами. Принято, что вероятность заражения
штаммом «дельта» в 2 раза выше, чем первоначальным штаммом [58–60].
На рис. 6 приведены результаты расчёта. Вытеснение одного штамма
другим, как в Великобритании (см. рис. 4), происходит приблизительно
за 2 месяца. Количество новых случаев в период с 1.03 по 1.09.2021 г.,
полученное в расчёте, составило 589 062, что отличается на 0,1% от ста-
тистических данных.

Таким образом, вопрос о расхождении прежних результатов моде-
лирования с реальными темпами заболевания в Москве был объяснён.
В дальнейшем на интервале 12.03.2020 — 1.10.2021 г. была вычислена за-
висимость T (t) с учётом распространения двух штаммов, после чего рас-
считан прогноз развития ситуации (рис. 7). Результаты моделирования
согласуются с фактическими данными приблизительно до начала но-
ября. Далее прогноз значительно превышает данные, что объясняется
отсутствием в рассматриваемой модели информации об ограничитель-
ных мерах в период с 28 октября до 7 ноября. В случае использова-
ния в модели предположения об ограничении активности 40% населения
в указанный период времени результаты расчёта согласуются с факти-
ческими данными (рис. 8). Количество новых случаев в период с 20.10
по 1.12.2021 г., полученное в расчёте без учёта ограничений, отличает-
ся от статистических данных на 75,3%, а в случае учёта ограничений —
на 8,5%. Отметим, что расчёты выполнены 20.10.2021 г.

Появление штамма «омикрон» [61] в Москве в конце 2021 — начале
2022 гг. существенно изменило развитие эпидемиологической ситуации.
Как и в случае с появлением штамма «дельта», появление нового вари-
анта вируса вызвало непрогнозируемую ранее волну заболеваемости.

В январе 2022 г. наблюдался резкий рост числа ежедневно регистри-
руемых новых случаев заболевания COVID-19. Можно было предполо-
жить, что этот подъём вызван повышением активности населения, одна-
ко при моделировании эта гипотеза не подтвердилась. На рис. 9 приведён
результат расчёта, в котором предполагалось, что активность населения,
начиная с 8 ноября 2021 г., будет близка к максимальной — 95% жителей
посещают общественные места согласно их типичным сценариям в моде-
ли. Даже при таких условиях не описывается январский подъём заболе-
ваемости.
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Рис. 7. Прогноз развития ситуации в Москве после введения в модель двух
штаммов вируса. Прирост больных за сутки, чел.: 1 — фактические данные,

2 — расчёт, 3 — дата завершения калибровки
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Рис. 8. Моделирование ситуации в Москве с учётом ограничений в период
28.10–7.11.2021 г. Прирост больных за сутки, чел.: 1 — фактические данные,

2 — расчёт, 3 — дата завершения калибровки

После получения первых данных о параметрах нового штамма появи-
лась возможность проводить расчёты с учётом действия трёх штаммов —
первоначального, «дельта» и «омикрон» [41, 50, 61, 62]. Было принято,
что эффективность иммунитета у вакцинированного человека к штамму
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Рис. 9. Моделирование ситуации без учёта штамма «омикрон». Прирост
больных за сутки, чел.: 1 — фактические данные, 2 — расчёт

«омикрон» составляет 75%, длительность иммунитета у вакцинирован-
ных и переболевших ранее в результате инфицирования штаммом «дель-
та» составляет 180 дней [63, 64]. На начальном этапе необходимо было
оценить, как соотносится контагиозность штаммов «дельта» и «омик-
рон». Описать восходящую ветвь статистических данных о заболеваемо-
сти удалось при большей в 4,75 раза контагиозности штамма «омикрон»
и значении доли скрытых больных 90%. Эти значения в дальнейшем ис-
пользовалось в прогнозных расчётах. Далее было учтено, что с 6 февраля
2022 г. в Москве введена новая массовая система тестирования с совмест-
ным применением экспресс и ПЦР тестов. В результате количество выяв-
ленных больных возросло. Например, количество заболевших 9 февраля
составило 11 521, а 10 февраля выросло скачкообразно до 22 747. Новый
способ учёта заболевших эффективно снизил долю скрытых больных,
поэтому были выполнены расчёты с варьированием этой доли, в ко-
торых использовалась зависимость T (t), полученная с использованием
статистических данных до 26.01.2022 г. В результате выяснилось, что
фактические данные находятся в промежутке между решениями с 90%
и 80% скрытых больных (рис. 10). Количество новых случаев в период
с 26.01 по 1.05.2022 г., полученное в расчёте с 80% скрытых больных, от-
личается от статистических данных на 94,2%, а в расчёте с 90% скрытых
больных — на 17%. Расчётная временная зависимость количества новых
случаев согласуется с данными на протяжении более трёх месяцев после
даты завершения вычисления T (t).
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Рис. 10. Моделирование ситуации с учётом штамма «омикрон». Прирост
больных за сутки, чел.: 1 — фактические данные, 2 — расчёт 80% скрытых,

3 — расчёт 90% скрытых, 4 — дата завершения калибровки

Заключение

Предполагаемая математическая модель для прогнозирования разви-
тия эпидемии SARS-CoV-2 включает в себя описание социальной струк-
туры мегаполиса и его городской среды, алгоритмы инфицирования жи-
телей при посещении общественных мест, учёт вакцинации населения
и одновременного распространения нескольких вариантов вируса. При
помощи этой модели описано развитие эпидемической ситуации в Москве
в 2021–2022 гг., построены прогнозы на несколько месяцев вперёд.

В случае наличия информации о вводимых ограничениях, влияющих
на активность посещения жителями общественных мест, результаты рас-
чётов согласуются с фактическими данными в период действия ограни-
чений и могут применяться для анализа вариантов дальнейшего разви-
тия ситуации.

В будущем планируется расширение модели для описания одновре-
менного распространения нескольких вариантов вируса в более сложных
системах, чем один мегаполис. Для этого необходимо рассмотреть вза-
имодействие мегаполиса и городов-спутников, системы мегаполисов и,
наконец, модель страны с учётом перемещения жителей между региона-
ми и городами.
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Abstract. The outbreak of the COVID-19 pandemic created an emer-
gency situation in the public health system in Russia and in the world,
which entailed the need to develop tools for predicting the progres-
sion of the pandemic and assessing the potential interventions. In the
present day context, numerical simulation is actively used to solve such
problems. The paper considers a COVID-19 agent-based megalopolis
model. The model was developed in 2020 and was further refined in
subsequent years. The capabilities of the model include the description
of simultaneous spread of several virus strains and taking into account
data on vaccination and population activity. The model parameters are
calculated using statistical data on the daily number of newly diagnosed
COVID-19 cases.

The application of the model to describe the epidemiological situ-
ation in Moscow in 2021 and early 2022 was demonstrated. The capa-
bility for building predictions for 1–3 months was shown, taking into
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account the emergence of new SARS-CoV-2 variants, i. e. the Delta
and Omicron strains. Tab. 3, illustr. 10, bibliogr. 64.

Keywords: COVID-19 pandemic, numerical simulation, agent-based
model, COVID-19 epidemic development prediction, SARS-CoV-2 vari-
ants, Delta strain, Omicron strain, vaccination.
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Аннотация. Работа посвящена решению задачи составления рас-
писаний работы персонала центра обработки вызовов. Сформули-
рована модель целочисленного линейного программирования, дока-
зана труднорешаемость задачи, предложен генетический алгоритм,
учитывающий специфику задачи, а также проведено эксперимен-
тальное сравнение оптимальных решений, полученных с помощью
пакета CPLEX, с решениями, найденными генетическим алгорит-
мом. Вычислительный эксперимент показал практически прием-
лемую точность решений, полученных генетическим алгоритмом,
и его применимость к задачам большой размерности. Табл. 1, биб-
лиогр. 18.

Ключевые слова: центр обработки вызовов, целочисленное ли-
нейное программирование, генетический алгоритм, вычислитель-
ная сложность.

Введение

Эффективное использование трудовых ресурсов имеет высокую зна-
чимость для компаний, желающих снизить расходы на оплату труда
и в то же время повысить качество работы своих сотрудников. В свя-
зи с этим разработка и использование методов управления персоналом
приобретают особую актуальность. Настоящая работа посвящена постро-
ению расписаний работы операторов центра обработки вызовов, где опе-
раторы осуществляют обработку входящих вызовов, например, для цен-
тра техподдержки или горячей линии.

Построению расписаний работы операторов центра обработки вызо-
вов, специализирующегося на обработке входящих вызовов только одно-
го типа, уделяется много внимания в литературе. Как правило, рабочая

Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда (проект
№ 21–41–09017).
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нагрузка значительно варьируется в течение дня [1–3], поэтому приня-
то делить день на несколько периодов, в течение которых назначение
операторов остаётся постоянным, а изменениями частоты поступления
вызовов можно пренебречь. В современных центрах обработки вызовов
длительность периодов обычно составляет 15 минут и менее.

Задачи построения расписаний работы операторов центра обработки
вызовов часто решаются в два этапа [4]: на первом этапе для каждо-
го периода определяется необходимое число операторов для обработки
входящих вызовов, а на втором — рассчитывается набор смен, который
с минимальными затратами покрывает эту потребность в персонале.

Задача построения расписания является более сложной в случае, ко-
гда каждый оператор может обрабатывать вызовы нескольких типов,
поскольку возникает большее число вариантов назначений. В работе [5]
предложена методика оптимального укомплектования центра обработки
вызовов операторами для одного интервала времени в случае несколь-
ких типов вызовов. В [6] предложено решение той же проблемы с ис-
пользованием методов локального поиска в сочетании с аналитической
аппроксимацией уровня сервиса и локальным улучшением с помощью
имитационного моделирования на финальном этапе. В [7] накладывает-
ся ограничение только на совокупный уровень сервиса (для всех типов
вызовов). В [8] рассматривается вариант обобщённой задачи о назначе-
ниях, где также имеется несколько типов работ, но отсутствует фактор
времени.

Для задачи построения расписания в случае многих типов вызовов
в [9] предложен двухэтапный подход, в котором на первом этапе опре-
деляется необходимое число операторов для каждого периода, а на вто-
ром — рассчитывается расписание путём решения задачи целочисленного
программирования. В [10] для решения этой задачи предложен алгоритм,
основанный на имитационном моделировании. Этот алгоритм расширя-
ет метод, предложенный в [5], который решает задачу укомплектования
центра обработки вызовов операторами на один период.

В задачах, рассмотренных выше, для каждого оператора известно,
способен ли он обрабатывать вызовы некоторого типа, в то время как
в современных центрах обработки вызовов часто используется система
навыков, в которой отражено, насколько качественно оператор справ-
ляется с обработкой вызовов некоторого типа. Как правило, значение
навыка выражается целым числом, где большее значение означает более
высокое качество обработки вызовов некоторого типа. Система навыков
учитывается в задаче, рассматриваемой в данной статье. Также рассмат-
риваемая задача, в отличие от перечисленных выше, имеет ограничение
на фонд оплаты труда, так как многие организации имеют ограниченный
бюджет на оплату работы операторов. Заметим также, что стоимость
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работы оператора зависит от многих факторов, таких как, например,
его навыки, время суток (стоимость работы в ночное время может быть
выше, чем в дневное) и т. д. Данный параметр также учитывается в на-
стоящей работе.

Для рассматриваемой задачи в данной работе сформулирована мо-
дель целочисленного линейного программирования (ЦЛП), доказана её
NP-трудность, предложен генетический алгоритм и представлены ре-
зультаты вычислительных экспериментов.

Работа состоит из трёх разделов: в первом описаны постановка за-
дачи и её модель ЦЛП, во втором содержится описание генетического
алгоритма, а в третьем представлены процесс генерации данных и ре-
зультаты тестирования алгоритма.

1. Постановка задачи и её математическая модель

1.1. Постановка задачи. Имеется центр обработки вызовов, в кото-
ром операторы обрабатывают входящие вызовы разных типов. Для каж-
дого оператора известно, какие типы вызовов и насколько качественно
он может обрабатывать. Качество обработки вызова оператором опре-
деляется его навыком, выраженным целым числом (как правило, навык
определяется на основе экспертных оценок и статистических данных).
Время рабочего дня разделено на интервалы фиксированной длины. Для
каждого оператора известно, в какие интервалы времени он может ра-
ботать и в какие ему может быть назначен перерыв на обед, причём
продолжительность перерыва для всех операторов одинаковая. В тече-
ние рабочего дня каждому оператору должен быть назначен ровно один
перерыв, другие перерывы в работе не допускаются.

В те интервалы времени, в которые оператор находится на работе, он
может быть назначен на обработку вызовов определённого типа. В раз-
ные интервалы времени тип обрабатываемых вызовов для одного опера-
тора может меняться. Также для каждого оператора заданы минималь-
ное и максимальное число интервалов времени, в которые он должен
быть назначен на обработку вызовов. В каждый интервал времени для
каждого типа вызова известно необходимое число операторов для обра-
ботки вызовов этого типа, представляющее собой прогнозное значение.
Также заданы стоимости работы индивидуально для каждого операто-
ра в различные интервалы времени, причём количество средств, которое
можно потратить на оплату труда задействованных операторов, ограни-
чено.

Под расписанием будем понимать назначение каждому оператору его
рабочего времени и перерыва, а также типов обрабатываемых вызовов
в различные интервалы времени. Необходимо составить расписание ра-
боты операторов центра обработки вызовов, максимизирующее качество
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обслуживания, где под качеством обслуживания понимается среднее зна-
чение навыков задействованных операторов в обработке тех типов вызо-
вов, на которые они назначены. При этом в каждый интервал времени
для каждого типа вызова должно быть назначено требуемое число опе-
раторов.

У операторов в рабочее время имеется только один перерыв, а тре-
буемое число операторов для каждого типа вызова меняется в течение
дня, поэтому может возникнуть ситуация, в которой в некоторые ин-
тервалы времени какая-то часть операторов может находиться на рабо-
те, но не быть назначенными на обработку вызовов. Такие операторы
составляют резерв и могут быть назначены в реальном времени, если
в действительности для какого-либо типа вызова потребуется больше
операторов, чем прогнозировалось.

Введём следующие обозначения:
n— число операторов,
m— число типов вызовов,
k— число интервалов времени,
P = {1, . . . , n}— множество операторов,
C = {1, . . . ,m}— множество типов вызовов,
T = {1, . . . , k}— множество интервалов времени,
Hp — минимальное число интервалов времени, в которые оператор

p ∈ P назначен на обработку вызовов,
Gp — максимальное число интервалов времени, в которые оператор

p ∈ P назначен на обработку вызовов,
D— число интервалов времени на перерыв,
S — максимальная оценка качества обработки вызова оператором,
F — объём фонда оплаты труда операторов,
mpc = 1, если оператор p ∈ P может обработать вызов типа c ∈ C,

иначе mpc = 0,
wpt = 1, если оператор p ∈ P может работать в интервал времени

t ∈ T, иначе wpt = 0,
dpt = 1, если оператору p ∈ P может быть назначен перерыв в интер-

вал времени t ∈ T, иначе dpt = 0,
spc ∈ {0, 1, . . . , S}— навык оператора p ∈ P в обработке вызова типа

c ∈ C,
cpt — стоимость работы оператора p ∈ P в интервал времени t ∈ T,
nct — число операторов, достаточное для обслуживания вызовов типа

c ∈ C в интервал времени t ∈ T.
При этом интервалы, когда оператор может работать и когда ему

может быть назначен перерыв, задаются таким образом, что перерыв
не может быть назначен слишком близко к началу или окончанию рабо-
ты.
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1.2. Математическая модель. Для построения модели введём сле-
дующие булевы переменные:

xpct = 1, если и только если оператор p ∈ P назначен на обработку
вызова типа c ∈ C в интервал времени t ∈ T,

ypt = 1, если и только если оператор p ∈ P работает в интервал
времени t ∈ T,

zpt = 1, если и только если оператор p ∈ P начал работать в интервал
времени t ∈ T,

qpt = 1, если и только если оператору p ∈ P назначен перерыв в ин-
тервал времени t ∈ T,

rpt = 1, если и только если оператор p ∈ P в интервал времени t ∈ T
выходит на перерыв.

Модель целочисленного линейного программирования для рассмат-
риваемой задачи может быть записана следующим образом:

∑

p∈P

∑

c∈C

∑

t∈T
spcxpct → max (1)

ypt 6 wpt, p ∈ P, t ∈ T, (2)
ypt 6 1− qpt, p ∈ P, t ∈ T, (3)∑

t∈T
zpt 6 1, p ∈ P, (4)

(ypt + qpt)− (zp(t−1) + lp(t−1)) 6 zpt, p ∈ P, t ∈ T \ {1}, (5)

qpt 6 dpt, p ∈ P, t ∈ T, (6)∑

t∈T
rpt =

∑

t∈T
zpt, p ∈ P (7)

qpt − lp(t−1) 6 rpt, p ∈ P, t ∈ T \ {1}, (8)
∑

t∈T
qpt = D, p ∈ P, (9)

xpct 6 mpc, p ∈ P, c ∈ C, t ∈ T, (10)∑

c∈C

∑

t∈T
xpct > Hp, p ∈ P, (11)

∑

c∈C

∑

t∈T
xpct 6 Gp, p ∈ P, (12)

∑

p∈P
xpct = nct, c ∈ C, t ∈ T, (13)

∑

p∈P

∑

t∈T
cptypt 6 F, (14)

xpct 6 ypt, p ∈ P, c ∈ C, t ∈ T, (15)

xpct, ypt, zpt, qpt, rpt ∈ {0, 1}, p ∈ P, c ∈ C, t ∈ T. (16)
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Целевая функция (1) задаёт критерий максимизации качества об-
служивания. Неравенство (2) позволяет назначить оператора на работу
только тогда, когда он может работать. Ограничение (3) не позволяет ра-
ботать оператору во время перерыва, а (4) не позволяет оператору вый-
ти на работу более одного раза. Ограничение (5) позволяет оператору
иметь ровно один перерыв. Условие (6) позволяет назначить оператору
перерыв только в допустимые интервалы времени, а (7) гарантирует, что
оператору будет назначен перерыв только тогда, когда он вышел на ра-
боту. Ограничение (8) задаёт непрерывность перерыва, (9) гарантирует,
что длительность перерыва будет составлять D интервалов времени, (10)
позволяет назначать оператора на обработку только тех типов вызовов,
которые он способен обработать. Условия (11) и (12) гарантируют соблю-
дение минимального и максимального числа интервалов времени, когда
оператор назначен на обработку вызовов. Ограничение (13) гарантиру-
ет достаточное число операторов для обработки входящих вызовов, (14)
не позволяет потратить большее количество средств на оплату труда
операторов чем F, а (15) позволяет назначить оператора на обработку
вызовов только тогда, когда он работает.

1.3. Труднорешаемость задачи.

Теорема 1. Задача составления расписания работы операторов цен-

тра обработки вызовов NP-трудна.

Доказательство. Сформулируем указанную задачу в форме вери-
фикации свойств. В качестве входных данных будем рассматривать те
же данные, что и в исходной задаче, но дополненные рациональным
числом Q. Задача верификации свойств состоит в ответе на вопрос: су-

ществует ли расписание работы операторов центра обработки вызовов

со значением целевой функции не менее Q?

Ясно, что сформулированная в форме верификации свойств задача
принадлежит классу NP. Сведём к ней следующую классическую NP-
полную задачу разбиение (см., например, [11]).

Задача разбиение. Дано n′ натуральных чисел αj , j = 1, . . . , n′.
Вопрос: существует ли подмножество I ⊂ {1, . . . , n′} такое, что

∑

i∈I
αi =

1

2

n′∑

i=1

αi?

Пусть число интервалов времени k равно n′, число операторов n рав-
но 2n′, число типов входящих вызовов m равно n′. В интервал време-
ни i ∈ {1, . . . , n′} для типа входящего вызова i требуется ровно один
оператор для его обработки, а в остальные интервалы времени — нуль.
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Тип входящего вызова i могут обработать только операторы 2i− 1 и 2i,
причём у оператора 2i величина навыка для вызова типа i, а также сто-
имость в момент времени i равны 0. Кроме того, положим число интер-
валов времени на перерыв D равным 0, а минимальное Hp и максималь-
ное Gp число интервалов времени работы оператора p ∈ P равными 0
и n′ соответственно. Дополнительно положим wpt = 1 и dpt = 1 для
всех p ∈ P и t ∈ T.

Парам операторов 2i − 1 и 2i сопоставим один элемент αi входных
данных задачи разбиение так, что выбор оператора 2i − 1 будет соот-
ветствовать включению числа αi в подмножество I, а выбор операто-
ра 2i— пропуску числа αi (по построению в каждый интервал i работает
ровно один из двух операторов 2i − 1 и 2i). Величину навыка операто-
ра 2i−1 и стоимость работы в интервал времени i положим равными αi,

а верхнюю границу F на фонд оплаты труда — равной 1
2

n′∑
i=1

αi.

Если в задаче разбиение существует искомое множество I, то легко
убедиться, что существует допустимое решение, где средний навык при

обслуживании вызовов составляет Q := 1
2n′

n′∑
i=1

αi. С другой стороны,

при наличии допустимого решения с качеством обслуживания не мень-
ше этого Q соответствующее ему множество индексов I удовлетворяет
условию задачи разбиение. Отсюда следует NP-полнота задачи состав-
ления расписания работы операторов центра обработки вызовов в форме
верификации свойств, а значит, и NP-трудность рассматриваемой мак-
симизационной задачи. Теорема 1 доказана.

2. Генетический алгоритм

2.1. Общая схема алгоритма. Генетический алгоритм (ГА) пред-
ставляет собой эвристический алгоритм оптимизации, в основу которо-
го положены биологические принципы естественного отбора и изменчи-
вости [12]. В процессе работы алгоритма происходит последовательная
смена поколений, которые состоят из фиксированного числа особей —
элементов пространства решений. Последовательность символов некото-
рого алфавита, кодирующая решение в популяции ГА, называется гено-

типом. В качестве меры приспособленности генотипа к условиям реша-
емой задачи рассматривается значение целевой функции для решения,
соответствующего этому генотипу, с учётом «штрафа» в случае недо-
пустимого решения. Более приспособленные особи в каждом следующем
поколении в среднем получают больше потомков. Кроме того, в процессе
формирования следующего поколения часть генотипов изменяется неко-
торым случайным образом в результате кроссинговера (скрещивания)
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и мутации, а часть генотипов потомков полностью идентична родитель-
ским генотипам.

Обозначим множество всевозможных генотипов через B. Действие
оператора селекции Sel : BN → {1, . . . , N} состоит в выборе номера роди-
тельской особи для построения очередного потомка, где N — число осо-
бей в популяции.

Действие оператора кроссинговера Cross : B ×B → B ×B заключа-
ется в построении двух генотипов потомков на основе двух родительских
генотипов. С вероятностью Pc каждый из потомков будет наследовать
выбранные некоторым случайным образом гены родительских особей,
а с вероятностью 1− Pc потомки будут идентичны родителям.

Действие оператора мутации Mut : B → B состоит в изменении по-
данного на вход генотипа. С вероятностью Pm каждый ген исходного
генотипа изменяется случайным образом, а с вероятностью 1− Pm оста-
ётся без изменений.

Общая схема генетического алгоритма представлена ниже.

1: for k = 1 to N do

2: Построить случайным образом генотип ξk,0.
3: for t = 0 to tmax do

4: for k = 1 to N/2 do

5: Селекция: выбрать генотипы с учётом приспособленности осо-
бей ξ ← ξSel(Πt),t, η ← ξSel(Πt),t.

6: Скрещивание: построить (ξ′, η′)← Cross(ξ, η).
7: Мутация: положить ξ2k−1,t+1 ← Mut(ξ′), ξ2k,t+1 ← Mut(η′).
8: Вычислить значение функции приспособленности для геноти-

пов ξ2k−1,t+1 и ξ2k,t+1.

9: return лучшее из найденных решений по значению функции приспо-
собленности за всё время работы алгоритма

2.2. Элитарная стратегия управления популяцией. В генети-
ческом алгоритме при построении следующего поколения может сохра-
няться один или несколько элитных генотипов текущей популяции, име-
ющих высокую приспособленность. В реализации генетического алгорит-
ма, описанном в п. 2.3, используется стратегия, в которой при постро-
ении следующего поколения сохраняются n′ наиболее приспособленных
генотипов.

2.3. Реализация генетического алгоритма. В этом пункте опи-
шем предлагаемую реализацию генетического алгоритма, в котором для
вычисления значения функции приспособленности используются следу-
ющие вспомогательные алгоритмы: алгоритм назначения операторов,
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алгоритм сокращения дефицита операторов и алгоритм локальной кор-
ректировки решения. Далее будет приведено описание этих алгоритмов.

Генотип состоит из четырёх векторов: a = (a1, . . . , an), где ap — время
начала работы оператора p ∈ P, b = (b1, . . . , bn), где bp — время завер-
шения работы оператора p ∈ P, c = (c1, . . . , cn), где cp — время начала
перерыва оператора p ∈ P, e = (e1, . . . , en)— перестановка операторов
для алгоритма назначения операторов (подробнее в п. 2.4).

В начальной популяции для каждой особи векторы a, b, c и e гене-
рируются случайным образом с равномерным распределением с учётом
ограничений на время работы и перерыва операторов, вектор e имеет
вид (1, 2, . . . , n), где n— число операторов.

Пусть на каждой итерации все особи популяции упорядочиваются
по возрастанию целевой функции. Номер особи в таком случае будем на-
зывать её рангом. В рассматриваемом генетическом алгоритме использу-
ется линейная ранговая селекция [13, 14], в которой вероятность выбора
особи с рангом r равна 2r

(N+1)N , r = 1, . . . , N.

При кроссинговере для векторов a, b и c применяется одноточечный
оператор кроссинговера с единой для всех координатой скрещивания,
которая выбирается случайным образом, а для вектора e применяется
порядковый кроссинговер для задач на перестановках [15].

При мутации случайным образом выбирается оператор p ∈ P, затем
для него случайным образом генерируются новые значения ap, bp и cp
с учётом ограничений на них. Для вектора e случайным образом выби-
раются индексы i ∈ {1, . . . , n} и j ∈ {1, . . . , n}, где n— число операторов,
затем элементы ei и ej меняются местами.

Решение X = {xpct}, где xpct = 1 тогда и только тогда, когда опера-
тор p в интервал времени t назначен на обработку вызовов типа c, вычис-
ляется на основе генотипа с помощью применения алгоритма назначения
операторов, описанного в п. 2.4. Затем полученное решение улучшается
с помощью алгоритмов сокращения дефицита операторов и локальной
корректировки решения, которые описаны в п. 2.5 и 2.6 соответственно.

Значение функции приспособленности вычисляется по формуле

f(X) =
∑

p∈P

∑

c∈C

∑

t∈T
spcxpct−nkS(m(X)+u(X)+max{0, c(X)−F}), (17)

где m(X)— общее число операторов, которых не хватает для обработки
входящих вызовов согласно матрице X, u(X)— число операторов p ∈ P,
у которых число назначений на обработку вызовов менее Hp, c(X)—
итоговая стоимость оплаты труда операторов на основе матрицы X, F —
объём фонда оплаты труда операторов, n— число операторов, k— чис-
ло интервалов времени, S — максимальное значение навыка в обработке
вызовов оператором.
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Таким образом, функция приспособленности представляет собой це-
левую функцию за вычетом штрафов за нехватку операторов и за пре-
вышение фонда оплаты труда. С учётом штрафов значение функции
приспособленности любого недопустимого решения будет меньше значе-
ния функции приспособленности любого допустимого решения.

Результатом работы алгоритма является матрица X, относящаяся
к генотипу с наибольшим значением функции приспособленности сре-
ди всех генотипов, вычисленных за время выполнения алгоритма.

При отсутствии улучшений рекордного значения приспособленности
на протяжении большого числа итераций происходит остановка ГА в со-
ответствии со следующей известной схемой (см., например, [16–18]). Под
улучшением рекордного значения приспособленности далее понимает-
ся увеличение приспособленности лучшего найденного генотипа в теку-
щем поколении не менее чем на ε%, где ε— настраиваемый параметр.
Пусть t— текущее время выполнения алгорима в секундах, t0 — момент
времени, когда произошло последнее улучшение рекорда, k— номер те-
кущего поколения. Алгорим завершает свою работу, если t > Tmax или
t > 2t0, k > D и найдено допустимое решение. Если t > 2t0, k > D и до-
пустимое решение не найдено, то процесс эволюции инициализируется
заново. Условие t > 2t0 показывает отсутствие улучшения рекордного
значения целевой функции за то же время, что было затрачено на по-
лучение этого рекорда. Условие k > D гарантирует, что на начальных
итерациях генетического алгоритма не будет преждевременно принято
решение о перезапуске. Использование перезапусков ГА уменьшает ве-
роятность завершения работы до получения допустимого решения. При-
менение того же правила для остановки ГА после получения допустимо-
го решения позволяет существенно сократить время работы при незна-
чительном снижении качества решения по сравнению с остановкой при
достижении t > Tmax. В вычислительном эксперименте в разд. 3 значе-
ние Tmax выбрано равным 30 минутам, ε = 1%, D = 100.

2.4. Алгоритм назначения операторов. С помощью этого алго-
ритма производится заполнение трёхмерной булевой матрицы X, кото-
рая ставит в соответствие операторам типы вызовов, на обработку кото-
рых они назначены в различные интервалы времени. Работа алгоритма
состоит из двух этапов. На каждом этапе производится назначение опе-
раторам типов вызовов, которые они будут обрабатывать в различные
интервалы времени.

Цель первого этапа работы алгоритма состоит в том, чтобы по воз-
можности полностью выполнить ограничения на минимальное число ин-
тервалов времени, в которые операторы должны быть назначены на об-
работку вызовов. Это достигается за счёт того, что если у некоторого
оператора это ограничение выполнено, то предпочтение при назначении
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на обработку вызовов отдаётся другому оператору, у которого оно ещё
не выполнено.

На втором этапе производятся дополнительные назначения операто-
ров на обработку вызовов с учётом ограничения на максимальное число
интервалов времени, в которые оператор должен быть назначен на об-
работку вызовов.

На каждом этапе при попытке назначения оператору типа вызовов,
которые он будет обрабатывать в данный интервал времени, учитывают-
ся график работы оператора (задаётся с помощью вектров a, b, c), типы
вызовов, которые оператор может обрабатывать, его навыки в обработке
вызовов различных типов и требуемое число операторов для обработки
вызовов каждого типа в каждый интервал времени.

Пошаговое описание алгоритма приведено в приложении (алгорим 1).

2.5. Алгоритм сокращения дефицита операторов. Поскольку
алгоритм назначения операторов «недальновиден», он не всегда может
назначить достаточное число операторов для обработки вызовов, даже
если это возможно. Алгоритм, рассматриваемый ниже, призван компен-
сировать данный недостаток. В ходе выполнения этого алгоритма де-
фицит операторов, назначенных на обработку вызовов некоторого типа,
сокращается с помощью локальных корректировок матрицы X, если это
возможно.

Для того типа вызова c, где есть дефицит операторов, производит-
ся поиск такого p′ среди операторов, назначенных на обработку друго-
го типа вызова, который может обработать данный тип вызова. Затем
для него ищем замену p′′ среди свободных операторов. Если такую пару
(p′, p′′) удаётся найти, то производится переназначение и дефицит опе-
раторов уменьшается. Алгоритм работает до тех пор, пока существует
дефицит операторов для обработки вызовов и пока существует пара опе-
раторов, переназначив которых, можно уменьшить дефицит.

Пошаговое описание алгоритма приведено в приложении (алгорим 2).

2.6. Алгоритм локальной корректировки решения. В некото-
рых случаях возможно увеличение значения функции приспособленно-
сти, если в матрице назначений пару операторов поменять местами. С це-
лью отыскания таких пар просматриваются по порядку все интервалы
времени t; для каждого фиксированного t просматриваются по порядку
все операторы p′; для выбранного p′ просматриваются по порядку все
операторы p′′ (начиная со следующего за p′). Если переназначение типов
обрабатываемых вызовов между операторами p′ и p′′ в момент t возмож-
но и приводит к увеличению приспособленности, то это переназначение
производится и выполняется переход к следующему оператору p′.

Пошаговое описание алгоритма приведено в приложении (алгорим 3).
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3. Вычислительный эксперимент

Тестирование проводилось на ЭВМ с процессором Intel(R) Xeon(R)
X5675 3,07 ГГц и оперативной памятью 32 ГБ. Генетический алгоритм
был реализован на языке C++. Для одной задачи параллельно запуска-
лось четыре потока операционной системы, в каждом из которых выпол-
нялся процесс эволюции независимо от остальных потоков. Данная схема
выполнения эквивалентна четырём последовательным запускам генети-
ческого алгоритма. В качестве итогового решения выбиралось наилуч-
шее решение по значению целевой функции среди всех запусков гене-
тического алгоритма. Вероятности кроссинговера и мутации равны 0,4
и 0,25 соответственно, число особей в популяции равно 100, среди ко-
торых 15 элитных. Максимальное время работы ограничено 30 минута-
ми, значение параметра ε равно 1%, а значение параметра D равно 100.
Данные значения параметров были выбраны на основе предварительных
экспериментов.

Для исследования работоспособности генетического алгоритма прово-
дилось сравнение найденных им значений целевой функции с оптималь-
ными значениями, найденными с использованием пакета CPLEX версии
20.1.0.1.

Для получения достаточного по объёму и разнообразию набора тесто-
вых задач был реализован генератор задач, описание которого приведено
в п. 3.1. Результаты тестирования представлены в п. 3.2.

3.1. Генерация данных. Для создания набора задач был создан
генератор, пошаговое описание которого приведено в приложении.

Параметрами генератора являются число операторов n, число типов
входящих вызовов m, число интервалов времени k, число интервалов
времени на перерыв l, вероятность q наличия у оператора способности
обрабатывать больше одного типа входящего вызова, максимальное чис-
ло u типов входящих вызовов, которые способен обработать один опера-
тор, вероятность v уменьшения требуемого числа операторов для каж-
дого типа вызова в каждый интервал времени, коэффициент уменьше-
ния w.

Тестовые задачи 1) генерировались по наборам параметров (n,m, v) =
(64; 2; 0,5), (64; 2; 0,25), (64; 2; 0,1), (128; 16; 0,5), (128; 16; 0,25), (128; 16;
0,1), (256; 64; 0,5), (256; 64; 0,25). Для остальных параметров были вы-
браны следующие значения: t = 32, l = 4, q = 0,67, u = 5. Для каждо-
го фиксированного набора параметров генерировалось 30 задач, итого
240 задач.

1) Тестовые задачи и результаты доступны по ссылке github.com/maximsakhno/

call-center-scheduling-test-problems
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3.2. Результаты тестирования. Обозначим через r среднее отно-
шение значения функции приспособленности, найденное генетическим
алгоритмом, к значению целевой функции, найденному с помощью па-
кета CPLEX. В столбце r значения приведены только для тех серий, где
пакетом CPLEX были найдены допустимые решения за отведённое вре-
мя для всех примеров. Через R обозначим среднее отношение значения
целевой функции, найденное генетическим алгоритмом, к оптимально-
му значению целевой функции или её верхней оценке, полученной па-
кетом CPLEX с использованием линейного программирования и отсече-
ний. Усреднение проводится по серии задач, сгенерированных с фиксиро-
ванным набором параметров. Отношение числа найденных допустимых
решений за отведённое время к общему числу задач в серии для пакета
CPLEX обозначим через D, а отношение числа оптимальных — через D∗.
Отметим, что генетическим алгоритмом были найдены допустимые ре-
шения для всех тестовых задач. Среднее время работы генетического ал-
горитма в секундах обозначим через TGA, а среднее время работы пакета
CPLEX на тех задачах, для которых допустимое решение найдено за от-
ведённое время, обозначим через TCPLEX. Время работы пакета CPLEX
было ограничено 1 часом.

Таблица 1

Результаты тестирования

n m v D D∗ r R TGA, с TCPLEX, с
64 2 0,5 100% 80% 0,99 0,99 3,07 727,72
64 2 0,25 100% 80% 0,99 0,99 5,00 775,01
64 2 0,1 66% 33% — 0,99 66,93 1867,39
128 16 0,5 100% 30% 0,93 0,93 123,20 2645,81
128 16 0,25 96% 16% — 0,93 180,80 3200,98
128 16 0,1 43% 0% — 0,93 333,93 3602,88
256 64 0,5 96% 0% — 0,89 923,07 3616,34
256 64 0,25 0% 0% — 0,89 914,80 —

Результаты вычислительного эксперимента представлены в табл. 1.
Отметим, что пакетом CPLEX за отведённое время в трёх сериях най-
дены допустимые решения для всех примеров, в одной серии не найдено
ни одного допустимого решения, а для остальных серий доля найденных
допустимых решений варьируется от 43% до 96%. При этом нет ни од-
ной серии примеров, для которой пакетом CPLEX за отведённое время
найдены оптимальные решения для всех примеров. Для трёх из восьми
серий пакетом CPLEX не найдено ни одного оптимального решения.

На тех сериях, для которых пакетом CPLEX найдены допустимые ре-
шения во всех примерах, значение r не меньше 0,93. На сериях примеров
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с числом операторов, равным 64, среднее отклонение от оптимума для
решений, полученных генетическим алгоритмом, не превосходит 1%, для
128 не превосходит 7%, а для 256 не превосходит 11%.

Также заметим, что для серий примеров с числом операторов n, рав-
ным 64, среднее время работы пакета CPLEX превосходило среднее вре-
мя работы генетического алгоритма более чем в 25 раз, для n = 128—
более чем в 17 раз, а для n = 256— более чем в 3 раза. Соотношение
уменьшается с увеличением числа операторов в связи с тем, что сред-
нее время работы пакета CPLEX расчитывается на основе тех задач, где
пакетом найдены допустимые решения за отведённое время.

Таким образом генетический алгоритм находит допустимые решения
для всех примеров, при этом среднее время работы генетического алго-
ритма по каждой серии не превосходит 16 минут, а отклонение от опти-
мума не превышает 11%. В то же время пакет CPLEX не всегда находит
допустимые решения даже за 1 час, при этом время работы генетическо-
го алгоритма в среднем значительно меньше, чем у пакета CPLEX.

Заключение

В работе проведён анализ задачи составления расписания операторов
центра обработки вызовов и разработан эффективный алгоритм её ре-
шения. Доказана NP-трудность поставленной задачи, и построена её ма-
тематическая модель. Также предложен и протестирован генетический
алгоритм её решения. Среднее отклонение от оптимума для решений,
полученных генетическим алгоритмом, составило от 1 до 11%, что явля-
ется приемлемым для его практического использования, поскольку при
определении навыков, как правило, используются приближённые экс-
пертные оценки. Для всех серий время работы генетического алгоритма
было значительно меньше чем у пакета CPLEX.

Приложение

Генератор задач. Работа генератора состоит из следующих этапов.

1. Назначение для каждого оператора типов входящих вызовов, ко-
торые он может обработать. Для этого с вероятностью q определяется,
может ли оператор обрабатывать более одного типа вызова. Если может,
то случайным образом определяется число типов вызовов, которые он
может обрабатывать в диапазоне от 2 до u. Затем для каждого операто-
ра случайным образом выбираются конкретные типы входящих вызовов.

2. Назначение каждому оператору конкретного времени работы и пе-
рерыва случайным образом.

3. Назначение типа входящего вызова случайным образом для обра-
ботки в каждый интервал времени для каждого оператора (среди тех
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Алгоритм 1. Алгоритм назначения операторов

1: Обнулить X.
2: for J ∈ {H,G} do

3: for t = 1 to k do

4: for i = 1 to n do

5: p := ei
6: bool condition1 := оператор p не работает в интервал вре-

мени t согласно векторам a, b, c;
condition2 := у оператора p число назначений не меньше
чем Jp

7: if condition1 or condition2 then continue

8: Найти тип вызова c, при котором достигается наибольшее
положительное значение nct −

∑
p′∈P

xp′ct среди тех вызовов,

которые оператор p может обработать.
9: if такой тип не найден then continue

10: xpct := 1

Алгоритм 2. Алгоритм сокращения дефицита операторов

1: for t = 1 to k do

2: for c′ = 1 to m do

3: if
∑
p∈P

xpc′t > nc′t then continue

4: for p′ = 1 to n do

5: if
∑
c∈C

xp′ct = 0 or xp′c′t = 1 or mp′c′ = 0 then continue

6: Выбрать c′′ таким, что xp′c′′t = 1.
7: for p′′ = p′ + 1 to n do

8: bool condition := оператор p′′ не работает в интервал
времени t согласно векторам a, b, c

9: if condition or
∑
c∈C

xp′′ct = 1 or mp′′c′′ = 0 then continue

10: xp′c′t := 1; xp′c′′t := 0; xp′′c′′t := 1
11: break

12: break

типов вызовов, которые он может обработать), если он в данный момент
работает согласно расписанию.

4. Вычисление значения фонда оплаты труда для работы операторов
согласно сгенерированному расписанию.
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Алгоритм 3. Алгоритм локальной корректировки решения

1: for t = 1 to k do

2: for p′ = 1 to n do

3: if
∑
c∈C

xp′ct = 0 then continue

4: Выбрать c′ таким, что xp′c′t = 1.
5: for p′′ = p′ + 1 to n do

6: if
∑
c∈C

xp′′ct = 0 then continue

7: Выбрать c′′ таким, что xp′′c′′t = 1.
8: if mp′c′′ = 1 and mp′′c′ = 1 and sp′c′′ + sp′′c′ > sp′c′ + sp′′c′′

then xp′c′t := 0; xp′′c′′t := 0; xp′c′′t := 1; xp′′c′t := 1

5. Вычисление требуемого числа операторов для обработки входящих
вызовов каждого типа на основе построенного расписания.

6. Для каждого типа вызовов и интервала времени требуемое число
операторов для обработки входящих вызовов умножается на w с вероят-
ностью v.
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Abstract. The paper is devoted to solving the problem of scheduling
the work of the call center staff. A model of integer linear programming
is formulated, the problem is shown to be NP-hard, and a genetic algo-
rithm is proposed that takes into account the specifics of the problem.
An experimental comparison of optimal solutions obtained using the
CPLEX package with solutions found by the genetic algorithm is car-
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Аннотация. При построении блочных шифров в качестве S-бло-
ков необходимо использовать векторные булевы функции со специ-
альными криптографическими свойствами для стойкости шифра
к различным видам криптоанализа. В данной работе исследуется
следующая конструкция S-блока. Пусть π— перестановка n элемен-
тов, πi — i-кратное применение перестановки π, f — булева функ-
ция от n переменных. Рассматривается векторная булева функция
Fπ : Z

n
2
→ Zn

2
вида Fπ(x) = (f(x), f(π(x)), . . . , f(πn−1(x))). В данной

статье изучаются такие криптографические свойства Fπ от малого
числа переменных, как сбалансированность, высокая алгебраиче-
ская степень, низкая δ-дифференциальная равномерность, высокая
нелинейность в зависимости от булевой функции f и перестанов-
ки π.Получены полные множества булевых функций f и векторных
булевых функций Fπ с максимальной алгебраической иммунностью
от малого числа переменных. Библиогр. 16.

Ключевые слова: булевы функции, векторные булевы функции,
нелинейность, алгебраическая степень, сбалансированность, диф-
ференциальная δ-равномерность, алгебраическая иммунность.

Введение

Основной нелинейной частью симметричных шифрсистем являются
S-блоки, которые обеспечивают стойкость шифров к различным видам
криптоанализа. С математической точки зрения S-блок является век-
торной булевой (n,m)-функцией, осуществляющей отображение из мно-
жества двоичных векторов длины n в множество двоичных векторов

Исследование выполнено в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект
№ FWNF–2022–0018).
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длины m. Чаще всего в качестве S-блоков используются взаимно одно-
значные векторные булевы функции, что обусловлено необходимостью
однозначного расшифрования, в таком случае n = m.

S-блоки используются в таких шифрах, как «Кузнечик» (введён в ка-
честве национального стандарта Российской Федерации 1 июня 2019 г.),
AES (американский стандарт шифрования с 2002 г.), Serpent, IDEA, ко-
торые, в свою очередь, используются для связи в локальных сетях, защи-
ты финансовой и коммерческой информации, шифровании аудио- и ви-
деоданных, смарт-картах.

Известно, что некоторые криптографические характеристики вектор-
ной булевой функции, такие как высокая нелинейность, низкая диффе-
ренциальная равномерность, высокая алгебраическая иммунность, поз-
воляют шифру противостоять линейному [1], дифференциальному [2]
и алгебраическому [3] методам криптоанализа соответственно. Однако
некоторые из этих свойств трудно или вовсе не совмещаются друг с дру-
гом [4, 5]. Например, бент-функции (булевы функции от чётного числа
переменных, у которых нелинейность принимает максимально возмож-
ное значение) не могут быть сбалансированными, и их степень не пре-
восходит n/2 (см. подробнее [4, 6]). Необходимо искать компромисс меж-
ду свойствами — функцию, которая обладала бы достаточно хорошими
показателями по каждому критерию. Подробнее о криптографических
свойствах функций и связанных с ними методах криптоанализа можно
ознакомиться в [7, 8].

На настоящий момент известно несколько конструкций S-блоков, об-
ладающих теми или иными криптографическими свойствами. На олим-
пиаде NSUCRYPTO’16 [9] был предложен способ построения векторной
булевой функции от большого числа переменных с высокой алгебраиче-
ской иммунностью. Данная конструкция является основой шифра IDEA,
использующей булеву функцию и циклический сдвиг влево. В работе [10]
представлен класс бент-функций, в котором существуют функции с мак-
симальной алгебраической иммунностью. В [11] изучаются дифференци-
ально 4-равномерные (n, n− 1)-функции, обладающие высокой нелиней-
ностью и оптимальной алгебраической степенью (для чётного и нечёт-
ного n). Такие функции строятся на основе двух (n − 1, n − 1)-функций
с минимально возможным значением дифференциальной равномерно-
сти. В 2009 г. была представлена работа [12], в которой приведён первый,
и пока единственный, пример APN-перестановки (взаимно однозначной
дифференциально 2-равномерной функции) от 6 переменных.

Прямой перебор всех векторных булевых функций вида F : Zn
2 → Zn

2
сложно осуществим по времени и памяти даже для сравнительно неболь-
шого числа переменных. Так, число различных (n, n)-функций равно
2n·2

n
, т. е. уже для случая n = 4 имеется 264 различных функций. Значит,
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необходимо использовать теоретические подходы к поиску и построению
векторных булевых функций, обладающих нужными криптографически-
ми свойствами.

В настоящей работе рассматривается следующая конструкция век-
торной булевой функции:

Fπ(x) = (f(x), f(π(x)), . . . , f(πn−1(x))) (1)

с использованием булевой функции f от n переменных и перестановки
π ∈ Sn, где πi обозначает i-кратное применение перестановки π.

Практическая ценность данной конструкции заключается в том, что
она позволяет работать с векторными булевыми функциями специаль-
ного вида через их параметризацию обычными булевыми функциями.
Существенно сокращается область перебора, и появляется возможность
нахождения векторной булевой функции (S-блока) от большего числа
переменных с хорошими криптографическими свойствами. В данной ра-
боте исследуются криптографические характеристики данной конструк-
ции в зависимости от булевой функции f и перестановки π.

1. Необходимые определения

1.1. Основные криптографические свойства. Введём необходи-
мые определения и рассмотрим основные криптографические свойства
булевых и векторных булевых функций.

Векторной булевой функцией ((n,m)-функцией) называется произ-
вольное отображение F : Zn

2 → Zm
2 . В случае m = 1 говорят, что F —

булева функция от n переменных. Будем рассматривать (n, n)-функцию
Fπ(x) как набор из n координатных булевых функций от n переменных:
Fπ(x) = (f(x), f(π(x)), . . . , f(πn−1(x))).

Компонентной функцией векторной булевой функции F называется
любая ненулевая линейная комбинация координатных функций, т. е. бу-
лева функция 〈b, F 〉, где b ∈ Fn

2 , b 6= 0 и 〈a, b〉 = a1b1 ⊕ . . . ⊕ anbn —
скалярное произведение векторов по модулю 2.

Известно, что булеву функцию можно единственным образом пред-
ставить в алгебраической нормальной форме (АНФ, полином Жегалки-
на):

f(x1, . . . , xn) =

(
n⊕

k=1

⊕

i1,...,ik

ai1,...,ik xi1 · . . . · xik

)
⊕ a0,

где при каждом k все индексы i1, . . . , ik различны и a0, ai1,...,ik ∈ {0, 1}.
Алгебраической степенью булевой функции f называется число пе-

ременных в самом длинном слагаемом её алгебраической нормальной
формы (АНФ). Степень функции обозначается через deg(f). Алгебра-
ической степенью векторной булевой функции F (см. (1)) называется
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максимальная из степеней её координатных функций. Параметр deg(f)
булевой функции и deg(F ) векторной булевой функции должны быть до-
статочно большими для устойчивости шифра, в котором она использу-
ется, к линейному криптоанализу [1]. Для блочных шифров это условие
накладывается из-за того, что система уравнений на биты ключа, по-
строенная путём анализа структуры шифра (в том числе функции f, ис-
пользующейся в качестве его компоненты) имела высокую степень. Чем
выше степень системы, тем сложнее её решить, т. е. определить ключ.

Сбалансированной (или уравновешенной) булевой функцией называ-
ется функция, которая принимает значения 0 и 1 одинаково часто [5].
Сбалансированной (или взаимно однозначной) векторной (n, n)-функци-

ей называется функция, которая принимает каждое значение ровно один
раз. Если булева и векторная булева функции уравновешены, то все свои
возможные значения они принимают равновероятно. Это позволяет осла-
бить статистические зависимости между входом и выходом функции.

Преобразование Уолша — Адамара булевой функции f от n перемен-
ных — это целочисленная функция

Wf (y) =
∑

x∈Zn
2

(−1)〈x,y〉⊕f(x), y ∈ Zn
2 .

Нелинейность Nf булевой функции f от n переменных определяется
как расстояние Хэмминга от неё до множества всех аффинных функ-
ций от n переменных [13]. Высокая нелинейность функции обеспечивает
стойкость шифра к линейному криптоанализу [1]. Нелинейность булевой
функции выражается через коэффициенты Уолша — Адамара по следу-
ющей формуле:

Nf = 2n−1 − 1

2
max
x∈Zn

2

|Wf(x)|.

Нелинейность векторной булевой функции — минимальная нелинейность
её компонентных функций.

В [14] введено понятие дифференциальной δ-равномерности. Для всех
a, b ∈ Zn

2 , a 6= 0 рассмотрим значение

δF = max
a,b∈Zn

2
, a6=0

∣∣{x ∈ Zn
2 | F (x⊕ a)⊕ F (x) = b

}∣∣.

Тогда векторная булева функция F : Zn
2 → Zn

2 называется дифферен-

циально δF -равномерной. Заметим, что минимальное возможное значе-
ние δF равно двум. Использование функций с малым значением δF позво-
ляет повысить стойкость шифра к дифференциальному криптоанализу.

Алгебраической иммунностью AI(f) булевой функции f от n пере-
менных называется минимальное число d такое, что существует булева
функция g 6= 0 степени d, для которой f · g = 0 или (f ⊕ 1) · g = 0.
Известно, что для произвольной булевой функции f от n переменных
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выполнено неравенство AI(f) 6 ⌈n/2⌉ [8]. Понятие алгебраической им-
мунности различными способами может быть обобщено на векторный
случай. В настоящей работе используется компонентная алгебраическая

иммунность AIcomp(F ) векторной булевой функции F, определяемая
как минимальная алгебраическая иммунность её компонентных функ-
ций (см. [15]). Высокая алгебраическая иммунность обеспечивает стой-
кость к алгебраическому криптоанализу.

1.2. Перестановки. Обозначим через Sn множество всевозможных
перестановок n элементов. Пусть x ∈ Zn

2 . Тогда перестановка π действует
на векторе x = (x1, x2, . . . , xn) следующим образом: π(x) = (xπ(1), xπ(2),
. . . , xπ(n)). Для анализа векторной булевой функции рассмотрим некото-
рые частные виды перестановок.

Беспорядком называется перестановка π = (π1, . . . , πn) ∈ Sn такая,
что πi 6= i для всех i = 1, 2, . . . , n. Множество всех таких перестановок
обозначим через Kn.

Цикл в перестановке — это подмножество элементов, которые пере-
ставляются циклическим образом. Чтобы различать перестановки и цик-
лы, в записи последних не будем ставить запятые между элементами.
Напомним, что каждая перестановка имеет циклическое представление
и при этом единственное. Например, для перестановки (1, 3, 4, 2) цикли-
ческое представление имеет вид (1)(234) или просто (234). Перестановка
с циклом длины n называется полноцикловой. Например, при n = 4 суще-
ствует всего 6 полноцикловых перестановок. Стоит отметить, что данное
множество содержит три пары взаимно обратных перестановок, а имен-
но: π1 = (2, 3, 4, 1) и π2 = (4, 1, 2, 3), π′1 = (2, 4, 1, 3) и π′2 = (3, 1, 4, 2),
π′′1 = (3, 4, 2, 1) и π′′2 = (4, 3, 2, 1), которые понадобятся в дальнейшем.

Отдельно выделим одну полноцикловую перестановку специального
вида. Перестановка π = (2, . . . , n, 1) называется циклическим сдвигом

влево. В циклическом представлении она имеет вид (12 . . . n).

2. Анализ конструкции S-блока

Пусть перестановка π на n элементах произвольна и фиксирована.
Рассмотрим криптографические свойства векторной булевой функции
F (x) = (f(x), f(π(x)), ..., f(πn−1(x))) в зависимости от фиксированной
булевой функции f.

Заметим, что при фиксированной перестановке π для любых двух
булевых функций f и f ′ верно, что если f 6= f ′, то Fπ 6= F ′

π.

Случай n = 2.
• Нелинейность. Заметим, что в нашей конструкции каждая вектор-

ная булева функция Fπ аффинна, т. е. её степень не превышает 1. При
этом максимально возможная нелинейность векторной булевой функции
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от двух переменных равна 1. Тогда для всякой булевой функции f от двух
переменных NFπ = 0, т. е. нелинейность не достигает своего максимума.
• Дифференциальная δ-равномерность. Для функций вида f(x) =

x1x2 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a0, где a0, a1, a2 ∈ Z2, и только для них дифферен-
циальная равномерность функции Fπ минимальна, т. е. равна 2. Всего
таких булевых функций 23, что является половиной всего множества бу-
левых функций от двух переменных. Дифференциальная равномерность
оставшихся векторных булевых функций равна 4.

Случай n = 3.
• Сбалансированность. Если π ∈ K3, то существует сбалансирован-

ная булева функция f от трёх переменных такая, что векторная булева
функция Fπ сбалансирована.
• Нелинейность и дифференциальная δ-равномерность. Если π ∈ K3,

то нелинейности булевой и векторной булевой функций совпадают, т. е.
Nf = NFπ . Стоит отметить, что если нелинейность Fπ принимает мак-
симальное возможное значение NFπ = 2, то дифференциальная δ-равно-
мерность минимальна, т. е. δFπ = 2. Количество таких булевых функ-
ций f равно 48, что составляет около пятой части от всего множества
булевых функций от трёх переменных. Если π /∈ K3, то δFπ > 4.

Случай n = 4.
• Дифференциальная δ-равномерность. Если π— полноцикловая пе-

рестановка, то существует булева функция f от четырёх переменных
такая, что дифференциальная равномерность функции Fπ минимальна,
т. е. δFπ = 2. Если π не полноцикловая, то для произвольной булевой
функции f от четырёх переменных δFπ > 4.
• Дифференциальная равномерность, нелинейность и алгебраическая

степень. Для любой полноцикловой перестановки π существует булева
функция f от четырёх переменных такая, что если δFπ = 2 и нелинейно-
сти f и Fπ совпадают, то δF

π−1
= 2. Более того, нелинейности и алгебра-

ические степени f и Fπ−1 совпадают.

3. S-блоки, устойчивые к алгебраическим атакам

Приведём полные описания булевых функций f от малого числа пе-
ременных n = 2, 3, 4, 5 и векторных булевых функций Fπ, построенных
на основе f, с максимальной алгебраической иммунностью. При постро-
ении векторных булевых функций в качестве перестановки π будет рас-
сматриваться циклический сдвиг влево.

3.1. Метод построения S-блока с максимальной алгебраиче-

ской иммунностью. Для построения векторной функции (S-блока)
с максимальной компонентной алгебраической иммунностью приме́ним
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следующий алгоритм нахождения линейного подпространства размер-
ности n в множестве, содержащем векторы значений нулевой функции
и всех булевых функций от n переменных с максимальной алгебраиче-
ской иммунностью ⌈n/2⌉.

1) Путём полного перебора (в лексикографическом порядке) форми-
руется множество всех булевых функций с максимальной алгебраической
иммунностью от n переменных. К этому множеству добавляется нулевой
вектор, т. е. вектор значений нулевой функции. Полученное множество
обозначаем M.

2) Из этого множества выбирается произвольная ненулевая функ-
ция f, и на её основе строятся оставшиеся n−1 функций с помощью пере-
становки π, а именно f(π(x)), f(π2(x)), . . . , f(πn−1(x)). Все эти функции
также лежат в этом множестве, так как при перестановке на переменных
алгебраическая иммунность сохраняет своё значение.

3) Строим линейную оболочку

L = 〈f(π(x)), f(π2(x)), . . . , f(πn−1(x))〉.
4) Проверяем, лежит ли L полностью в множестве M и равна ли раз-

мерность линейной оболочки L числу n. Если оба условия выполнены,
то данное подпространство позволяет построить S-блок с максимальной
компонентной иммунностью: для этого нужно выбрать в качестве ко-
ординатных функций S-блока базис подпространства (например, всегда
можно взять исходные функции).

Таким образом, сначала находится алгебраическая иммунность ком-
понентных функций, и на основе этого определяется, возможно ли по-
строение векторной булевой функции с данными компонентными функ-
циями и максимальной компонентной иммунностью.

3.2. Алгебраическая иммунность S-блока от малого числа пе-

ременных. С помощью компьютерных вычислений и предложенного
алгоритма мы получили полные описания булевых функций от малого
числа переменных n = 2, 3, 4, 5 с максимальной алгебраической иммун-
ностью.

Случай n = 2. Всего существует 14 булевых функций с максималь-
ной алгебраической иммунностью (AI = 1). Из них в точности для 8 бу-
левых функций можно построить векторные булевы функции с макси-
мально возможной компонентной алгебраической иммунностью. Все эти
функции представлены как x1, x2, x1 ⊕ x1x2, x2 ⊕ x1x2 и их отрицания.

Случай n = 3. Путём полного перебора всех булевых функций было
получено, что существует 56 булевых функций с максимальной алгеб-
раической иммунностью (AI = 2). Из них на основе ровно 12 функций
(им отвечают 4 подпространства) можно построить векторную булеву
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функцию с максимальным значением алгебраической иммунности. Все
эти функции можно представить в общем виде АНФ.

Утверждение 1. Булевы функции от трёх переменных с максималь-

ной алгебраической иммунностью 2 такие, что построенные на их ос-

нове векторные булевы функции вида Fπ(x) = (f(x), f(π(x)), f(π2(x))),
где π— циклический сдвиг влево, также имеют максимальную компо-

нентную алгебраическую иммунность 2, можно описать конструкцией

f(x1, x2, x3) = xi ⊕ xj ⊕ xixk ⊕ a,

где i, j, k ∈ {1, 2, 3}, i 6= j 6= k, a ∈ Z2.

Случай n = 4. Путём полного перебора всех булевых функций было
получено, что существует всего 54 952 булевых функций с максималь-
ной алгебраической иммунностью (AI = 2). При рассмотрении всевоз-
можных перестановок π было получено, что только при полноцикловых
перестановках π существуют векторные булевы функции, которые со-
храняют максимальную иммунность. Для каждой полноцикловой пере-
становки существует 6 144 булевых функций (или 1 536 линейных под-
пространств) таких, что построенные на их основе векторные булевы
функции также имеют максимально возможную компонентную алгебра-
ическую иммунность.

Случай n = 5. Путём полного перебора всех булевых функций было
получено, что всего существует 197 765 122 булевых функций с макси-
мальной алгебраической иммунностью (AI = 3). Из них на основе в точ-
ности 18 842 620 булевых функций возможно построение векторной буле-
вой функции с максимальным значением алгебраической иммунности.

Опираясь на экспериментальные результаты, можем сформулировать
следующие гипотезы.

Гипотеза 1. Для любого n > 2 в множестве, состоящем из булевых

функций от n переменных с максимальной алгебраической иммунностью

⌈n/2⌉ и нулевой функции, существует линейное подпространство размер-

ности n.

Данная гипотеза верна для n = 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10. Истинность гипоте-
зы для размерностей 2, 3, 4 и 5 вычислительно проверена нами (всего
существует 4, 4, 1 536 и 3 768 524 подпространств размерности 2, 3, 4
и 5 соответственно). Для каждой размерности приведём примеры буле-
вых функций, на основе которых можно построить векторные булевые
функции с максимальной алгебраической иммунностью. Для упрощения
записи булеву функцию x1x2 ⊕ x1 ⊕ 1 от двух переменных запишем как
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12 + 1 + 0, где i обозначает переменную xi, i > 1, а 0 обозначает кон-
станту 1. Аналогично представим булевы функции от большего числа
переменных:
• для n = 2: 12 + 1 + 0;
• для n = 3: 13 + 1 + 2;
• для n = 4: 1234 +123+134+ 234+ 13+ 14+23+24+ 34+ 2+ 3+ 4;
• для n = 5: 1234+1245+124+135+145+234+235+345+12+14+

23 + 25 + 1 + 0.
Для размерностей 6, 8 и 10 гипотеза доказана А. Удовенко [9] (и вы-

числительно проверена нами). А именно, им были представлены функ-
ции
• для n = 6: 345+236+ 156+135+125+ 56+ 46+36+34+24+23+

13 + 6 + 1;
• для n = 8: 1235 + 1246 + 1247 + 1248 + 1256 + 1258 + 1278 + 1345 +

1347+1348+1357+1358+1368+1456+1457+1458+1478+1568+2345+
2347+2368+2378+2456+2468+2567+2568+3456+3678+4678+128+
134 + 136 + 137 + 145 + 146 + 168 + 178 + 234 + 237 + 238 + 248 + 256 +
268 + 345 + 346 + 347 + 368 + 458 + 467 + 578 + 678 + 12 + 14 + 15 + 16 +
25 + 26 + 45 + 47 + 57 + 68 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8;
• для n = 10: 12345+12347+12357+12359+12368+1236A+12457+

1246A+12489+1248A+12567+12569+1256A+12579+1257A+12589+
1258A+12678+12679+12689+1269A+12789+1279A+1289A+13456+
13457 + 13458 + 13459 + 13467 + 13468 + 13469 + 13478 + 13489 + 1348A+
13568+13569+1356A+13579+1357A+13589+1368A+1369A+1389A+
14567+14569+1456A+1457A+1458A+14678+14679+1468A+1469A+
14789+1478A+1489A+15689+1569A+15789+1579A+16789++1678A+
1679A+1789A+23456+23457+23459+23467+23468+23469+2346A+
23479+2348A+23569+2356A+23579+2357A+23589++2359A+23679+
23689+23789+2378A+24568+24569+2456A+24579+2468A+2469A+
24789+2489A+25679+2567A+2568A+2589A+26789+2678A+2679A+
34567+3456A+3458A+34678+34689+3468A+34789+3479A+35679+
35689+3569A+3579A+3689A+3789A+45678+4567A+45679+4569A+
45789+4578A+4579A+46789+4678A+4679A+56789+5678A+5789A+
6789A+1235+1236+1237+123A+1245+1248+124A+1257+126A+1279+
127A+1289+128A+1347+1348+1356+1359+1367+1378+1379+137A+
138A+139A+1456+1457+1458+1459+145A+1468+147A+1489+148A+
1569+1579+167A+1689+168A+169A+1789+178A+189A+2347+2348+
2356+2357+235A+2367+2368+2369+2378+237A+2456+245A+2467+
2469+246A+2479+247A+2489+2578+256A+257A+2678+2679+2689+
268A+279A+289A+3457+3458+3467+3468+3478+3489+3569+356A+
3578+3579+3589+359A+367A+3689+3789+379A+389A+4568+4569+
4578 + 4579 + 4589 + 458A+ 467A+468A+469A+4789 + 478A+489A+
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568A+578A+579A+589A+678A+124+125+128+129+136+137+13A+
145+148+14A+158+15A+168+179+189+18A+238+239+245+246+
248+249+24A+256+258+259+268+269+26A+27A+289+29A+345+
346+349+34A+357+359+35A+368+369+36A+379+37A+39A+457+
467+468+469+46A+478+479+49A+569+579+589+58A+59A+678+
679+78A+89A+13+14+15+16+17+19+24+25+26+28+29+37+38+
39+45+46+47+48+49+56+58+59+67+68+6A+7A+4+5+6+8+9+0,
где A обозначает переменную x10.

Для n = 7, 9 пока что не найдено таких подпространств, но и не опро-
вергнуто их существование.

Отметим, что если справедлива гипотеза 1, то справедлива и гипо-
теза о том, что существует векторная булева функция с максимальной
компонентной алгебраической иммунностью ⌈n/2⌉ для любого n. Вопрос
о существовании таких векторных булевых функций широко известен
и открыт; он рассматривался, например, в работе Д. Покрасенко [16].

Гипотеза 2. Пусть f – булева функция от n переменных с мак-

симальной алгебраической иммунностью ⌈n/2⌉. Тогда в её АНФ при-

сутствует по меньшей мере по одному моному каждой степени i, где

i = 1, 2, . . . , ⌈n/2⌉.
Данная гипотеза верна для n = 2, 3, 4, 5. Истинность гипотезы вычис-

лительно проверена нами: для 2, 3, 4 и 5 переменных существует соот-
ветственно 14, 56, 54 952 и 197 765 122 булевых функций с максимальной
алгебраической иммунностью; все они были просмотрены нами. Другие
известные булевы функции не противоречат данной гипотезе.

Авторы выражают благодарность рецензенту за замечания и внима-
ние к нашей работе.
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Abstract. When constructing block ciphers, it is necessary to use vec-
tor Boolean functions with special cryptographic properties as S-blocks
for the cipher’s resistance to various types of cryptanalysis. In this pa-
per, we investigate the following S-block construction: let π be a permu-
tation on n elements, πi i-multiple application π, and f a Boolean func-
tion in n variables. Define a vectorial Boolean function Fπ : Z

n
2
→ Zn

2

as Fπ(x) = (f(x), f(π(x)), . . . , f(πn−1(x))). We study cryptographic
properties of Fπ such as high nonlinearity, balancedness, and low differ-
ential δ-uniformity in dependence on properties of f and π for small n.
Complete sets of Boolean functions f and vector Boolean functions Fπ

in a small number of variables with maximum algebraic immunity are
also obtained. Bibliogr. 16.

Keywords: Boolean functions, vectorial Boolean functions, high non-
linearity, high algebraic degree, balancedness, low differential δ-unifor-
mity, high algebraic immunity.
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Аннотация. Сформулированы и доказаны общие соотношения эк-
вивалентности между вычислениями опорных функций выпуклых
множеств и операциями проекции на них: асимптотическая эквива-
лентность операции проекции и вычисления опорной функции про-
извольного выпуклого замкнутого ограниченного множества, экви-
валентность задачи об элементе минимальной нормы и регуляризо-
ванной задачи суплинейной оптимизации. Приведённые результаты
существенно упрощают и обобщают полученные ранее доказатель-
ства для аналогичных соотношений в задачах линейной оптимиза-
ции. Ил. 1, библиогр. 10.

Ключевые слова: выпуклая оптимизация, регуляризация, про-
екция, опорная функция.

Введение

Цель этой заметки — представить несколько полезных результатов,
относящихся к взаимозависимости выпуклой оптимизации и операции
проекции. Эти результаты обобщают и существенно упрощают получен-
ные ранее соотношения для полиэдральных множеств и задач линей-
ной оптимизации [1, 2]. Первый аппроксимационный результат показы-
вает, что значение опорной функции выпуклого множества для задан-
ного опорного вектора может быть вычислено с любой точностью при
помощи операции проектирования удалённой точки, находящейся на лу-
че, генерированном этим вектором. Поскольку решение любой выпук-
лой оптимизационной задачи эквивалентно вычислению опорной функ-
ции, этот результат может быть использован для разработки новых ал-
горитмических подходов в выпуклой оптимизации. В случае линейной

Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства науки и выс-
шего образования (соглашение № 075–02–2023–946).
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оптимизации возможно получить даже точное решение, для получения
точного решения нелинейной выпуклой задачи достаточно выполнения
некоторых дополнительных условий типа острого минимума [3, 4]. В об-
щем случае можно получить приближённое решение, точность которого
может быть оценена.

Следующий результат демонстрирует возможность решить задачу по-
иска вектора минимальной длины в выпуклом множестве, эквивалент-
ную задаче проекции, при помощи безусловной минимизации суммы про-
стейшей квадратичной функции и опорной функции заданного выпукло-
го множества. Этот результат впервые был сформулирован в [5] только
для политопов, и доказательство в явном виде использовало конечность
множества крайних точек. Однако конечный результат формулировался
в независимой от этого форме, что наводило на мысль, что данное со-
отношение выполняется и в общем случае неполиэдральных выпуклых
множеств. В настоящей заметке этот результат получен при помощи но-
вого, чисто алгебраического доказательства. Таким образом, показано,
что, действительно, данная эквивалентность имеет место и в общем слу-
чае замкнутых ограниченных выпуклых множеств.

Оба соотношения могут быть использованы для развития новых алго-
ритмических идей, что является предметом дальнейших исследований.

1. Обозначения и предварительные результаты

В основном в статье используются стандартные обозначения конеч-
номерного выпуклого анализа, тем не менее приведём их здесь во избе-
жание путаницы и неправильного понимания.

Через E обозначаем основное евклидово векторное пространство, в ко-
тором векторы, как правило, обозначаются строчными латинскими бук-
вами a, b, . . . , x, y, z при необходимости с нижними и верхними индек-
сами, диакритическими маркерами и пр. Используем специальные обо-
значения для нулевого вектора 0 = (0, 0, . . . , 0) и вектора из единиц
1 = (1, 1, . . . , 1).

Размерность пространства E при необходимости определяется как
dimE, и пространство размерности n обозначается через En, если в этом
возникает необходимость. Неравенства между векторами и алгебраиче-
ские суммы векторов, умножение векторов на вещественные числа опре-
деляются покомпонентно. Последние две операции естественным обра-
зом обобщаются на множества векторов:

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}, αA = {αa | a ∈ A}.
Линейное подпространство L ⊂ E определяется как множество, инва-
риантное относительно сложения и умножения на вещественные числа:
L = L+ L = αL для любого вещественного α 6= 0.



Соотношения эквивалентности в выпуклой оптимизации 83

Неотрицательная часть E обозначается через E+ = {x > 0}. Множе-
ство, состоящее из одного элемента, скажем a, будем при обозначении
отождествлять с самим элементом.

Выпуклая оболочка множества X определяется и обозначается обще-
принятым образом:

co(X) =

{
z =

|Xf |∑

i=1

αix
i | xi ∈ Xf ⊂ X, |Xf | <∞, αi > 0,

|Xf |∑

i=1

αi = 1

}
,

где |Xf |— мощность конечного подмножества Xf множества X. Конечно,
вследствие теоремы Каратеодори достаточно рассмотреть множества Xf

с |Xf | 6 dimE + 1. Коническая оболочка X определяется так: Co(X) =⋃
α>0

α co(X).

Скалярное произведение векторов x и y из E обозначается через xy,
а норма вектора x— это ‖x‖2 = xx. Норма множества A ⊂ E опреде-
ляется как ‖A‖ = sup

a∈A
‖a‖. С помощью скалярного произведения орто-

гональное дополнение L⊥ линейного подпространства L ⊂ E опреде-
ляется следующим образом: L⊥ = {x ∈ E | xz = 0 для всех z ∈ L}.
Среди других специальных множеств отметим канонический симплекс:
∆ = E+ ∩ {x ∈ E | 1x = 1}.

Операция проекции точки p ∈ E на выпуклое замкнутое подмноже-
ство X ⊂ E определена и обозначается таким образом:

p ↓X = argmin
x∈X

‖p− x‖,

т. е. p ↓X ∈ X и min
x∈X
‖p−x‖ = ‖p− p ↓X‖. Для замкнутого выпуклого X

эта операция хорошо определена и липшицево непрерывна относитель-
но p с константой Липшица, не превосходящей 1, т. е. ‖p ↓X − q ↓X‖ 6
‖p − q‖. Эта операция естественным образом обобщается на множества:
A ↓X = {a ↓X | a ∈ A} ⊂ X.

Приведём краткий список алгебраических свойств проекции.
• Идемпотентность: (p ↓X) ↓X = p ↓X;
• линейность: для линейного подпространства L ⊂ E и α ∈ R имеем

αp ↓L = α(p ↓L), (p+ q) ↓L = p ↓L+ q ↓L;
• операции сдвига и масштабирования сочетаются с проекцией сле-

дующим образом (τ > 0):

(a+ b) ↓X = a ↓ (X − b) + b, (τa) ↓X = τ(a ↓ (τ−1X));

• ортогональная декомпозиция: p = p ↓L+ p ↓L⊥;
• взаимная ортогональность: для любого линейного подпространства

L ⊂ E имеем L⊥ ↓L = L ↓L⊥ = 0, в силу этого X ↓L⊥ = (X + L) ∩ L⊥.
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Для замкнутого ограниченного множества X ⊂ E и вектора c опре-
делим опорную функцию

(X)c = sup
x∈X

cx = cxc, (1)

где xc ∈ X. Это выпуклая суплинейная функция (иногда используется
термин суперлинейная), надграфик которой представляет собой выпук-
лый конус с вершиной в начале координат. Образующие конуса порож-
даются элементами множества X, и функция линейна на каждом луче,
выходящем из начала координат.

2. Асимптотическая эквивалентность выпуклой оптимизации

и проекционных задач

В этом разделе докажем, что решение выпуклой оптимизационной за-
дачи может быть аппроксимировано с произвольной точностью решени-
ем специально сконструированной проекционной задачи. Этот результат
является непосредственным следствием следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть X ⊂ E — замкнутое ограниченное подмножество

и c ∈ E. Тогда для любого x0

(X)c = lim
τ→∞

c((x0 + τc) ↓X). (2)

Доказательство. Из условий оптимальности для (x0 + τc) ↓X сле-
дует, что

(x0 + τc− (x0 + τc) ↓X)(x− (x0 + τc) ↓X) 6 0 (3)

для любого x ∈ X. Разделив (3) на τ > 0, получим

(c+ τ−1(x0 − (x0 + τc)) ↓X)(x− (x0 + τc) ↓X)

= (c+ z0τ,c)(x− (x0 + τc) ↓X) 6 0, (4)

где z0τ,c = τ−1(x0 − (x0 + τc) ↓X) и

‖z0τ,c‖ 6 τ−1(‖x0‖+ ‖(x0 + τc) ↓X‖) 6 τ−1(‖x0‖+ ‖X‖). (5)

Переходя в (4) к пределу по τ →∞, получим

cx 6 cxc для любого x ∈ X, (6)

где xc ∈ X — произвольная предельная точка (x0+τc) ↓X, τ →∞. Такая
предельная точка xc существует, поскольку X — замкнутое и ограничен-
ное множество по предположению. Является ли такая точка единствен-
ной, вопрос открытый. Из (6) следует, что

(X)c > cxc > max
x∈X

cx = (X)c ,

что доказывает теорему. Теорема 1 доказана.
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Чтобы увязать эту теорему с задачами выпуклой оптимизации, до-
статочно вспомнить, что для конечной выпуклой функции f(·) и огра-
ниченного замкнутого выпуклого X ⊂ E

min
x∈X

f(x) = min
x∈X,

f(x)−ξ60

ξ = − max
x∈X,

f(x)−ξ60

(−ξ) = −(X)p, (7)

где X = {x = (x, ξ) | x ∈ X, f(x)− ξ 6 0} и p = (0,−1). Для математиче-
ской корректности в применении теоремы 1 к множеству X необходимо
гарантировать ограниченность X. В данном случае это, в общем-то, фор-
мальное требование может быть легко удовлетворено добавлением про-
извольной верхней границы f̄ > inf

x∈X
f(x) для ξ. Для этой цели подойдёт,

например, любое x0 ∈ X, которое тривиальным образом предоставит
искомую верхнюю границу f̄ = f(x0).

В заключение остаётся заметить, что неравенство (5) предоставляет
оценку точности для приближённого значения опорной функции (X)c
для конечного τ > 0 и, следовательно, даёт оценку точности решения
оптимизационной проблемы (7).

3. Проективные задачи и регуляризированная оптимизация

опорных функций

В этом разделе рассмотрим преобразование проекционной задачи

(x0 + τc) ↓X = argmin
x∈X

‖x− x0 − τc‖2, (8)

которая, как показано в разд. 2, аппроксимирует опорную функцию (X)c.
Проблема (8) представляет собой задачу квадратичного программирова-
ния с ограничениями, которые зависят от способа задания множества X
и могут существенно усложнить её решение.

Так как

(x0 + τc) ↓X = (0+ x0 + τc) ↓X = 0 ↓ (X − x0 − τc) + x0 + τc, (9)

задача (8), по сути дела, сводится к проблеме нахождения вектора наи-
меньшей длины 0 ↓ (X −x0− τc) = 0 ↓Z, где можно игнорировать в дан-
ный момент подробности определения множества Z.

По ряду причин полезно преобразовать её в другую задачу, напо-
минающую использование точных штрафных функций (см., например,
работу [6] и ссылки в ней) для решения задач условной оптимизации,
но на самом деле существенно от них отличающуюся.

Теорема 2. Пусть Z — замкнутое ограниченное выпуклое множество.

Тогда

min
z∈Z

1

2
‖z‖2 = 1

2
‖0 ↓Z‖2 = −min

z

ß
1

2
‖z‖2 + (Z)z

™
. (10)
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Доказательство. Напомним определения индикаторной функции:

IndX(z) =

®
0, если z ∈ Z,

∞ иначе,
(11)

а также оператора сопряжения, который преобразует выпуклую функ-
цию f в сопряжённую функцию f∗:

f∗(g) = sup
z
{gz − f(z)}.

Применяя сопряжение к индикаторной функции и используя теорию
двойственности, получаем известные соотношения

(IndZ(z))
∗
g = (Z)g , ((Z)g)

∗
z = IndZ(z),

следовательно,

IndZ(x) = sup
g
{xg − (Z)g} = sup

g
{xg − sup

x′∈Z
x′g}

= sup
g

inf
x′∈Z
{xg − x′g} = sup

g
inf
x′∈Z

g(x − x′).

Тогда

min
z∈Z

1

2
‖z‖2 = min

z

ß
1

2
‖z‖2 + IndZ(z)

™

= min
z

ß
1

2
‖z‖2 + sup

g
inf
z′∈Z

g(z − z′)
™
= min

z
sup
g

inf
z′∈Z

ß
1

2
‖z‖2 + g(z − z′)

™

= sup
g

inf
z

min
z′∈Z

ß
1

2
‖z‖2 + g(z − z′)

™
= sup

g
min
z′∈Z

ß
− gz′ +min

z
{1
2
‖z‖2 + gz}

™

= sup
g

min
z′∈Z

ß
− gz′ − 1

2
‖g‖2
™
= sup

g

ß
− sup

z′∈Z
{gz′ − 1

2
‖g‖2}

™

= −min
g

ß
1

2
‖g‖2 + sup

z′∈Z
(gz′)

™
= −min

g

ß
1

2
‖g‖2 + (Z)g

™
.

что совпадает с (10) с точностью до обозначения переменных. Теорема 2
доказана.

Заключение

Диаграмма на рис. 1 наглядным образом демонстрирует соотноше-
ния между различными оптимизационными задачами, рассмотренными
в этой заметке.

Стрелка, ведущая от задачи A к задаче B, означает, что решение B
может быть точно получено решением A. Двусторонняя стрелка обозна-
чает эквивалентность, т. е. решение одной из задач может быть также
точно получено из решения другой. Односторонняя штриховая стрелка
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Кратчайший вектор
min
z∈Z

‖z‖2
Регуляризация

min
z

{
1

2
‖z‖2 + (Z)

z

}

Опорная функция
(Z)

x

Выпуклая оптимизация
min
z∈Z

f(z)

Рис. 1. Соотношения эквивалентности

означает, что задача вычисления опорной функции может быть аппрок-
симирована задачей вычисления вектора минимальной длины. Очевид-
но, что этот небольшой граф связный и решение любой из этих задач
может быть сведено или, по крайней мере, аппроксимировано с любой
точностью решением произвольной иной задачи, возможно, с использо-
ванием других промежуточных формулировок.

Особый интерес представляют новые алгоритмические возможности
для использования операций проекции для решения оптимизационных
задач. Проекционные операторы обладают рядом полезных свойств, та-
ких как однозначность, непрерывность, нерасширяемость, что демон-
стрируется множеством работ по их использованию для решения мно-
гочисленных задач. Масштаб этих работ можно оценить по так и не пре-
взойдённому обзору [7]. Вместе с тем всё ещё дискутируется их вычис-
лительная эффективность [8–10], что представляет определённый вызов
для энтузиастов проекционных подходов.
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Аннотация. Работа продолжает исследования автора по пробле-
ме отыскания равновесия в экономических моделях обмена. Для
модели Фишера ранее было известно предложенное Гейлом и Ай-
зенбергом сведе́ние проблемы равновесия к некоторой оптимизаци-
онной задаче. Однако конечных алгоритмов на этом пути получено
не было. Автором был предложен оригинальный подход полиэд-
ральной комплементарности, сводящий проблему равновесия к оп-
тимизационной задаче иного типа, что дало возможность разра-
ботать простые конечные алгоритмы отыскания равновесных цен.
Полученные две оптимизационные задачи принципиально отлич-
ны, и не известно сведе́ния одной к другой. Однако сравнительно
недавно с использованием специальной схемы двойственности бы-
ла показана эквивалентность соответствующих двойственных за-
дач. В данной работе излагается общая схема двойственности для
выпуклых задач оптимизации, объясняющая природу двойственно-
сти, и на её основе установлена эквивалентность двух упомянутых
оптимизационных задач для отыскания равновесия в модели Фи-
шера. Ил. 1, библиогр. 17.

Ключевые слова: модель обмена, экономическое равновесие, оп-
тимизационная задача, симплекс, комплементарность, двойствен-
ность.

Введение

Для общего случая линейной модели обмена [1] первый конечный ал-
горитм был предложен Ивесом [2], который свёл проблему к задаче ли-
нейной комплементарности. Предложенный автором настоящей работы

Исследование выполнено в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект
№ FWNF–2022–0019).
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подход полиэдральной комплементарности [3] базируется на принципи-
ально отличной идее. Был предложен новый инструмент анализа про-
блемы, оформившийся впоследствии в виде задачи полиэдральной ком-
плементарности. Подход не имеет аналогов и позволил получить легко
реализуемые конечные алгоритмы не только для общей линейной модели
обмена [4], но и для более сложных моделей [5]. Наиболее простые алго-
ритмы получаются для модели с фиксированными бюджетами, извест-
ной как модель Фишера [6]. Айзенберг и Гейл получили первое сведе́ние
проблемы равновесия в этой модели к некоторой оптимизационной зада-
че [7]. Этот результат был использован многими авторами для исследо-
вания алгоритмической стороны вопроса. Некоторый обзор по этой теме
можно найти в [8]. Задача Гейла — Айзенберга имеет линейные ограни-
чения, но несмотря на это конечных алгоритмов на этом пути получено
не было.

Подход полиэдральной комплементарности даёт альтернативный ва-
риант оптимизационной задачи для проблемы Фишера [3, 9]. Предложен-
ное сведе́ние также было использовано для получения итеративных ал-
горитмов как для простейшего варианта модели Фишера, так и в случае
наличия дополнительных ограничений на закупки [10]. Однако главное
преимущество этого подхода в том, что он даёт конечные алгоритмы,
базирующиеся на простой конструкции транспортной задачи.

Кроме этого чисто практического результата, подход привёл к анали-
зу вопросов качественного характера. Проблема равновесия в общей мо-
дели обмена была сведена к задаче о неподвижной точке кусочно посто-
янных точечно-множественных отображений симплекса цен в себя. Ока-
залось, что для общей модели обмена отображения локально обладают
особым свойством монотонности, характерным для задач линейной ком-
плементарности с положительными главными минорами матрицы огра-
ничений (класс Р). Это было использовано для разработки конечного
алгоритма. Особый класс отображений характеризует модель Фишера —
это регулярные отображения. Потенциальность таких отображений поз-
волила свести проблему к оптимизационной задаче.

Подходы Гейла — Айзенберга и полиэдральной комплементарности
внешне абсолютно не схожи, и долгое время считалось, что эти под-
ходы никак не связаны между собой. До настоящего времени не уста-
новлена эквивалентность предложенных двух оптимизационных задач,
но в [11, 12] была показана связь соответствующих двойственных задач.

В настоящей работе рассматривается схема двойственности, обобща-
ющая классическую схему с функцией Лагранжа. По мнению автора
этот взгляд на природу двойственности представляет самостоятельный
интерес безотносительно к рассматриваемому вопросу о двух подходах
к модели Фишера. Идейно схема примыкает к предложенной в [13]. Эта
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схема позволяет для любой оптимизационной задачи предложить раз-
ные варианты двойственных задач. Показано, что в применении к моде-
ли Фишера из одной и той же задачи можно в качестве двойственных
получить как задачу Гейла — Айзенберга, так и задачу из подхода по-
лиэдральной комплементарности, вскрывая тем самым их внутреннюю
связь. По-видимому, это первый случай, когда не удаётся получить экви-
валентность двух задач непосредственно, но это оказалось возможным
при помощи соответствующих двойственных задач.

1. Модель Фишера

Изложению основных результатов предпошлём краткое описание мо-
дели Фишера. Модель Фишера — это частный случай модели обмена, ко-
гда бюджеты участников фиксированы. Пусть в модели m участников.
Каждый участник i ∈ I = {1, . . . ,m} располагает некоторой суммой де-
нег (бюджетом) λi. На эти деньги участник закупает товары, имеющиеся
на рынке в заданных количествах. Пусть на рынке имеется n товаров
и каждого товара j ∈ J = {1, . . . , n} ровно одна единица. Пусть свой
вектор закупок xi ∈ Rn

+ участник i выбирает, стараясь максимизировать
свою функцию предпочтения (ci, xi). При заданном векторе цен p ∈ Rn

+

задача участника i имеет вид

(ci, xi)→ max (1)

при условиях
(p, xi) 6 λi, (2)

xi > 0. (3)

Требуется найти такой равновесный вектор цен p̃, при котором среди
оптимальных решений задач участников найдутся векторы x̃ i(p̃), удо-
влетворяющие условиям баланса товаров:

∑

i∈I
x̃ i
j (p̃) = 1, j ∈ J,

где x̃ i
j (p̃)— компоненты вектора x̃ i(p̃). Ясно, что для векторов x̃ i(p̃)

неравенства (2) должны выполняться как равенства.
Из приведённого условия баланса товаров следует, что

∑

i∈I
λi =

∑

j∈J
pj. (4)

Будем считать, что
∑
i∈I

λi = 1, следовательно, вектор цен p принадлежит

единичному симплексу

σ =
{
p ∈ Rn

+ |
∑

j∈J
pj = 1

}
.
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Для этой модели было предложено два разных подхода. Исторически
первым был подход Гейла — Айзенберга. Он состоял в том, что модели
сопоставлялась оптимизационная задача следующего вида.

Задача Гейла — Айзенберга:
∑

i∈I
λi ln

∑

j∈J
cijx

i
j → max

при условиях
∑

i∈I
xij = 1, j ∈ J, (5)

xij > 0, (i, j) ∈ I × J,
где cij, x

i
j — компоненты векторов ci, xi.

Очень просто показывается, что равновесные цены модели задаются
оптимальными значениями множителями Лагранжа для уравнений (5).

Второй подход к отысканию равновесия в модели Фишера был разра-
ботан В. И. Шмырёвым [6]. Предложенный алгоритм возник как реализа-
ция общего подхода [3] применительно к данному случаю. Порождающей
задачей является параметрическая транспортная задача

∑

i∈I

∑

j∈J
zij ln c

i
j → max (6)

при следующих ограничениях:
∑

j∈J
zij = λi, i ∈ I,

∑

i∈I
zij = pj, j ∈ J,

zij > 0, (i, j) ∈ I × J.
Параметрами задачи являются цены pj. Уравнения этой задачи пред-
ставляют собой финансовые балансы для участников и товаров. Пере-
менные zij вводятся равенствами zij = pjx

i
j.

Это классическая транспортная задача. В предположении (4) её мно-
жество допустимых решений непусто, и она разрешима при любом век-
торе цен p ∈ σ. Будем считать, что выполняется условие двойственной
невырожденности и, следовательно, решение всегда единственно.

Пусть f(p)— функция, задающая оптимальное значение целевой фун-
кции (6). С ней можно связать две функции, позволяющие свести про-
блему равновесия к двум оптимизационным задачам на симплексе цен.

Первая из функций имеет вид ϕ(p) = h(p) − f(p), где h(p) = (p, ln p)
для p ∈ σ◦ и h(p) = 0 на границе симплекса. Здесь ln p— это вектор
с компонентами ln pj. Функция ϕ(p) = h(p) − f(p) строго выпуклая и,
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следовательно, имеет на σ единственную точку минимума, которая ввиду
свойств функции h принадлежит σ◦.

Задача в подходе полиэдральной комплементарности:

ϕ(p) = h(p)− f(p)→ min
p∈σ

.

Вторая из упомянутых функций связана с функцией f∗, сопряжён-
ной к f [17], и задаётся формулой ψ(q) = f∗(ln q), q ∈ σ◦. Заметим,
что рассматриваемая функция f вогнутая. Для произвольной вогнутой
функции g сопряжённая функция g∗ определяется равенством g∗(y) =
inf
x
{(y, x)− g(x)}. Функции ϕ(p) и ψ(q) связаны неравенством

ϕ(p) > ψ(q), p, q ∈ σ◦.
Равенство в этом неравенстве достигается, только если p = q [14].

Результатом рассмотрений автора [6] (см. также [14]) является

Теорема 1. Равновесный вектор цен модели Фишера задаётся точкой

максимума функции ψ(q) и точкой минимума функции ϕ(p).

Таким образом, для функций ϕ(p) и ψ(q) имеет место картина двой-
ственности, как в линейном программировании, и вместо минимизации
функции ϕ(p) можно максимизировать функцию ψ(q). Для этой функ-
ции в работе автора [14] получено явное задание.

Целью рассмотрений этой работы является доказательство эквива-
лентности задачи Гейла — Айзенберга и задачи из подхода полиэдраль-
ной комплементарности, что достигается путём использования излагае-
мой ниже общей схемы двойственности.

2. Обобщённая двойственность

Под задачей выпуклой оптимизации будем понимать задачу вида

f(x)→ max
x∈X

,

где f — некоторая вогнутая функция, а X — выпуклое замкнутое мно-
жество в Rn. Предполагается, что точка безусловного максимума функ-
ции f не принадлежит множеству X, а f дифференцируема.

В математическом программировании множество X задаётся систе-
мой неравенств типа fi(x) 6 0 с выпуклыми функциями fi. Классическая
схема получения двойственной задачи базируется на рассмотрении функ-
ции Лагранжа. С краткой предысторией развития идей двойственности
можно познакомиться в [13]. Следовало бы лишь упомянуть об ориги-
нальном использовании функции Лагранжа для получения двойствен-
ной задачи в квадратичном программировании [15].
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В линейном программировании используется более простая схема: пу-
тём суммирования условий задачи, умноженных на подходящие множи-
тели, требуется получить самую хорошую оценку на целевую функцию —
снизу в случае минимизации или сверху в случае максимизации (см. [16]).

Эти подходы являются частными случаями более общей схемы, ко-
торая состоит в следующем. Рассматривается параметризованное семей-
ство выпуклых множеств Xα, α ∈ A, являющихся расширениями мно-
жества X: Xα ) X, α ∈ A. Предполагается, что пересечение всех этих
множеств совпадает с множеством X:

⋂

α∈A
Xα = X.

Для каждого α ∈ A рассматривается вспомогательная задача максими-
зации функции f на множестве Xα:

f(x)→ max
x∈Xα

. (7)

Вводится множество D тех α, для которых эта задача разрешима и

max
x∈Xα

f(x) < sup f(x).

Предполагается, что множество D непусто и выпукло.
Вводится функция ϕ(α), задающая значение функции f на оптималь-

ном векторе xα введённой вспомогательной задачи. Полагаем ϕ(α) = +∞
для α /∈ D.Функция ϕ(α) предполагается непрерывной и квазивыпуклой
на D:

ϕ((1 − t)α1 + tα2) 6 max{ϕ(α1), ϕ(α2)}, α1, α2 ∈ A, t ∈ (0, 1), (8)

и это неравенство строгое, если ϕ(α1) 6= ϕ(α2). Квазивыпуклость функ-
ции ϕ(α) обеспечивает отсутствие локальных минимумов.

В качестве двойственной задачи вводится задача вида

ϕ(α)→ min
α∈D

. (9)

Легко видеть, что ввиду того, что X ⊂ Xα при всех α ∈ D, имеем
неравенство двойственности

f(x) 6 ϕ(α), x ∈ X, α ∈ D. (10)

Если это неравенство для некоторых x∗ ∈ X, α∗ ∈ D обращается в ра-
венство, то очевидно, что x∗ решает исходную задачу, а α∗ решает двой-
ственную, тем самым обе задачи разрешимы и оптимальные значения их
целевых функций совпадают:

max
x∈X

f(x) = min
α∈D

ϕ(α).
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X

Xα

xα
f(x) ≥ c

Рис. 1. Общая схема двойственности

В этом случае будем говорить, что имеет место равенство двойственно-

сти.
Несложно сформулировать достаточное условие для справедливости

этого равенства.

Теорема 2. При сделанных предположениях о семействе A для спра-

ведливости равенства двойственности достаточно, чтобы любая гипер-

плоскость, опорная к множеству X, была опорной и к некоторому мно-

жеству из семейства A.

Доказательство. Пусть x∗ ∈ X решает исходную задачу и Q—
множество более предпочтительных точек: Q = {x | f(x) > f(x∗)}.
Это открытое выпуклое множество. В силу известных теорем выпук-
лого анализа существует гиперплоскость H с нормалью ∇f(x∗), разде-
ляющая множества X и Q. Эта плоскость будет опорной к множеству X:
(∇f(x∗), x−x∗) 6 0 при всех x ∈ X. Если в семействе A найдётся множе-
ство Xα∗ , для которого гиперплоскость H также будет опорной, то из то-
го, что x∗ ∈ X ⊂ Xα∗ , следует оптимальность x∗ в соответствующей
вспомогательной задаче и будет выполняться равенство двойственности:
ϕ(α∗) = f(x∗).

Так же просто показывается, что разрешимость двойственной зада-
чи влечёт разрешимость исходной и выполнение требуемого равенства.
Для этого достаточно заметить, что если некоторая точка x̂ не принад-
лежит множеству X, то найдётся гиперплоскость, опорная к X и строго
отделяющая x̂ от X. Кроме того, из условия теоремы вытекает, что най-
дётся множество Xα, обладающее тем же свойством отделимости. Таким
образом, если α∗ решает двойственную задачу и x∗ — соответствующее
решение вспомогательной задачи на Xα∗ , то x∗ ∈ X и x∗ — решение ис-
ходной задачи. Теорема 2 доказана.

Изложенная схема введения двойственной задачи идейно повторяет
схему, рассмотренную в [13]. Отличие состоит лишь в том, что каждое
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множество Xα предполагается заданным посредством некоторой функ-
ции g через неравенство g(x) 6 0. Семейство рассматриваемых множеств
порождается некоторым семейством G таких функций. Рассмотрим этот
случай более подробно.

Множество G естественно предполагается выпуклым конусом. Пусть,
как и выше, x∗ ∈ X — оптимальное решение исходной задачи и G(x∗) =
{g ∈ G | g(x∗) = 0}. Точка x∗ будет граничной для каждого из мно-
жеств Xα, порождаемого функциями g ∈ G(x∗). Пусть Z — конус нор-
малей гиперплоскостей, опорных к этим множествам в точке x∗. Ясно,
что Z — выпуклый конус ввиду выпуклости множества G. Аналогично
является выпуклым конусом и множество V нормалей гиперплоскостей,
опорных в точке x∗ к множеству X. Ввиду того, что X ⊂ Xα, имеем
Z ⊆ V, и равенство двойственности выполнено, если Z = V. Тогда из то-
го, что ∇f(x∗) ∈ V, следует ∇f(x∗) ∈ Z. Это означает, что найдётся
функция g ∈ G(x∗), порождающая множество Xα∗ , для которого точ-
ка x∗ будет также оптимальной.

Стандартный подход к задаче выпуклого программирования.

Традиционная схема введения двойственных задач для задач выпукло-
го программирования базируется на рассмотрении функции Лагранжа.
Легко видеть, что, применяя рассматриваемую схему, мы получим преж-
ние конструкции.

Рассмотрим задачу выпуклого программирования с системой ограни-
чений fi(x) 6 0, i ∈ I = {1, . . . ,m}. Функции fi предполагаются диф-
ференцируемыми. Кроме того, пусть выполнено условие регулярности
(условие Слейтера): существует точка x, для которой все неравенства за-
дачи выполняются как строгие. Вводя неотрицательные множители αi,
можно принять A = Rm

+ и в качестве семейства G рассматривать функ-
ции g =

∑
αifi. Имеем Xα =

{
x | ∑

i∈I
αifi(x) 6 0

}
. Пусть x∗ — оптималь-

ное решение задачи. При условии регулярности конус V будет кониче-
ской оболочкой градиентов ∇fi(x∗) при i ∈ I(x∗) = {i ∈ I | fi(x∗) = 0}.
Для образования конуса Z нужно рассматривать нормали функций g та-
ких, что g(x∗) = 0. Ввиду условия αi > 0 это приводит к рассмотрению
в формуле для g лишь функций fi при i ∈ I(x∗). Таким образом, конус Z
будет конической оболочкой тех же градиентов, что и конус V. Равенство
двойственности будет выполняться.

Блочный подход к задаче выпуклого программирования. До-
пустим, что множество ограничений задачи разбито на r групп (блоков).
Это соответствует разбиению множества I на подмножества I1, . . . , Ir.
Для каждого подмножества Ik будем рассматривать всевозможные ли-
нейные комбинации с неотрицательными коэффициентами соответству-
ющих функций, получая таким образом функции f̂k. Семейство этих
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функций принимаем в качестве множества G, порождающего семейство
множеств Xα, α ∈ A. Теперь для образования конуса Z следует обра-
зовать коническую оболочку градиентов ∇f̂k(x∗) при k ∈ “G(x∗) = {s |
f̂s(x

∗) = 0}. Поскольку функции f̂k являются линейными комбинация-
ми с неотрицательными коэффициентами функций fi соответствующего
блока и f̂k(x

∗) = 0 лишь при fi(x
∗) = 0 для всех i ∈ Ik, конус Z пред-

ставляет собой коническую оболочку градиентов ∇fi(x∗) при i ∈ I(x∗),
т. е. совпадает с конусом V.

Таким образом, равенство двойственности при таком получении двой-
ственной задачи остаётся в силе.

Основной результат данной работы состоит в применении изложенной
схемы двойственности к модели Фишера. Показано, как из одной и той
же задачи, меняя семейство A, можно получить как задачу из подхода
полиэдральной комплементарности, так и оптимизационную задачу Гей-
ла — Айзенберга. При этом в последнем случае используется изложенный
блочный вариант.

3. Иллюстративный пример

Изложенная схема двойственности позволяет для любой конкретной
оптимизационной задачи получать разные варианты двойственной зада-
чи, меняя используемое семейство множеств Xα. Проиллюстрируем это
на примере задачи линейного программирования. В качестве конкретно-
го иллюстративного примера рассмотрим задачу

f(x) = 3x1 + 2x2 → min,

x1 + x2 > 1,

x1 − x2 > 2,

x1 > 3.

Эта задача на минимум, что вносит очевидные коррективы в предыду-
щие рассмотрения. Оптимальным решением является x∗ = (3,−2).

Стандартный вариант двойственной задачи.

α1 + 2α2 + 3α3 → max,

α1 + α2 + α3 = 3,

α1 − α2 = 2,

α1, α2, α3 > 0.

Эта задача получается из общей схемы, если принять A = R3
+ и множе-

ства Xα описывать неравенствами, полученными суммированием нера-
венств задачи, умноженных на соответствующие коэффициенты αi. Ре-
шением двойственной задачи является вектор α∗ = (2, 0, 1) и ϕ(α∗) = 5.
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Блочный подход к получению двойственной задачи. Разделим
ограничения задачи на два блока: первое неравенство отнесём в первый
блок, а второе и третье — во второй. Имеем I1 = {1}, I2 = {2, 3}. Вводим
неотрицательные множители: α1 для первого блока и α2, α3 для второго
блока. Получаем два ограничения во вспомогательной задаче:

α1x1 + α1x2 > α1,

(α2 + α3)x1 − α2x2 > 2α2 + 3α3.

На αi в каждом блоке нужно наложить дополнительно некоторые усло-
вия нормировки. Примем α1 = 1, временно откладывая вопрос о норми-
ровке во втором блоке. Вспомогательная задача принимает вид

3x1 + 2x2 → min,

x1 + x2 > 1,

(α2 + α3)x1 − α2x2 > 2α2 + 3α3.

Здесь α2, α3 являются параметрами задачи. Несложные выкладки поз-
воляют получить её решение как функции этих параметров:

x∗1 =
3α2 + 3α3

2α2 + α3
, x∗2 =

−α2 − 2α3

2α2 + α3
.

Примем в качестве условия нормировки во втором блоке равенство 3α2+
α3 = 1. Получаем

x∗1 = 3α2 + 3α3, x∗2 = −α2 − 2α3.

Для значения целевой функции 3x∗1+2x∗2 имеем 3x∗1 +2(1−x∗1) = x∗1 +2.
Таким образом, ϕ(α) = 2 + 3α2 + 3α3.

В итоге двойственная задача принимает вид

2 + 3α2 + 3α3 → max,

2α2 + α3 = 1,

α2, α3 > 0.

Её решение: α∗
2 = 0, α∗

3 = 1 и ϕ(α∗) = 5. Легко убедиться, что полученная
двойственная задача эквивалентна классическому варианту.

4. Связь двух подходов к модели Фишера

Вернёмся к рассмотрению главного вопроса о связи подходов Гейла —
Айзенберга и полиэдральной комплементарности.

Теорема 3. Задача Гейла — Айзенберга и задача минимизации функ-

ции ϕ(p) в подходе полиэдральной комплементарности двойственны од-

ной и той же задаче — задаче максимизации функции ψ(q) и порождают-

ся двумя разными семействами расширений допустимого множества X.



Связь двух подходов к модели Фишера 101

Доказательство. Для функции ψ(q) в [14] приводится явное зада-
ние в виде следующей формулы:

ψ(q) = −
∑

i∈I
λimax

j∈J
ln
cij
qj
. (11)

I. Задача минимизации функции ϕ(p). Покажем, что задача ми-
нимизации функции ϕ(p) получается при применении стандартного под-
хода для получения двойственной задачи к задаче максимизации функ-
ции ψ(q). Тем самым будет показано, что имеет место аналог известного
факта из линейного программирования: задача, двойственная к двой-
ственной, совпадает с исходной задачей.

Несложно убедиться, что задача максимизации ψ(q) ввиду положи-
тельности λi эквивалентна задаче

ψ̃(q, u) =
∑

i∈I
λiui → min

q,u
(12)

при условиях
q ∈ σ◦,

ui > ln
cij
qj
, (i, j) ∈ I × J, (13)

т. е.
ui > ln cij − ln qj, (i, j) ∈ I × J. (14)

Применим к этой задаче стандартный подход к образованию двойствен-
ной задачи. Домножив неравенства (14) на неотрицательные множители
zij и сложив их, получим неравенство

∑

i∈I
ui
∑

j∈J
zij >

∑

i∈I

∑

j∈J
zij ln c

i
j −

∑

j∈J
ln qj

∑

i∈I
zij . (15)

Это неравенство вместе с требованием q ∈ σ◦ задаёт множество Xα. Роль
параметров αi выполняют множители zij . На этом множестве нужно вы-
полнить оптимизацию (12). Легко показать, что эта задача будет разре-
шимой лишь при условии, что все коэффициенты при неизвестных ui
в неравенстве (15) пропорциональны коэффициентам λi. В противном
случае будет inf

∑
i∈I

λiui = −∞. Таким образом, при некотором t > 0

должно выполняться условие
∑

j∈J
zij = tλi, i ∈ I.

С другой стороны, множество Xα не изменится при пропорциональном
изменении множителей zij , поэтому здесь можно считать t = 1. В итоге
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получаем такую систему условий:
∑

j∈J
zij = λi, i ∈ I. (16)

Эти уравнения задают множество D, о котором говорилось ранее при
описании общей схемы. В результате неравенство (15) принимает вид

∑

i∈I
λiui >

∑

i∈I

∑

j∈J
zij ln c

i
j −

∑

j∈J
ln qj

∑

i∈I
zij .

Левая часть этого неравенства совпадает с минимизируемой функцией,
а правая задаёт оценку снизу, которая зависит от q ∈ σ◦. Оптимальное
значение функции будет совпадать с этой оценкой, когда оценка мини-
мальна при вариации точки q ∈ σ◦. В результате приходим к задаче

∑

i∈I

∑

j∈J
zij ln c

i
j −

∑

j∈J
ln qj

∑

i∈I
zij → min

q∈σ◦
. (17)

Введём вспомогательные переменные pj формулой

pj =
∑

i∈I
zij .

Имеем ∑

j∈J
pj =

∑

j∈J

∑

i∈I
zij =

∑

i∈I

∑

j∈J
zij =

∑

i∈I
λi = 1.

Таким образом, p ∈ σ.
Минимизируемая функция в задаче (17) принимает вид

∑

i∈I

∑

j∈J
zij ln c

i
j − (p, ln q)→ min

q∈σ◦
. (18)

Известно, что
(p, ln p) > (p, ln q), p, q ∈ σ◦.

В результате оптимальное значение в задаче (17) таково:
∑

i∈I

∑

j∈J
zij ln c

i
j − (p, ln p).

Мы получили оптимальное значение во вспомогательной задаче оп-
тимизации исходной функции на множестве Xα, т. е. значение функции
ϕ(α). Отметим, что здесь вектор p зависит от переменных zij . Двойствен-
ная задача состоит в максимизации полученного значения при изменении
параметров α, в данном случае — множителей zij. Введём функцию f(p),
которая задаёт оптимальное значение в задаче

∑

i∈I

∑

j∈J
zij ln c

i
j → max,
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∑

j∈J
zij = λi, i ∈ I,

∑

i∈I
zij = pj, j ∈ J,

zij > 0, (i, j) ∈ I × J.
В итоге двойственная задача принимает вид

h(p)− f(p)→ min
p∈σ

,

где h(p) = (p, ln p) для p ∈ σ◦ и h(p) = 0 на границе симплекса σ. Это
задача, лежащая в основе подхода полиэдральной комплементарности
к модели Фишера.

II. Задача Гейла — Айзенберга. Вернёмся к задаче максимизации
функции ψ(q) и покажем, как из неё при ином выборе семейства выпук-
лых множеств Xα, α ∈ A, в качестве двойственной получается задача
Гейла — Айзенберга.

Используя монотонность функции ln, перейдём к эквивалентной фор-
муле для ψ(q):

ψ(q) = −
∑

i∈I
λi lnmax

j∈J

cij
qj
. (19)

Задача максимизации этой функции эквивалентна следующей:

ψ̃(q, u) =
∑

i∈I
λi lnui → min

q,u
(20)

при условиях
q ∈ σ◦,

ui > λi
cij
qj
, (i, j) ∈ I × J, (21)

т. е.
uiqj > λic

i
j, (i, j) ∈ I × J. (22)

Для получения двойственной задачи вводим множители xij > 0. Они вы-
полняют роль параметров αi в общей схеме, описанной ранее. Исполь-
зуем блочный вариант схемы. Домножим на эти множители неравен-
ства (22) и просуммируем по j в каждой группе при фиксированном i.
Получим систему неравенств

ui(q, x
i) > λi(c

i, xi), i ∈ I, (23)

где xi = (xi1, . . . , xin). Эти неравенства вместе с требованием
∑

j∈J
qj = 1 (24)
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и q > 0 задают множество Xα, на котором следует рассматривать вспо-
могательную задачу минимизации функции ψ̃(q, u). Получающееся оп-
тимальное значение задаст оценку снизу в задаче (20). Двойственная за-
дача будет заключаться в максимизации такой оценки путём изменения
множителей xij .

Условие (23) не изменится, если домножить вектор xI на положитель-
ный множитель. Можно наложить дополнительное условие, исключаю-
щее такую возможность. В качестве таких условий принимаем равенства

(q, xi) = λi, i ∈ I. (25)

Тогда из (23) следует, что

ui > (cI , xi), i ∈ I.

Функция ln возрастающая, и минимизация по ui функции ψ̃(q, u) во вспо-
могательной задаче даст оптимальное значение:

∑
i∈I

λi ln(c
I , xi). Его нуж-

но максимизировать в двойственной задаче, меняя xi. На xi имеем огра-
ничение (25), зависящее от q. Покажем, как можно избавиться от пере-
менных q. Добавим систему уравнений

∑

i∈I
xij = 1, j ∈ J. (26)

Домножая обе части равенства на qj и суммируя, получим (24). Таким
образом, это условие на q можно отбросить, заменив его системой (26).
Остаются условия (25) и q > 0. Если отбросить и их, в качестве двой-
ственной задачи получаем в точности задачу Гейла — Айзенберга. Как
известно, в результате её решения получаются оптимальные xi и вектор
равновесных цен q > 0, для которых условия (25) выполняются. Таким
образом, искомая двойственная задача совпадает с задачей Гейла — Ай-
зенберга. Теорема 3 доказана.

Заключение

Проведённые исследования позволяют прояснить связь двух разных
подходов к отысканию равновесных цен в экономической модели обмена
с фиксированными бюджетами (модель Фишера) — подхода Гейла — Ай-
зенберга и предложенного автором подхода полиэдральной комплемен-
тарности. Изучается природа двойственности для выпуклых задач опти-
мизации. Для задач выпуклого программирования предлагаемый подход
к получению двойственной задачи отличается от обычно рассматривае-
мых схем на основе функции Лагранжа.
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Abstract. The article continues the author’s research on the problem
of finding equilibrium in economic exchange models. For the Fisher
model, it was previously known that the equilibrium problem can be
reduced to some optimization problem. This result was obtained by
Gale and Eisenberg, while the final algorithms on this way were not
found. The author proposed the original polyhedral complementarity
approach, which generated an optimization problem of a different type.
This approach made possible the development of finite algorithms for
finding the equilibrium. So far, the equivalence of these two optimiza-
tion problems has not been shown. However, it turned out that the dual
problems obtained in a special way are equivalent. In this paper, a gen-
eral scheme of duality for convex optimization problems is proposed.
This scheme allows us to clarify the nature of duality and the relation-
ship between the Gale–Eisenberg and the polyhedral complementarity
approaches. Illustr. 1, bibliogr. 17.
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