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ОЦЕНКИ СЛОЖНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ КВАНТОВОГО
КРИПТОАНАЛИЗА ПОСТКВАНТОВЫХ КРИПТОСИСТЕМ,

ОСНОВАННЫХ НА РЕШЁТКАХ

А. О. Бахарев

Новосибирский гос. университет,
ул. Пирогова, 2, 630090 Новосибирск, Россия

E-mail: a.bakharev@g.nsu.ru

Аннотация. В силу развития квантовых вычислений возникает
необходимость в разработке и анализе криптосистем, устойчивых
к атакам с использованием квантового компьютера — алгоритмов
постквантовой криптографии. Стойкость многих известных пост-
квантовых криптосистем, основанных на теории решёток, базиру-
ется на сложности решения проблемы нахождения кратчайшего
вектора в решетке (SVP). В настоящей статье разработана и опи-
сана модель квантового оракула из алгоритма Гровера для реа-
лизации гибридного квантово-классического алгоритма на основе
GaussSieve, который может быть использован для атак на крипто-
системы, стойкость которых зависит от решения задачи SVP. По-
лучены выражения для верхних оценок числа кубитов и глубины
схемы двух реализаций предложенной модели квантового оракула:
минимизирующей число кубитов и минимизирующей глубину схе-
мы. Проанализирована сложность реализации предложенной моде-
ли квантового оракула для атаки на постквантовые криптосисте-
мы, основанные на решётках и являющиеся финалистами конкурса
постквантовой криптографии NIST. Табл. 6, ил. 12, библиогр. 34.

Ключевые слова: квантовый поиск, криптография с открытым
ключом, криптография на решётках, постквантовая криптография,
алгоритм Гровера, квантовые вычисления.

Введение

Квантовые вычисления — это быстроразвивающаяся область компью-
терных исследований, которая ставит под угрозу криптографическую

Исследование выполнено при поддержке Математического центра в Академго-
родке в рамках соглашения с Министерством науки и высшего образования России
(соглашение № 075–15–2022–282).

© А. О. Бахарев, 2023
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стойкость стандартов шифрования, используемых в настоящее время,
поэтому возникает необходимость в разработке и анализе криптосистем,
которые будут устойчивы к атакам с использованием квантового ком-
пьютера. Такие криптосистемы называются постквантовыми. Важными
направлениями анализа постквантовых криптосистем являются постро-
ение и исследование квантовых схем, которые могут быть использованы
для атак на данные криптосистемы. Ключевыми параметрами кванто-
вых схем являются число кубитов, число вентилей и глубина схемы. Из-
вестен ряд работ, в которых анализируется сложность реализации кван-
товых атак на симметричные криптосистемы, такие как действующий
стандарт шифрования РФ ГОСТ Р 34.12–2015 («Кузнечик» и «Маг-
ма») [1, 2], действующий стандарт шифрования США AES (Advanced
Encryption Standard) [3–6], предыдущий стандарт шифрования США
DES (Data Encryption Standard) [7, 8].

Для построения постквантовых криптосистем с открытым ключом ис-
пользуются математические объекты разной природы. Большинство за-
дач, на которых основывается стойкость постквантовых криптосистем,
являются частными случаями NP-трудных задач. Популярные подхо-
ды [9] основаны на использовании решёток, кодов, хеш-функций и мно-
гочленов от многих переменных. Однако нельзя утверждать, что крип-
тосистемы, построенные на этих подходах, полностью защищены от атак
с использованием квантового или обычного компьютера. Именно поэто-
му криптографическое сообщество тратит большое количество времени,
проводя криптоанализ различных криптосистем. Иногда эти исследова-
ния приводят к нахождению атаки, которая демонстрирует, что система
не защищена, или вынуждает увеличить размер ключей.

В 2016 г. Национальный институт стандартов и технологий США
(NIST), принимающий новые стандарты шифрования, объявил конкурс
Post-Quantum Cryptography Competition, по завершении которого будет
принят новый — квантово-устойчивый — стандарт асимметричного шиф-
рования. В первом раунде, начавшемся 30 ноября 2017 г., приняли уча-
стие 69 схем шифрования и цифровой подписи из разных стран. В финал
конкурса [10], который начался 22 июня 2020 г., прошли четыре схе-
мы шифрования, три из которых основаны на теории решёток и одна —
на кодах, исправляющих ошибки. Известен ряд работ, в которых иссле-
дуется сложность реализации квантовых схем, используемых при крип-
тоанализе постквантовых криптосистем [11, 12].

В настоящей работе для анализа были выбраны криптосистемы, осно-
ванные на решётках. Одной из задач в теории решёток является задача
нахождения кратчайшего вектора (shortest vector problem, SVP), кото-
рая заключается в нахождении ненулевого вектора наименьшей длины,
в решётке, заданной своим базисом. В общем случае задача SVP NP-



Оценки сложности реализации квантового криптоанализа 7

трудна [13]. Стойкость систем, основанных на решётках, в большинстве
случаев зависит от эффективности решения задачи SVP, так как боль-
шинство известных атак сводятся к решению этой проблемы. Известен
ряд алгоритмов, решающих данную задачу: GaussSieve [14], ListSieve-
Birthday [15], NV-Sieve [16], HashSieve [17], диаграммы Вороного [18],
Гауссова выборка [19], Triple sieve [20], Spherical LSF [21]. Перспектив-
ными являются разработка и анализ квантовых алгоритмов, которые
позволяют ускорить решение задачи SVP.

1. Основные определения и понятия

Пусть F2 — поле, состоящее из двух элементов, а F
n
2 — векторное про-

странство размерности n над полем F2. Весом wt(x) двоичного вектора
x ∈ F

n
2 называется число его ненулевых координат. Введём отношение

частичного порядка � на множестве F
n
2 следующим образом:

x � y ⇔ xi 6 yi для любого i ∈ 1, n, x, y ∈ F
n
2 .

Произвольная функция f : Fn
2 → F2 называется булевой функцией

от n переменных. Через ⊕ будем обозначать операцию сложения по моду-
лю 2, т. е. a⊕b = (a+b) mod 2. Любая булева функция f от n переменных
единственным образом представляется в виде

f(x1, . . . , xn) =

n⊕

k=1

⊕

i1,...,ik

ai1...ikxi1 . . . xik ⊕ a0,

где при каждом k все индексы i1, . . . , ik различны и a0, ai1...ik ∈ F2. Та-
кое представление называется полиномом Жегалкина, или алгебраиче-

ской нормальной формой функции f. Степенью булевой функции deg(f)
называется число переменных в самом длинном слагаемом АНФ буле-
вой функции f. Векторной булевой функцией называется произвольное
отображение F : Fn

2 → F
m
2 . Векторную булеву функцию F : Fn

2 → F
m
2 все-

гда можно представить в виде F (x) = (f1(x), . . . , fm(x)), где fj — булева
функция от n переменных. Функции fj называют координатными.

1.1. Решётки. Термин «решётка» встречается в различных обла-
стях математики: алгебре, геометрии, теории графов и др. В настоящей
работе используется

Определение 1. Пусть u1, . . . , ud ∈ R
n, d 6 n,— линейно независи-

мые векторы. Решёткой размерности d называется множество

Λ =

{
d∑

i=1

biui | bi ∈ Z

}
.

Линейно независимая система векторов, порождающая решётку, назы-
вается базисом решётки.
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Пусть p > 1— вещественное число. Тогда для вектора x = (x1, . . . , xn)
в R

n норма lp равна

‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

.

Определение 2. Задача нахождения кратчайшего вектора (SVP) —
найти в заданной своим базисом решётке ненулевой вектор, имеющий
наименьшую длину относительно нормы lp.

В данной работе рассматривается вариант задачи SVP в евклидовой
норме l2. Далее для удобства вместо ‖ · ‖2 будем писать ‖ · ‖. Перспек-
тивными являются разработка и анализ квантовых алгоритмов, которые
позволяют ускорить решение данной задачи.

В 2010 г. в [14] был предложен алгоритм GaussSieve — один из самых
эффективных классических алгоритмов, решающих задачу SVP.

Алгоритм 1. Алгоритм GaussSieve (Миччанчо, Вулгарис, 2010)

Вход: B — базис решётки
Выход: v — кратчайший вектор решётки
1: Инициализировать пустой неупорядоченный список L и пустой

стек S
2: repeat
3: Получить вектор v из стека (или сгенерировать новый)
4: while w← поиск{w ∈ L | ‖v ± w‖ 6 ‖v‖} do
5: Уменьшить v с помощью w (v ← v ± w)

6: while w← поиск{w ∈ L | ‖w ± v‖ 6 ‖w‖} do
7: Удалить w из списка L
8: Уменьшить w с помощью v (w← w ± v)
9: Добавить w в стек S

10: if v изменился then
11: Добавить v в стек S
12: else
13: Добавить v в список L
14: until v— кратчайший вектор
15: return вектор v

На вход алгоритма 1 поступает базис решётки, на основе которого
будут строиться новые векторы при условии пустого стека S. Функция
«поиск» перебирает векторы w в списке и проверяет их на одно из усло-
вий поиска:

‖v ±w‖ 6 ‖v‖ или ‖w ± v‖ 6 ‖w‖. (1)
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Если такой вектор существует, то функция возвращает его, иначе функ-
ция прерывает первый цикл, в котором находится. Авторами [14] пред-
ложено эвристическое условие остановки, основанное на численных экс-
периментах. Таким образом, алгоритм работает до тех пор, пока не сра-
ботает эвристическое условие остановки.

Так как длина списка L увеличивается экспоненциально с ростом раз-
мерности решётки, самой трудозатратной операцией данного алгоритма
является функция «поиск». В рамках предложенного в [22] подхода
ускорение достигается за счёт использования в функции «поиск» кван-
тового алгоритма поиска.

1.2. Задача поиска. Задача, решаемая в функции «поиск», назы-
вается задачей поиска. Предполагается, что есть неупорядоченный спи-
сок из K элементов, в котором как минимум один элемент удовлетворяет
некоторому условию. Требуется найти по крайней мере один такой эле-
мент. Другими словами, определена булева функция f, которая по но-
меру элемента (его двоичному представлению x) определяет, является
ли элемент подходящим. Если элемент подходящий, то f(x) = 1, ина-
че f(x) = 0. В такой постановке задача поиска сводится к нахождению
решения уравнения f(x) = 1.

В классическом варианте при условии, что решение одно, требует-
ся ∼ K/2 обращений к функции f для нахождения решения. Квантовый
алгоритм поиска элемента в неупорядоченном списке (алгоритм Грове-
ра [23]) решает данную задачу за ∼ π

4

√
K обращений к оракулу — кван-

товому аналогу функции f. О том, как булева функция моделируется
на квантовом компьютере, будет рассказано далее.

2. Квантовые вычисления

2.1. Кубит. Квантовый компьютер, в отличие от обычного, опериру-
ет квантовыми битами (кубитами [24]). Подобно классическому биту,
который может находиться в состоянии 0 или 1, кубит имеет возмож-
ные состояния |0〉 и |1〉. Здесь используется дираковское обозначение |·〉,
которое является стандартным обозначением состояния в квантовой ме-
ханике. Различие между битами и кубитами в том, что кубит может
находиться в состоянии, отличном от |0〉 или |1〉. Можно составить ли-

нейную комбинацию состояний (суперпозицию):

|ϕ〉 = α|0〉 + β|1〉.

Числа α и β комплексные, и |α|2+|β|2 = 1. Иначе говоря, состояние одно-
го кубита можно представить как единичный вектор из C

2. Однако мы
не можем измерить кубит, чтобы определить его квантовое состояние,
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т. е. значения α и β. Из квантовой механики следует, что при измере-
нии кубита мы получаем либо результат |0〉 с вероятностью |α|2, либо
результат |1〉 с вероятностью |β|2.

Подобно случаю одиночного кубита, система двух кубитов имеет че-
тыре состояния вычислительного базиса, обозначаемых как |00〉, |01〉,
|10〉 и |11〉, где для любых x, y ∈ F2 выполнено |xy〉 ≡ |x〉|y〉. Тогда век-
тор состояния, описывающий два кубита, имеет вид

|ϕ〉 = α00|00〉+ α01|01〉 + α10|10〉+ α11|11〉,
где |α00|2 + |α01|2 + |α10|2 + |α11|2 = 1. Систему с произвольным числом
кубитов описывает

Постулат 1. С каждой изолированной физической системой связы-
вается комплексное векторное пространство со скалярным произведе-
нием, которое называется пространством состояний системы. Система
полностью описывается вектором состояния, который представляет со-
бой единичный вектор в пространстве состояний системы.

Для квантовых схем будем применять обозначения, представленные
на рис. 1. В этих обозначениях временная ось направлена слева направо.

кубит

n кубитов
n

Рис. 1. Обозначения кубита и n кубитов

Постоянными будем называть кубиты, которые используются на про-
тяжении всей работы оракула, а временными — те, которые используют-
ся только во время проведения промежуточных операций.

2.2. Эволюция квантовомеханической системы. Изменение со-
стояния |ψ〉 квантовомеханической системы во времени описывает

Постулат 2. Эволюция замкнутой квантовой системы описывается
унитарным преобразованием. Другими словами, состояние |ψ〉 системы
в момент времени t1 связано с её состоянием |ψ′〉 в момент времени t2
посредством унитарного оператора U, зависящего только от моментов
времени t1 и t2:

|ψ′〉 = U |ψ〉. (2)

Пусть |ψ〉 = |x1, x2, . . . , xk〉 и |ψ′〉 = |y1, y2, . . . , yk〉. Тогда равенство (2)
можно переписать в обозначениях квантовых схем, как это показано
на рис. 2.

Базовое преобразование квантового компьютера будем называть вен-

тилем. Для того чтобы описать работу вентиля, достаточно указать
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|x1〉
|x2〉

|xk〉
. . . U . . .

|y1〉
|y2〉

|yk〉

Рис. 2. Квантовая схема равенства (2)

принцип работы данного вентиля на вычислительном базисе кубитов,
на которых он действует. В настоящей работе для построения всех опе-
раций и функций на квантовом компьютере используются базисные вен-
тили, представленные на рис. 3 (x, y, z ∈ F2).

|x〉 |x⊕ 1〉
|x〉
|y〉

|x〉
|x⊕ y〉

|x〉
|y〉
|z〉

|x〉
|y〉
|z ⊕ (x · y)〉

a) б) в)

Рис. 3. Используемые вентили: а) вентиль Паули-X (NOT);
б) вентиль CNOT; в) вентиль Тоффоли (CCNOT)

Обозначение процесса измерения кубита в квантовых схемах изобра-
жено на рис. 4. Здесь |ψ〉 = |0〉 с вероятностью |α|2 и |ψ〉 = |1〉 с вероят-
ностью |β|2.

α|0〉+ β|1〉 |ψ〉

Рис. 4. Измерение кубита

Пусть x ∈ F
n
2 , y ∈ F2 и Uf — квантовый аналог булевой функции f

от n переменных. Тогда действие Uf на кубитах |x〉 и |y〉
Uf |x〉|y〉 = |x〉|y ⊕ f(x)〉

моделируется схемой на рис. 5.

|x〉
|y〉

n

Uf

|x〉
|y ⊕ f(x)〉

Рис. 5. Моделирование булевой функции на квантовом компьютере

Важным оператором, используемым во многих квантовых алгорит-
мах, является оператор Адамара H, изображённый на рис. 6. В матрич-
ном представлении данный оператор имеет следующий вид:

H =
1√
2

Å

1 1
1 −1

ã

.
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|0〉
|1〉

H

H

|+〉 = |0〉+|1〉√
2

|−〉 = |0〉−|1〉√
2

Рис. 6. Вентиль Адамара

Определим глубину квантовой схемы [24] как число слоёв, которые со-
держит схема. Один слой состоит из базисных вентилей, применённых
к непересекающимся множествам кубитов.

Так как информация, записанная во временных кубитах, не нуж-
на после получения результата промежуточной операции, данные ку-
биты нужно очистить для возможности их дальнейшего использования.
Очистка кубитов заключается в применении в обратном порядке ранее
используемых вентилей. Значит, для очистки всех временных кубитов
необходимо после получения результата операции применить в обратном
порядке все ранее применённые вентили, которые не участвуют в изме-
нении выходных кубитов операции.

2.3. Алгоритм Гровера. Квантовый параллелизм — это фундамен-
тальное свойство многих квантовых компьютеров, позволяющее вычис-
лять функцию f(x) для различных значений x одновременно. Для пони-
мания работы квантового параллелизма рассмотрим следующие рассуж-
дения. Результатом применения преобразования Адамара к n кубитам,
изначально находящимися в состоянии |0⊗n〉, будет состояние

H⊗n|00 . . . 0〉 = 1

2n/2

∑

x∈Fn
2

|x〉.

Это действие обозначим через H⊗n. Иными словами, преобразование
Адамара приводит к суперпозиции всех состояний вычислительного ба-
зиса с одинаковыми коэффициентами. Тогда параллельное вычисление
булевой функции f(x) от n переменных может быть выполнено следую-
щим образом. Приготавливаем n+ 1 кубитов в состоянии |0⊗n, 0〉, затем
применяем к первым n кубитам преобразование Адамара, после чего за-
действуем квантовую схему, реализующую Uf . Это даёт состояние

Uf

ïÅ

1

2n/2

∑

x∈Fn
2

|x〉
ã

|0〉
ò

=
1

2n/2

∑

x∈Fn
2

|x, f(x)〉. (3)

Однако этим параллелизмом нельзя воспользоваться непосредствен-
но. Измерение состояния (3) даёт значение f(x) только для одного x.
Для получения пользы от квантового параллелизма нужно иметь воз-
можность «извлекать» информацию о более чем одном значении f(x)
из суперпозиции состояний (3).
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|0⊗n〉
|−〉

H⊗n

G G
. . .

. . .
G

Рис. 7. Алгоритм Гровера

Квантовым алгоритмом, решающим задачу поиска, является алго-
ритм Гровера [23] (рис. 7), в котором G обозначает итерацию Гровера
(рис. 8). Преобразование «Фаза» является известным вентилем, в отли-
чие от вентиля «Оракул», который строится под каждую задачу отдель-
но.

G = Оракул
H⊗n Фаза H⊗n

Рис. 8. Итерация Гровера

Рассмотрим принцип работы алгоритма Гровера. Обозначим через |ψ〉
состояние, поступившее на вход первой итерации Гровера. Пусть β ∈
F
n
2 — это единственное решение уравнения f(x) = 1. Тогда «Оракул» Of

действует на состояние |x〉|−〉, где x ∈ F
n
2 , следующим образом:

Of |x〉|−〉 =
®

−|x〉|−〉, если x = β,

|x〉|−〉 иначе.

Определим состояние |α〉 так:

|α〉 ≡ 1√
2n − 1

∑

x 6=β

|x〉.

Тогда состояние |ψ〉 можно записать в виде

|ψ〉 =
…

2n − 1

2n
|α〉+

…

1

2n
|β〉.

Обозначим через |ψk〉 состояние, полученное из |ψ〉 после применения
итерации Гровера G k раз. Тогда состояние |ψk〉 определяется через со-
стояние |ψk−1〉, где |ψ0〉 = |ψ〉, следующим образом. «Оракул» произво-
дит отражение относительно вектора |α〉 в плоскости, задаваемой векто-
рами |α〉 и |β〉, что соответствует состоянию O|ψk−1〉. Применение осталь-
ных преобразований итерации Гровера производит отражение в плоско-
сти, задаваемой векторами |α〉 и |β〉, относительно вектора |ψ〉, что со-
ответствует состоянию G|ψk−1〉 = |ψk〉. Если обозначить через θ/2 угол
между векторами |α〉 и |ψ〉, то можно сказать, что итерация Гровера G
представляет собой поворот вектора состояний на угол θ к вектору |β〉
в двумерном пространстве, натянутом на векторы |α〉 и |β〉.
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В [25] представлен подход, использующий алгоритм Гровера и позво-
ляющий решать задачу поиска при неизвестном числе элементов, удо-
влетворяющих условию поиска.

3. Сложность реализации некоторых операций
на квантовом компьютере

В данном разделе предлагаются и анализируются реализации опе-
раций, используемые для построения рассмотренной в разд. 4 модели
квантового оракула.

Приведём определения прямого и дополнительного кодов числа. Пря-

мой код — это представление числа в двоичной системе счисления, при
котором последний (старший) бит отводится под знак числа. Если число
положительное, то в старший бит записывается 0; если число отрица-
тельное, то в старший бит записывается 1. Таким образом, запись числа
x = (x1, . . . , xm) означает, что x = (−1)xm(2m−2xm−1 + · · ·+ 2x2 + x1).

В дополнительном коде, так же как и прямом, последний бит отводит-
ся для записи знака числа. Представление положительных чисел в до-
полнительном коде совпадает с представлением в прямом коде, а пред-
ставление отрицательных чисел получается из прямого кода следующим
образом. Все биты, кроме старшего, в дополнительном коде сначала ин-
вертируются, после чего к получившемуся числу прибавляется единица.

Рассмотрим, например, представление числа −6 = (0111) в прямом
коде. Инверсией всех битов, кроме старшего, получим (1001), после чего
добавим единицу: (1000)+ (1001) = (0101). Полученная двоичная запись
является представлением числа −6 в дополнительном коде. Если извест-
но, что число положительное, то его двоичная запись рассматривается
без бита, отведённого под запись знака.

Далее в этом разделе будем опускать скобки |·〉 в обозначении куби-
тов, если из контекста ясно, о чём идёт речь

3.1. Сравнение двух целых положительных чисел. Необходи-
мо сравнить два целых положительных числа a и b, двоичная запись
которых занимает m битов. Рассмотрим предлагаемый вариант реализа-
ции операции сравнения (рис. 9). Определим

flag =

®

0, если найден бит различия,

1 иначе.

Начальная инициализация состояний |flag〉 и |output〉 равна |1〉, а началь-
ная инициализация |y〉 равна |0⊗m〉. Первые два шага схемы заключают-
ся в том, чтобы приравнять ym к am ⊕ bm. Тогда ym = 1, если am 6= bm,
и ym = 0, если am = bm. Далее с помощью оператора CNOT присваиваем
flag значение flag⊕ ym. Таким образом, flag = 1, если am = bm, и flag = 0,
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|b〉

|a〉

|flag〉

|y〉

|output〉
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Рис. 9. Схема реализации операции сравнения

если am 6= bm. Затем ym−1 = flag · (am−1 ⊕ bm−1) и flag = flag ⊕ ym−1.
Дальше операции для yi, m−1 > i > 1, аналогичны операциям для ym−1.
Такое построение гарантирует, что как только впервые найдётся бит i,
в котором различаются ai и bi, на месте yi появится 1, а остальные yj,
где i 6= j, останутся равными 0. Далее каждый ai соединяем с yi и на-
правляем в output с помощью CCNOT. Тогда output = 1 ⊕ ak, где k—
номер первого найденного бита различия a и b. Следовательно,

output =

®

1, если a 6 b,

0 иначе.

В конце операции проводим очистку всех кубитов, используемых для
состояний |flag〉 и |y〉. Тогда данная операция будет использовать 1 по-
стоянный и m + 1 временных кубитов. При этом общее число вентилей
равно 7m (из них 2m + 4 вентилей CNOT и 5m − 4 вентилей CCNOT).
Глубина предложенной схемы совпадает с общим числом вентилей, так
как все вентили действуют последовательно, и равна 7m.

3.2. Отрицание и перевод в прямой код целого числа. Пусть
есть число a, представленное в двоичном дополнительном коде длины m.
Необходимо получить −a. Тогда все биты a нужно инвертировать, а за-
тем прибавить к полученному представлению 1. Рассмотрим квантовую
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|y〉
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|−a〉

Рис. 10. Отрицание целого числа в дополнительном коде

схему на рис. 10. Здесь |y〉 = |0⊗m〉— кубиты, отведённые под выход
функции. Сначала инвертируем кубиты числа a с помощью вентилей
NOT. Затем присвоим y1 = 1, y2 = a1, y3 = a1a2, y4 = y3a3, . . . ,
ym = ym−1am−1. После к каждому yi добавим ai, используя вентиль
CNOT, i = 1, . . . ,m, и наконец, с помощью вентилей NOT инвертируем
все кубиты числа a ещё раз. Тогда число постоянных и временных куби-
тов, достаточных для получения −a, равно m и 0 соответственно. При
этом используется 4m вентилей (из них 2m + 1 вентилей NOT, m + 1
вентилей СNOT и m−2 вентилей CCNOT). Рассмотрим глубину данной
схемы. Первый слой будет состоять из применения вентилей NOT ко всем
кубитам числа a и кубиту y1. Следующие m− 1 слоёв состоят из после-
довательного применения вентиля CNOT, направленного к кубиту y2,
и вентилей CCNOT, направленных к кубитам y3, . . . , ym. Следующий
слой состоит из вентилей CNOT, направленных к кубитам y1, . . . , ym
и применённых одновременно. На последнем слое вентили NOT применя-
ются ко всем кубитам числа a. В итоге глубина такой схемы равна m+2.

Подобным образом можно перевести число из дополнительного кода
в прямой. Так как для положительного числа эти коды совпадают, необ-
ходимо переводить только отрицательные числа. Тогда квантовая схе-
ма перевода двоичного числа из дополнительного кода в прямой будет
подобна получению отрицательного числа, представленного в двоичном
дополнительном коде, но с некоторыми изменениями:
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• кубит am, отвечающий за знак, не меняется (убираем два вентиля
NOT);
• отсутствует вентиль CCNOT, идущий в ym;
• все вентили NOT заменяются вентилями CNOT, контролируемыми

знаковым кубитом am;
• первый вентиль CNOT, контролируемый a1, меняется на CCNOT,

контролируемый a1 и am.
Тогда число постоянных кубитов, необходимых для реализации опе-

рации перевода двоичного числа из дополнительного кода в прямой,
равно m. При этом используется 4m − 3 вентилей (из них 3m − 1 вен-
тилей CNOT и m − 2 вентилей CCNOT). Рассмотрим глубину данной
схемы. Первые m слоёв состоят из последовательно применённых венти-
лей CNOT, контролируемых кубитом am. Следующие m−2 слоёв состо-
ят из последовательно применённых вентилей CCNOT, направленных
к кубитам y2, . . . , ym−1. Следующий слой состоит из вентилей CNOT,
направленных к кубитам y1, . . . , ym и применённых одновременно. По-
следние m− 1 слоёв состоят из последовательно применённых вентилей
CNOT, направленных к кубитам y2, . . . , ym−1. Следовательно, глубина
такой схемы равна 3m − 2. Также данную схему можно распаралле-
лить, тем самым уменьшая глубину схемы. Способ распараллеливания
представлен в [26] и основан на копировании состояния кубита, от ко-
торого зависит оператор. Перед применением всех вентилей размножим
состояние кубита am ещё на

⌈
m−1
2

⌉
− 1 временных кубитов, после че-

го применением всех вентилей очистим временные кубиты. Тогда общее
число вентилей будет равно 4m − 5 + 2

⌈
m−1
2

⌉
(из них 3m − 3 + 2

⌈
m−1
2

⌉

вентилей CNOT и m − 2 вентилей CCNOT). Глубина такой схемы рав-
на 2(⌈log2(m− 1)⌉ + 1) +m.

3.3. Сумма двух целых чисел. Пусть надо сложить два целых
числа a и b, которые представлены в двоичном дополнительном коде
длины m > 3. Тогда для записи ответа потребуется m + 1 битов, иначе
может произойти переполнение битовой строки. Так как бит am отвечает
за знак, можно представлять чило a = (a1a2 . . . am−1am) с помощью m+1
битов следующим образом: a = (a1a2 . . . am−1amam). Пусть z— это век-
тор, в который записывается результат. Тогда

z1 = a1 ⊕ b1, k1 = a1b1, z2 = a2 ⊕ b2 ⊕ k1,
k2 = a2b2 ⊕ k1(a2 ⊕ b2), z3 = a3 ⊕ b3 ⊕ k2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

km−1 = am−1bm−1 ⊕ km−2(am−1 ⊕ bm−1), zm = am ⊕ bm ⊕ km−1,

km = ambm ⊕ km−1(am ⊕ bm), zm+1 = am ⊕ bm ⊕ km.
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Рис. 11. Сложение двух целых чисел

Квантовая схема представлена на рис. 11. Сначала в место, отведён-
ное под zi+1, записываются значения ki, i = 1, . . . ,m. После чего к каж-
дому месту для zi добавляются ai и bi, i = 1, . . . ,m+1. Обозначим место,
отведённое под zi, через ri. Первые m вентилей CCNOT используются
параллельно для вычисления слагаемого aibi в ri+1, i = 1, . . . ,m. Затем
последовательно в каждом ri+1 вычислим значение ki, добавляя с помо-
щью вентилей CCNOT ai+1ri+1 и bi+1ri+1 в ri+2, i = 1, . . . ,m− 1. После
чего параллельно добавим ai и bi в ri, i = 1, . . . ,m + 1, где am+1 = am,
bm+1 = bm, и получим ri = zi. Число кубитов, необходимое для реализа-
ции этой схемы, равно m+1, при этом число вентилей равно 5m (из них
2m+2 вентилей CNOT и 3m−2 вентилей CCNOT). Глубина данной схе-
мы равна 2m+ 1, так как предлагается проводить прибавление am и bm
к rm+1 параллельно с прибавлением a2r2 и b2r2 к r3.

3.4. Возведение в квадрат целого числа. Рассмотрим операцию
возведения в квадрат целого числа. Пусть есть целое число a = am . . . a1,
m > 3 (если m 6 2, то это целое число из множества {−1, 0, 1}, а для них
операция возведения в степень очевидна), которое представлено в пря-
мом двоичном коде длины m, и его нужно возвести в квадрат. Можно
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не обращать внимание на кубит am, отвечающий за знак числа, так как
после возведения в квадрат число станет положительным. Тогда можем
считать, что работаем с положительным числом длины n = m− 1.

Первым шагом выделим для выхода операции 2n кубитов и обозна-
чим их через z. Сразу же присвоим z1 значение a1 (1 вентиль CNOT).
Далее выделим место под числа (an . . . a2)a1 и (an . . . a1)a2, которые бу-
дут складываться первыми, и скопируем их в выделенные места (1 вен-
тиль CNOT и 2n − 2 вентилей CCNOT). Наименьший значимый кубит
результата этого сложения можно сразу записать в z2, а для остальной
части результата сложения выделим n кубитов. Так как после каждого
сложения наименьший кубит уже равен соответствующему выходному,
то будут складываться постоянно числа разряда n. Далее очистим место,
которое отводилось для (an . . . a1)a2 и запишем туда (an . . . a1)a3 (2 венти-
ля CNOT и 2n − 2 вентиля CCNOT). Далее подобно первому сложению
просуммируем выход первого сложения и (an . . . a1)a3. Таким образом,
проведём n− 1 сложений, но результат последнего сложения можно сра-
зу записывать в старшие n + 1 кубитов, предназначенные для выхода.
В конце очистим все дополнительные кубиты.

В итоге, было выделено 2n кубитов для выхода операции, 2n − 1 ку-
битов под числа (an . . . a2)a1 и (an . . . a1)a2, n(n− 2) кубитов под хране-
ние результатов промежуточных сумм. Тогда число постоянных кубитов
равно 2n, а число временных кубитов равно n2 − 1. При этом общее
число вентилей равно 14n2 − 21n + 3 (из них 4n2 − 7 вентилей CNOT
и 10n2−21n+10 вентилей CCNOT). Глубина схемы равна сумме глубин,
используемых операций, а именно:
• 1— глубина присвоения z1 = a1;
• (2n+ 1)(n − 1)— глубина n− 1 сложений двух чисел длины n;
• n− 1— глубина копирования числа (an . . . a2)a1;
• 2n(n − 1)— глубина копирования и очистки чисел (an . . . a1)ai для

i = 2, . . . , n;
• (2n+1)(n−2)— глубина очистки промежуточных результатов n−2

сложений двух чисел длины n;
• 2n(n − 2)— глубина копирования и очистки чисел (an . . . a1)ai для

i = 2, . . . , n− 1, необходимых для выполнения предыдущего пункта;
• n− 1— глубина очистки числа (an . . . a2)a1.
В итоге глубина предложенной схемы возведения в квадрат целого

числа равна 8n2 − 8n− 4.

3.5. Сумма нескольких целых положительных чисел.

Утверждение 1. Пусть есть d целых положительных чисел, дли-

на двоичного кода каждого из которых равна m. Тогда число кубитов,

достаточное для их сложения, равно
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∑

i∈A

[
i−1∑

j=1

2i−j−1(m+ j) + (m+ i)

]
− (m+ l),

где l = minA, A =
{
i ∈ {1, . . . , ⌈log2(d + 1)⌉} |

⌊
d

2i−1

⌋
6≡ 0 (mod 2)

}
, при

этом глубина схемы равна 2⌈log2 d⌉
(
m+

⌈log2 d⌉+1
2

)
.

Доказательство. Для того чтобы просуммировать все заданные
числа, разобьём их на минимальное число подмножеств, мощности кото-
рых равны степеням двойки. Тогда у нас получится wt(d) подмножеств.
Просуммируем все элементы в каждом из них следующим образом. Разо-
бьём элементы подмножества на пары и найдём сумму каждой пары. Да-
лее полученные результаты разобьём на пары и найдём сумму каждой
новой пары. Повторяем разбиение на пары и суммирование, пока не по-
лучим сумму всех элементов подмножества. Так как для суммы двух m-
значных чисел достаточно m + 1 кубитов, при каждом суммировании
пар размер результата будет увеличиваться на 1. Тогда для нахождения
суммы чисел каждого подмножества достаточно

∑

i∈A

i−1∑

j=1

2i−j−1(m+ j)

кубитов. При этом согласно рассуждениям выше и формулам общего
числа вентилей для суммы двух целых чисел находим, что общее число
вентилей для суммирования чисел каждого подмножества равно

∑

i∈A

i−1∑

j=1

2i−j−15(m+ j − 1).

Из них
∑

i∈A

i−1∑

j=1

2i−j−1(2(m+ j − 1) + 2)

вентилей CNOT и

∑

i∈A

i−1∑

j=1

2i−j−1(3(m+ j − 1)− 2)

вентилей CCNOT. Далее необходимо сложить суммы подмножеств. Бу-
дем складывать их, начиная с двух наименьших. Для этого достаточно

∑

i∈A

(m+ i)− (m+ l)



Оценки сложности реализации квантового криптоанализа 21

кубитов, при этом общее число вентилей будет равно
∑

i∈A

5(m+ i− 1)− 5(m+ l − 1).

Из них ∑

i∈A

[2(m+ i− 1) + 2]− 2(m+ l − 1)− 2

вентилей CNOT и∑

i∈A

[3(m+ i− 1)− 2]− 3(m+ l − 1) + 2

вентилей CCNOT. Глубина такой схемы равна 2⌈log2 d⌉
(
m +

⌈log2 d⌉+1
2

)
.

Утверждение 1 доказано.

3.6. Результаты раздела. В табл. 1 представлены выражения для
числа кубитов и глубины схемы, достаточных для реализации на кван-
товом компьютере операций, рассмотренных в этом разделе и использу-
емых для модели квантового оракула в разд. 4.

Таблица 1

Число кубитов и глубина схемы, достаточные для реализации

некоторых операций на квантовом компьютере

Операции над целы-
ми m-битными числами

Кубиты
Глубина

постоянные временные
Сложение в дополни-
тельном коде

m+ 1 — 2m+ 1

Возведение в квадрат
в прямом коде

2m− 2 m2 − 2m 8m2 − 24m+ 12

Отрицание в прямом ко-
де

m — m+ 2

Перевод из дополнитель-
ного кода в прямой

m
⌈
m−1
2

⌉
− 1 2⌈log2(m− 1) + 1⌉+m

Сравнение положитель-
ных чисел

1 m+ 1 7m

Также были получены выражения для числа кубитов и глубины схе-
мы, достаточных для реализации суммы нескольких целых положитель-
ных чисел (утверждение 1).

4. Модель квантового оракула

В данном разделе представлена модель квантового оракула, реализу-
ющая итерацию алгоритма Гровера для функции «поиск» из алгорит-
ма 1, которая выполняет поиск элемента w в неупорядоченном списке L,
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удовлетворяющего условию ‖v±w‖ 6 ‖v‖ для заданного вектора v. Для
условия ‖w± v‖ 6 ‖w‖ модель квантового оракула и полученные оценки
аналогичны. Обозначим через K длину списка L, содержащего векто-
ры из пространства Z

d, каждая координата которых кодируется строкой
длины m.

4.1. Описание модели. Рассмотрим предлагаемую модель кванто-
вого оракула, у которой неупорядоченный список хранится в квантовой
памяти.

Рис. 12. Предлагаемая модель оракула с квантовым списком

Модель оракула, представленная на рис. 12, состоит из двоичного
представления номера вектора в списке, K векторов из пространства Z

d,
каждая координата которых кодируется строкой длины m, переключа-
теля, проверки на условие поиска и ответа. Работа модели состоит из че-
тырёх этапов:
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1) получение номера вектора на вход и передача его в переключатель;
2) выбор и копирование вектора из списка по выходу переключателя;
3) проверка скопированного вектора на условие поиска (1);
4) вывод ответа: 1— если вектор удовлетворяет условию, 0— если нет.
Проверка на условие поиска (1) содержит следующие операции: сум-

ма целых чисел, возведение в квадрат целого числа, сравнение целых
положительных чисел, получение отрицания и перевод в прямой код це-
лого числа.

Переключатель. Переключатель — это векторная булева функция
F : F

⌈log2 K⌉
2 → F

2⌈log2 K⌉

2 , которая номеру вектора i сопоставляет строку
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), где 1 стоит на i-м месте. Рассмотрим две реализации
переключателя.

Первая реализация не использует дополнительных кубитов. Распи-
шем F как (f0, f1, . . . , f2⌈log2 K⌉−1), где fk — булева функция из F

⌈log2 K⌉
2

в F2, и рассмотрим каждую fk отдельно. Представим номер функции fk
в двоичной системе счисления: k = k1k2 . . . k⌈log2 K⌉. Тогда

fk = ik11 i
k2
2 . . . i

k⌈log2 K⌉

⌈log2 K⌉ ×
⊕

x�k

ix1
1 i

x2
2 . . . i

x⌈log2 K⌉

⌈log2 K⌉ , (4)

где k = (k1, k2, . . . , k⌈log2 K⌉) и ixj

j — обычное возведение в степень.

Утверждение 2. Число постоянных и временных кубитов, доста-

точное для реализации переключателя при входе длины m, равно 2m и 0
соответственно, при этом глубина схемы равна 3m − 1.

Доказательство. Число постоянных кубитов равно 2m, что явля-
ется длиной выхода. Ниже показано, что временные кубиты не потребу-
ются.

Рассмотрим глубину схемы. Обозначим через |fk〉 кубит, предназна-
ченный для записи значения функции fk. Начальная инициализация |f0〉
равна |1〉, а начальная инициализация |fk〉 при k 6= 0 равна |0〉. Снача-
ла присвоим каждому |fk〉 значение монома наименьшей степени функ-
ции fk. Согласно (4) моном наименьшей степени в fk равен ik11 i

k2
2 . . . ikmim .

Так как начальная инициализация |f0〉 равна |1〉, |f0〉 уже равен значению
наименьшего монома функции f0. Мономы, у которых степень равна 1,
можно получить из входа i вентилями CNOT. Таких мономов всего m
штук, следовательно, на этом этапе задействовано m вентилей CNOT.

Опишем, как с помощью 2m −m − 1 вентилей СCNOT строятся все
возможные мономы. Так как уже существуют все мономы степени 1,
мономы степени 2 получаются с помощью применения вентиля CCNOT
к соответствующему моному степени 1 и недостающей переменной из i.
Таким образом, можно построить любой моном степени t ∈ {2, . . . ,m},
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применяя вентиль CCNOT, если имеются все мономы степени 1 (вход
переключателя) и все мономы степени d− 1.

Теперь у нас есть все возможные мономы от переменных i1, i2, . . . , im.
Применяя вентиль CNOT, достроим функции f0, f1, . . . , f2m−1. Будем до-
страивать функции в порядке уменьшения числа мономов в них, так как
функции с меньшим числом слагаемых не содержат минимальных моно-
мов функций с большим числом слагаемых. По построению функции fk
число слагаемых в ней равно двум в степени числа нулей в двоичном
представлении номера функции. Тогда число вентилей, которые прихо-
дят в кубит |fk〉, k = 1, . . . , 2m − 1, равно два в степени число нулей
в двоичном представлении числа k. Так как функция f0 содержит мо-
ном 1, а он не требует приходящих вентилей, число приходящих вентилей
в кубит |f0〉 равно 2m−1. Число функций, в двоичной записи номера ко-
торых содержится t нулей, равно Ct

m. Тем самым общее число вентилей
в переключателе равно

m∑

t=0

Ct
m2t − 1 = (1 + 2)m − 1 = 3m − 1,

из них 2m − m − 1 вентилей CCNOT и 3m − 2m + m вентилей CNOT.
Глубину схемы считаем равной общему числу вентилей. Утверждение 2
доказано.

Вторая реализация имеет меньшую глубину схемы, но использует вре-
менные кубиты. Сначала размножим входное состояние кубитов ещё
на (2⌈log2 K⌉ − 1)⌈log2K⌉ временных кубитов, получив 2⌈log2 K⌉ одина-
ковых состояний |s0〉, |s1〉, . . . , |s2⌈log2 K⌉−1〉. Глубина размножения рав-
на ⌈log2K⌉. Для каждого состояния применяем соответствующую функ-
цию

Ni(si) =

®

1, если i = si,

0 иначе,

которая строится следующим образом. Пусть i = i1i2 . . . i⌈log2 K⌉ — двоич-
ное представление числа i. Тогда функцияNi сначала применяет вентиль
NOT к кубиту с номером t состояния |si〉, если it = 0. Далее, аналогич-
но реализации операции суммы нескольких целых положительных чисел
разобьём состояние, полученное из |si〉 с помощью вентилей NOT, на ми-
нимальное число подмножеств, мощности которых равны степеням двой-
ки, только вместо операции сложения используем вентиль СCNOT. Для
одного выхода функции Ni понадобится ⌈log2K⌉− 2 временных кубитов
и ⌈log2K⌉−1 вентилей CCNOT. Глубина схемы, реализующей все приме-
нения функций Ni, i = 0, 1, . . . , 2⌈log2 K⌉−1, равна ⌈log2(⌈log2K⌉)⌉+1, так
как функции Ni применяются одновременно. В конце очищаем времен-
ные кубиты. Глубина очистки равна ⌈log2K⌉+⌈log2(⌈log2K⌉)⌉. Тогда для
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данной реализации переключателя число постоянных кубитов совпадает
с первой реализацией, число временных кубитов равно (2⌈log2 K⌉ − 1) ×
(2⌈log2K⌉ − 2), а глубина схемы равна 2⌈log2K⌉+ 2⌈log2(⌈log2K⌉)⌉+ 1.

Копирование векторов из списка. Копирование вектора из спис-
ка использует выход переключателя длины 2⌈log2 K⌉. Рассмотрим две ре-
ализации данной операции.

Применяя вентиль CCNOT, копируем нужный вектор с номером i
из списка. Для номеров, не имеющих соответствующих векторов, нуж-
но применить вентили CNOT, направленные на выход оракула, — такие
номера будут неподходящими. Тем самым в схеме применяется Kdm вен-
тилей CСNOT и 2⌈log2 K⌉ − K вентилей CNOT для номеров, у которых
нет соответствующего вектора. В этом случае глубина схемы составит
Kdm, так как глубина вентилей, направленных на выход оракула, рав-
на 2⌈log2 K⌉−K < K, и они выполняются параллельно копированию век-
торов из списка. Предлагается распараллелить эту операцию, исполь-
зуя dm − 1 временных кубитов. Тогда каждый кубит из выхода пере-
ключателя поочерёдно размножается до dm кубитов, используя dm− 1
вентилей CNOT, занимающих ⌈log2 dm⌉ слоёв схемы. Затем выполняет-
ся параллельное копирование соответствующего вектора с использова-
нием dm вентилей CCNOT одновременно. Далее размноженные кубиты
чистятся для их применения следующим кубитом выхода переключате-
ля. Чистка задействует dm − 1 вентилей CNOT, занимающих ⌈log2 dm⌉
слоёв схемы. Глубина одного копирования равна 2⌈log2(dm)⌉+1, а число
вентилей равно 3dm−2. Тогда глубина всей схемы копирования векторов
составит K(2⌈log2(dm)⌉ + 1).

Вторая реализация имеет меньшую глубину схемы, но использует
большее число временных кубитов, при этом длина списка K > 2. По-
добно реализации операции сложения нескольких положительных чисел,
разобьём список векторов на минимальное число подмножеств, мощно-
сти которых равны степеням двойки. Далее разделим элементы каждого
множества на пары и скопируем их с помощью размножения выходно-
го вектора переключателя и вентилей CCNOT в специально выделенное
место для этой пары; если элемент в множестве один, то он остаётся
на месте. Так как копирования разных пар происходят одновременно,
глубина копирования всех пар совпадает с глубиной копирования одной
пары и равна 2. Для этого необходимо размножить выходной вектор пе-
реключателя до

⌊
K
2

⌋
состояний и выделить

⌊
K
2

⌋
dm временных кубитов

для записи результата копирования. Глубина размножения выхода пе-
реключателя до

⌊
K
2

⌋
состояний равна

⌈
log2

⌊
K
2

⌋⌉
. Тогда на этом этапе

понадобится
⌊
K
2

⌋
2⌈log2 K⌉ +

⌊
K
2

⌋
dm временных кубитов и глубина схемы

будет составлять
⌈
log2

⌊
K
2

⌋⌉
+ 2.
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Таким образом, каждое из подмножеств, кроме подмножества из од-
ного элемента, даёт новое подмножество, в котором вдвое меньше эле-
ментов. Далее снова разобьём элементы в каждом подмножестве на па-
ры и с помощью вентилей CNOT скопируем их в специально отведённые
места. Повторяем данное действие до тех пор, пока не получим два од-
ноэлементных подмножества. Как только они получены, объединяем их
в одно подмножество и продолжаем операцию копирования. По завер-
шении останется одно подмножество, состоящее из одного элемента. Это
и есть выход операции копирования векторов из списка. После получения
выхода операции происходит очистка кубитов. Тогда число постоянных
кубитов совпадает с предыдущей реализацией и равно выходу операции,
число временных кубитов равно

⌊
K
2

⌋
2⌈log2 K⌉+(K− 2)dm, а глубина схе-

мы составляет 2
(⌈
log2

⌊
K
2

⌋⌉
+ 2⌈log2K⌉ − 1

)
.

4.2. Оценки сложности реализации, минимизирующей число
кубитов квантовой схемы. В данном пункте рассматривается реа-
лизация предложенной модели квантового оракула, использующая ре-
ализации переключателя и операции копирования вектора с меньшим
числом кубитов.

Теорема 1. Пусть имеется список длины K, содержащий векторы

из пространства Z
d, d > 2, каждая координата которых кодируется би-

товой строкой длиныm > 3. Тогда для предложенной реализации модели

квантового оракула, представленного на рис. 12, потребуется

⌈log2K⌉+ 2⌈log2 K⌉ +Kdm+ 3dm2 + 14dm + 2d+ 6m+ 3⌈log2 d⌉+ 3

кубитов, при этом глубина схемы равна

2 · 3⌈log2 K⌉ + 2K(2⌈log2 dm⌉+ 1) + 16m2 + 8m

+ 4⌈log2m⌉+ ⌈log2 d⌉(2⌈log2 d⌉+ 8m+ 10) + 17.

Доказательство. Разделим доказательство на две части: оценка
числа кубитов и оценка глубины схемы.

Оценка числа кубитов. Сначала оценим число постоянных куби-
тов. Так как список имеет длину K, число кубитов, необходимых для
написания номера вектора в двоичной системе, равно ⌈log2K⌉. Далее
выделим 2⌈log2 K⌉ кубитов под выход переключателя. Также оракул со-
держит K векторов из пространства Z

d, каждая координата которых ко-
дируется битовой строкой длины m. Такой список будет занимать Kdm
кубитов. Ещё необходимо 2dm кубитов под вектор v и копию вектора w
из списка. Дальше отведём dm кубитов для получения и хранения век-
тора −w, а также отведём место для клонирования вектора v, получения
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векторов v+w и v−w и их хранения. Для получения одного такого век-
тора нам понадобиться провести d операций сложения (так как операции
сложения и вычитания в дополнительном коде одинаковы). Тогда число
кубитов, отведённое для получения и хранения векторов v + w и v − w,
равно 2d(m+1). Теперь посчитаем число кубитов, необходимых для по-
лучения и хранения векторов v2, (v+w)2 и (v−w)2 (это векторы v, v+w
и v − w, у которых координаты возведены в квадрат). Для этого нам
понадобится 3d(m + 1) кубитов для перевода координат в прямой код
и 3d(2m) кубитов для получения квадрата координат. Далее суммируем
координаты векторов v2, (v+w)2 и (v−w)2. Это займёт 3(2m+ ⌈log2 d⌉)
кубитов. Осталось добавить число кубитов, достаточных для реализации
двух сравнений и выхода оракула. Сравниваемые числа (2m+ ⌈log2 d⌉)-
значные. Тогда для реализации двух сравнений достаточно 2 кубита
и ещё один кубит — для выхода оракула. Итоговое число постоянных
кубитов равно

⌈log2K⌉+ 2⌈log2 K⌉ +Kdm+ 14dm + 5d+ 6m+ 3⌈log2 d⌉+ 3.

Оценим число временных кубитов. Для этого достаточно найти макси-
мум всех временных кубитов, используемых в операциях:
• переключатель использует 0 кубитов;
• копирование использует dm− 1 кубитов;
• получение −w использует 0 кубитов;
• копирование v (для параллелизма) и получение v±w использует dm

кубитов;
• перевод в прямой код использует 3d

(
⌈m2 ⌉ − 1

)
кубитов;

• получение векторов длины d с квадратами координат использу-
ет 3d(m2 − 1) кубитов;
• подсчёт квадрата норм векторов использует

3

(
∑

di 6=0

[
i−1∑

j=1

2i−j−1(2m+ j) + (2m+ i)

]
− (2m+ l)− (2m+ ⌈log2 d⌉)

)

кубитов, где l = min{k | dk 6= 0};
• копирование ‖v‖2 и сравнение использует 3(2m+ ⌈log2 d⌉)+ 2 куби-

тов.
Видно, что максимум временных кубитов равен получению векторов

с квадратами координат или подсчёту квадрата норм векторов. Оце-
ним сверху число кубитов, используемых в операции подсчёта квадратов
норм векторов. Будем называть слоем i все сложения, длина результа-
та которых равна 2m + i. Тогда на каждом i используется не более чем⌊
d
2i

⌋
(2m + i) временных кубитов. Следовательно, общее число времен-

ных кубитов, используемых операцией подсчёта квадрата норм векторов,
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не превосходит 2md + d
⌈log2 d⌉∑
i=1

i
2i
. Заметим, что

⌈log2 d⌉∑
i=1

i
2i

6
∞∑
i=1

i
2i
. Чтобы

найти сумму ряда в правой части, рассмотрим степенной ряд
∞∑

i=0

xi =
1

1− x, |x| < 1. (5)

Степенные ряды сходятся равномерно внутри своей области сходимо-
сти, значит, их можно почленно дифференцировать. Продифференциру-
ем обе части равенства (5) и домножим на x:

x

∞∑

i=1

ixi−1 =
x

(1− x)2 .

Подставив x = 1
2 , получаем

∞∑

i=1

i

2i
=

1
2(

1− 1
2

)2 = 2.

Тогда общее число временных кубитов для трёх операций подсчёта
квадрата норм векторов не превосходит 3d(2m + 2). Для m > 2 и d > 2
выполнено 6dm + 6d 6 3dm2 − 3d. Следовательно, 3d(m2 − 1) является
максимум среди временных кубитов, используемых всеми операциями,
и в сравнениях можно не очищать временные кубиты (это уменьшит
общую глубину схемы). Общее число временных кубитов равно 3d(m2 −
1). Значит, общее число используемых оракулом кубитов равно

⌈log2K⌉+ 2⌈log2 K⌉ +Kdm+ 3dm2 + 14dm+ 2d+ 6m+ 3⌈log2 d⌉+ 3.

Оценка глубины схемы. Сначала используется переключатель —
его глубина составляет 3⌈log2 K⌉ − 1. Далее происходит копирование век-
торов из списка при помощи выхода переключателя. Глубина данной
операции равна K(2⌈log2(dm)⌉ + 1). Теперь вычислим вектор −w. Это
займёт m + 2 слоёв схемы. Далее — операции копирования вектора v,
вычисления v + w и v − w, очистка скопированного вектора v, глубина
которых составляет 2m+3. Вычислим глубину схемы, необходимую для
получения и хранения векторов v2, (v+w)2 и (v−w)2. Для этого каждую
координату переведём в прямой код и возведём в квадрат. Глубина этих
операций равна 2⌈log2(m)⌉+m+3 и 8m2−8m−4 соответственно. Далее
суммируем координаты векторов v2, (v + w)2 и (v − w)2. Глубина этого
вычисления равна 2⌈log2 d⌉

(
2m+ ⌈log2 d⌉+1

2

)
. Дальше происходят копиро-

вание вектора ‖v‖2 и два сравнения ‖v + w‖2 6 ‖v‖2 и ‖v − w‖2 6 ‖v‖2.
Глубина этих операций составляет 4(2m + ⌈log2 d⌉) + 1. В завершение
добавим три вентиля, реализующие операцию «или» для выходов двух
операций сравнения. Они применяются последовательно, и их глубина
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равна 3. Для очистки постоянных кубитов, как и для временных куби-
тов, нужно применить в обратном порядке все используемые вентили,
которые не участвуют в изменении выходных кубитов оракула. Следо-
вательно, при подсчёте значения глубины схемы нужно удвоить глубину
каждой операции, кроме последней операции «или». Тогда итоговая глу-
бина схемы равна

2 · 3⌈log2 K⌉ + 2K(2⌈log2 dm⌉+ 1) + 16m2 + 8m

+ 4⌈log2m⌉+ ⌈log2 d⌉(2⌈log2 d⌉+ 8m+ 10) + 17.

Теорема 1 доказана.

Обозначим через Q схему, реализующую модель квантового оракула,
представленного на рис. 12, и имеющую минимальное число кубитов.
Тогда из теоремы 1 получим

Следствие 1. В условиях теоремы 1 число кубитов, используемых

в схеме Q, не превосходит

⌈log2K⌉+ 2⌈log2 K⌉ +Kdm+ 3dm2 + 14dm+ 2d+ 6m+ 3⌈log2 d⌉+ 3.

4.3. Оценки сложности реализации, минимизирующей глу-
бину квантовой схемы. В этом пункте рассматривается реализация
предложенной модели квантового оракула, использующая реализации
переключателя и операции копирования вектора с меньшей глубиной
схем.

Теорема 2. Пусть имеется список длины K > 2, содержащий векто-

ры из пространства Z
d, d > 2, каждая координата которых кодируется

битовой строкой длины m > 3. Тогда для предложенной реализации мо-

дели квантового оракула, представленного на рис. 12, потребуется кван-

товая схема глубины

12⌈log2K⌉+ 4⌈log2(⌈log2K⌉)⌉+ 4

°

log2

õ

K

2

û§

+ 16m2 + 8m

+ 4⌈log2m⌉+ ⌈log2 d⌉(2⌈log2 d⌉+ 8m+ 10) + 17,

при этом число кубитов данной схемы равно

⌈log2K⌉+ 2⌈log2 K⌉ +Kdm+ 14dm+ 5d+ 6m+ 3⌈log2 d⌉+ 3

+max

ßõ

K

2

û

2⌈log2 K⌉ + (K − 2)dm, 3d(m2 − 1)

™

.

Доказательство. Аналогично теореме 1 разделим доказательство
на две части: оценка глубины схемы и оценка числа кубитов.
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Оценка глубины схемы. Заменим реализации переключателя и ко-
пирования векторов на минимизирующие глубину. В схеме из теоремы 1
глубина переключателя и копирования векторов из списка равнялась
(3⌈log2 K⌉ − 1) и K(2⌈log2 dm⌉+ 1) соответственно. Тогда, заменив в

2 · 3⌈log2 K⌉ + 2K(2⌈log2 dm⌉+ 1) + 16m2 + 8m

+ 4⌈log2m⌉+ ⌈log2 d⌉(2⌈log2 d⌉+ 8m+ 10) + 17

эти слагаемые на

2⌈log2K⌉+ 2⌈log2(⌈log2K⌉)⌉+ 1 и 2

Å°

log2

õ

K

2

û§

+ 2⌈log2K⌉ − 1

ã

(глубину реализации переключателя и копирования векторов, минимизи-
рующей глубину), получим итоговую глубину схемы квантового оракула
с учётом очистки кубитов:

12⌈log2K⌉+ 4⌈log2(⌈log2K⌉)⌉+ 4

°

log2

õ

K

2

û§

+ 16m2 + 8m

+ 4⌈log2m⌉+ ⌈log2 d⌉(2⌈log2 d⌉+ 8m+ 10) + 17.

Оценка числа кубитов. Число постоянных кубитов будет совпа-
дать с числом постоянных кубитов из теоремы 1 и будет равно

⌈log2K⌉+ 2⌈log2 K⌉ +Kdm+ 14dm + 5d+ 6m+ 3⌈log2 d⌉+ 3,

так как реализации, минимизирующие число кубитов, и реализации, ми-
нимизирующие глубину схемы, имеют одинаковое число постоянных ку-
битов. Однако число временных кубитов отличается от предложенной
реализации в теореме 1. Теперь максимум среди всех временных куби-
тов нужно искать в следующем списке используемых операций:
• переключатель использует (2⌈log2 K⌉ − 1)(2⌈log2K⌉ − 2) кубитов;
• копирование использует

⌊
K
2

⌋
2⌈log2 K⌉ + (K − 2)dm кубитов;

• получение −w использует 0 кубитов;
• клонирование v (для параллелизма) и получение v ± w использует

dm кубитов;
• перевод в прямой код использует 3d

(
⌈m2 ⌉ − 1

)
кубитов;

• получение векторов длины d с квадратами координат использует
3d(m2 − 1) кубитов;
• подсчёт квадрата норм векторов использует

3

(
∑

di 6=0

[
i−1∑

j=1

2i−j−1(2m+ j) + (2m+ i)

]
− (2m+ l)− (2m+ ⌈log2 d⌉)

)

кубитов, где l = min{k | dk 6= 0};
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• копирование ‖v‖2 и сравнение использует 3(2m+ ⌈log2 d⌉)+ 2 куби-
тов.

Заметим, что при K > 2

(2⌈log2 K⌉ − 1)(2⌈log2K⌉ − 2) 6

õ

K

2

û

2⌈log2 K⌉ + (K − 2)dm.

Тогда общее число временных кубитов равно максимуму из временных
кубитов переключателя и временных кубитов операции получения век-
торов с квадратами координат, т. е.

max

ßõ

K

2

û

2⌈log2 K⌉ + (K − 2)dm, 3d(m2 − 1)

™

.

Следовательно, общее число кубитов, используемых оракулом, равно

⌈log2K⌉+ 2⌈log2 K⌉ +Kdm+ 14dm+ 5d+ 6m+ 3⌈log2 d⌉+ 3

+max

Åõ

K

2

û

2⌈log2 K⌉ + (K − 2)dm, 3d(m2 − 1)

ã

.

Теорема 2 доказана.

Обозначим через D схему, реализующую модель квантового оракула,
представленного на рис. 12, и имеющую минимальную глубину. Тогда
из теоремы 2 получим

Следствие 2. В условиях теоремы 2 глубина схемы D не превосходит

12⌈log2K⌉+ 4⌈log2(⌈log2K⌉)⌉+ 4

°

log2

õ

K

2

û§

+ 16m2 + 8m

+ 4⌈log2m⌉+ ⌈log2 d⌉(2⌈log2 d⌉+ 8m+ 10) + 17.

4.4. Асимптотики. Как видно из теоремы 1, верхняя асимптоти-
ческая оценка сложности реализации, минимизирующей число кубитов,
представленной модели оракула равна O(Kdm + dm2) кубитов. Таким
образом, хранение списка в квантовой памяти приводит к линейному
росту используемого числа кубитов от длины K, которая может рас-
ти экспоненциально с увеличением размерности решётки (K ∼ 20,21d).
Аналогично из теоремы 2 следует, что верхняя асимптотическая оценка
глубины реализации, минимизирующей глубину схемы, равна O(log2K+
(m + log2 d)

2), но верхняя асимптотическая оценка числа кубитов оста-
ётся полиномиально зависящей от длины списка K.
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5. Связь числа кубитов и глубины схемы квантового оракула
с параметрами постквантовых криптосистем

В данном разделе рассмотрим криптосистемы, основанные на решёт-
ках и являющиеся финалистами конкурса NIST, и получим верхние оцен-
ки сложности реализации модели квантового оракула для атаки на дан-
ные криптосистемы. Обозначим через R кольцо Z[x]/(xn−1), а через Rq —
кольцо Fq[x]/(x

n − 1). Любой элемент

a =
n−1∑

i=0

aix
i ∈ Rq, ai ∈ Fq,

можно представить как вектор a = (a0, a1, . . . , an−1). Операция умноже-
ния в R определяется как результат циклической свёртки: для f, g ∈ R
полагаем f ∗ g = h ∈ R, где

hk =
k∑

i=0
figk−i +

n−1∑
i=k+1

fign+k−i =
∑

(i+j) mod n=k

figj , k ∈ 0, n − 1.

Если выполняется умножение полиномов по модулю числа, то коэффи-
циенты приводятся по этому модулю.

Через Ri
q и Ri×j

q обозначим векторное пространство размерности i
и множество матриц размеров i× j с элементами из кольца Rq.

5.1. Асимметричная криптография. В [27] впервые были предло-
жены принципы работы асимметричной криптографии. Опишем прин-
цип работы асимметричной криптосистемы. Первый абонент (А) форми-
рует свой открытый ключ Kpub и секретный ключ Kpriv. Основным тре-
бованием к секретному ключу является «трудность» вычисления по от-
крытому ключу. Открытый ключ (А) сообщается всем абонентам. Лю-
бой другой абонент (Б) может зашифровать секретное сообщение m для
(А), воспользовавшись его открытым ключом Kpub и функцией зашиф-
рования E(m,Kpub) и вычислив шифртекст c = E(m,Kpub). После чего
(Б) отправляет (А) шифртекст c по открытому каналу связи. Получив
шифртекст c, (А) расшифрует его с помощью своего секретного клю-
ча Kpriv и функции расшифрования D(c,Kpriv), восстановив секретное
сообщение m = D(c,Kpriv).

Таблица 2

Параметры и принцип работы RSA

Секретный ключ: Открытый ключ:
p, q простые, d ∈ N n = pq, e ∈ N

Зашифрование: Расшифрование:
c = me mod n m = cd mod n
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В качестве примера криптосистемы с открытым ключом рассмотрим
RSA [28], параметры и принцип работы которой представлены в табл. 2.
Данная криптосистема разработана в 1978 г. и широко используется да-
же сейчас. Приведём её краткое описание:
• p, q— большие простые числа, n = pq;
• ϕ(n) = (p− 1)(q − 1)— функция Эйлера числа n;
• e, d— натуральные, взаимно простые с ϕ(n), ed ≡ 1 (mod ϕ(n)).
Однако в 1994 г. в [29] был представлен квантовый алгоритм, кото-

рый за полиномиальное время решает задачи дискретного логарифми-
рования и факторизации, что переводит RSA в класс незащищённых
криптосистем. Оценки сложности реализации квантового криптоанали-
за RSA приведены в [30].

5.2. NTRU. Криптосистема NTRU [31] представлена в 1996 г. в ка-
честве альтернативы RSA [28] — существующему стандарту асимметрич-
ного шифрования. В табл. 3 представлен принцип её работы.

Таблица 3

Параметры и принцип работы NTRU

Секретный ключ: Открытый ключ:
f, g ∈ R

с коэффициентами из {−1, 0, 1}
N, p, q ∈ Z, НОД(p, q) = 1,

h = fq ∗ g mod q, где fq ∗ f = 1 mod q
Зашифрование: Расшифрование:

c = (pϕ ∗ h+m) mod q,
где ϕ,m ∈ R с коэффициентами

из {−1, 0, 1} при некоторых
ограничениях на них

a = f ∗ c mod q,
m′ = fq ∗ a mod p

Одна из самых эффективных атак на NTRU сводится к решению за-
дачи SVP в решётке, базис которой образован строками матрицы M,
построенной на основе открытого ключа:

M =




1 0 . . . 0 h0 h1 . . . hN−1

0 1 . . . 0 hN−1 h0 . . . hN−2
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1 h1 h2 . . . h0
0 0 . . . 0 q 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 q . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0 0 0 . . . q




.

Кратчайший вектор решётки, порождённой этим базисом, с большой ве-
роятностью имеет вид r = (f, g).
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5.3. SABER. Рассмотрим криптосистему SABER [32]. Пусть bits(x,
i, j) — некоторая специально определённая функция, которая для x ∈ Z

k
2

и i > j > k возвращает целое число из Z
j
2. Применение операции bits

к вектору из Rl
q означает применение операции bits к коэффициентам

многочлена в каждой координате вектора. Параметры и принцип работы
криптосистемы Saber представлены в табл. 4.

Таблица 4

Параметры и принцип работы SABER

Секретный ключ: Открытый ключ:

s ∈ Rl
q

N, l, p = 2εp , q = 2εq , t = 2εt ∈ N,
εq > εp > εt + 1, h ∈ Rl

q, A ∈ Rl×l
q ,

b = bits(As+ h, εq, εp)
Зашифрование: Расшифрование:

s′ ∈ Rl
q, b

′ = bits(A⊤s′ + h, εq, εp),

v′ = b⊤bits(s′, εp, εp), m ∈ R2,
cm = bits(v′ + 2εp−1m, εp, εt),

c = (cm, b
′)

v = b′⊤bits(s, εp, εp),
m′ = bits(v − 2εp−εt−1cm + h, εp, 1)

5.4. CRYSTALS-Kyber. Рассмотрим криптосистему CRYSTALS-
Kyber [33]. Возьмём x ∈ Fq и натуральное число d < ⌈log2 q⌉. Опреде-
лим операции

Compressq(x, d) =

¢

2d

q
x

ü

mod xd,

Decompressq(x, d) =
⌈ q
2d
x
⌋
,

которые используются в криптосистеме CRYSTALS-Kyber, представлен-
ной в табл. 5.

Таблица 5

Параметры и принцип работы CRYSTALS-Kyber

Секретный ключ: Открытый ключ:

s ∈ Rk
q

N, k, q, dt, du, dv ∈ N,
p ∈ R2, e ∈ Rk

q , A ∈ Rk×k
q ,

t = Compressq(As+ e, dt)

Зашифрование: Расшифрование:
t = Decompressq(t, dt),

r, e1 ∈ Rk
q , e2 ∈ Rq, m ∈ R2,

u = Compressq(A
⊤r + e1, du),

v = Compressq
(
t⊤r + e2 +

⌈
q

2

⌋
m, dv

)
,

c = (u, v)

u = Decompressq(u, du),
v = Decompressq(v, dv),

m′ = Compressq(v − s⊤u, 1)
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5.5. Верхние оценки реализации квантового оракула для ата-
ки на постквантовые криптосистемы. В табл. 6 указана связь уров-
ней защищённости криптосистем с числом кубитов и глубиной схемы
предложенных реализаций представленной модели квантового оракула.
Стоит отметить, что 5 июля 2022 г. закончился третий этап конкурса
NIST [34], по итогом которого новым стандартом асимметричного шиф-
рования была выбрана криптосистема CRYSTALS-Kyber.

Таблица 6

Число кубитов и глубина схемы, достаточные

для предложенных реализаций квантового оракула

Минимизация кубитов Минимизация глубины
Уровень

1 3 5 1 3 5
защищённости

N
T

R
U кубиты 2227,48 2298,45 2359,31 2426,78 2568,34 2688,82

глубина 2340,19 2452,72 2547,82 212,9 213,13 213,35

S
A

B
E

R кубиты 2228,95 2337,06 2444,99 2430,04 2644,57 2860,08

глубина 2343,36 2512,95 2684,12 213,1 213,38 213,6

C
R
Y

S
T
A

L
S
-

K
y
b
er

кубиты 2228,85 2336,96 2444,89 2430,04 2644,57 2860,08

глубина 2343,36 2512,95 2684,12 213 213,3 213,53

Как видно из табл. 6, экспоненциальная длина списка L накладывает
ограничения на возможность реализации гибридных атак на полнораз-
мерные постквантовые криптосистемы. Однако стоит заметить, что для
атак на NTRU используются циклические решётки, исследования кото-
рых может помочь уменьшить длину списка L, что приведёт к меньшим
верхним оценкам на сложность реализации квантового оракула.

Заключение

Разработана и описана модель квантового оракула, применимая в ал-
горитме Гровера для реализации гибридного квантово-классического ал-
горитма на основе GaussSieve. Такой алгоритм может быть использо-
ван для атак на криптосистемы, стойкость которых зависит от реше-
ния задачи SVP. Получены выражения для верхних оценок числа куби-
тов и глубины схемы двух предложенных реализаций модели квантового
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оракула: минимизирующей число кубитов и минимизирующей глубину
схемы. Проанализирована сложность реализации предложенных моде-
лей квантового оракула для атаки на постквантовые криптосистемы,
основанные на решётках и являющиеся финалистами третьего раунда
конкурса постквантовой криптографии NIST.
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Abstract. Due to the development of quantum computing, there is
a need for the development and analysis of cryptosystems resistant to
attacks using a quantum computer (post-quantum cryptography algo-
rithms). The security of many well-known post-quantum cryptosystems
based on lattice theory depends on the complexity of solving the short-
est vector problem (SVP). In this paper, a model of quantum oracle
developed from Grover’s algorithm is described to implement a hybrid
quantum-classical algorithm based on GaussSieve. This algorithm can
be used for attacks on cryptosystems, the security of which depends
on solving the SVP problem. Upper bounds for the number of qubits
and the depth of the circuit were obtained for two implementations of
the proposed quantum oracle model: minimizing the number of qubits
and minimizing the circuit depth. The complexity of implementing the
proposed quantum oracle model to attack post-quantum lattice-based
cryptosystems that are finalists of the NIST post-quantum cryptogra-
phy competition is analyzed. Tab. 6, illustr. 12, bibliogr. 34.
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Аннотация. Рассматривается математическая модель конкурент-
ного размещения объектов (предприятий), в которой соперничаю-
щие стороны (Лидер и Последователь) принимают решения с учё-
том изменяющегося множества потребителей на рассматриваемом
горизонте планирования, состоящего из заданного числа периодов
времени. При этом предполагается, что Лидер принимает реше-
ние об открытии своих объектов в начале горизонта планирова-
ния, а Последователь имеет возможность обновлять своё решение
на каждом из периодов времени. В работе исследуется возможность
применения для рассматриваемой динамической задачи конкурент-
ного размещения способа построения наилучшего решения, базиру-
ющегося на использовании HP-релаксации исследуемой двухуров-
невой модели. Основным элементом этого подхода является постро-
ение дополнительных ограничений для усиления HP-релаксации
исследуемой двухуровневой задачи и вычисления верхних границ
значений целевой функции этой задачи. В работе предлагаются се-
мейства дополнительных ограничений для усиления HP-релакса-
ции рассматриваемой динамической задачи, позволяющие вычис-
лять нетривиальные верхние границы. Библиогр. 13.
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Введение

Задачи конкурентного размещения формируют семейство оптимиза-
ционных моделей, рассматривающих решения о выборе состава средств
обслуживания потребителей в рамках игрового взаимодействия несколь-
ких сторон. Наиболее изученным является случай двух сторон. Среди
таких моделей выделяется класс моделей, основанных на игре Штакель-
берга, в которых предполагается, что одна из конкурирующих сторон
(Лидер) принимает решение первой, после чего вторая сторона (После-
дователь), зная решение Лидера, принимает своё решение. В условиях,
когда решение каждой из сторон предполагается окончательным, а воз-
можность его модификации при моделировании не учитывается, будем
говорить о статических моделях конкурентного размещения. Описа-
ние состояния развития области статического конкурентного размеще-
ния можно найти в соответствующих обзорах [1–6].

Динамические задачи размещения объектов обобщают свои стати-
ческие аналоги на случай, когда существенные параметры задачи (на-
пример, множество потребителей) не фиксированы, а могут изменяться
на рассматриваемом горизонте планирования. Обычно предполагается,
что горизонт планирования разбит на периоды, на каждом из которых
происходят изменения внешних факторов и, возможно, корректировка
принятых ранее решений по размещению объектов.

Следует различать явные и неявные динамические модели [7]. В неяв-
ных динамических моделях учитываются изменения существенных фак-
торов, влияющих на принятие решений, однако они статичны в том смыс-
ле, что объекты открываются в начале горизонта планирования и ис-
пользуются на всех периодах. Явные динамические модели предполага-
ют определённую стратегию изменения состава используемых объектов
на горизонте планирования.

Этот класс задач не нов для исследователей. Подробный обзор этой
области можно найти в [8]. Для решения динамических задач с учётом
различных дополнительных факторов и особенностей рассматриваемых
средств обслуживания используются в основном эвристические алгорит-
мы. Предлагаются также алгоритмы, построенные на другой основе.
В [9] для решения достаточно общей динамической задачи (без закры-
тия объектов) рассматривается подход, базирующийся на декомпозиции
Бендерса и использующий специальный метод внутренних точек для ре-
шения подзадач Бендерса. Предложенный подход позволяет построить
алгоритм с впечатляющими вычислительными возможностями.

В предлагаемой работе рассматривается динамическая задача конку-
рентного размещения, сформулированная на основе динамической зада-
чи размещения и задачи конкурентного размещения [10, 11]. В модели
конкурентного размещения объектов (предприятий) присутствуют две
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соперничающие стороны (Лидер и Последователь), которые последова-
тельно открывают свои предприятия для обслуживания заданного мно-
жества потребителей. Первым открывает свои предприятия Лидер, а за-
тем Последователь, зная размещение предприятий Лидера, принимает
решение о размещении своих объектов.

При этом каждая из сторон стремится захватить потребителей и по-
лучить максимальную прибыль от их обслуживания. В случае динамиче-
ской задачи конкурентного размещения указанное взаимодействие сто-
рон происходит в каждом периоде горизонта планирования. При этом
каждая из сторон стремится получить наибольшую суммарную прибыль
на всём горизонте планирования.

Одна из первых постановок динамической задачи конкурентного раз-
мещения содержится в [12]. Работ с постановками явных динамических
задач конкурентного размещения, содержащих предложения по спосо-
бам их решения, нам не известно.

В настоящей работе объектом исследования является модель, в кото-
рой Лидер открывает свои предприятия в начальный момент горизон-
та планирования и не изменяет состава своих открытых предприятий
внутри самого горизонта. Последователь, напротив, имеет возможность
пополнять состав своих предприятий на каждом из периодов времени,
составляющих горизонт планирования. Исследование такой постановки
оправданно, поскольку алгоритм построения решения такой модели мо-
жет быть использован как основная процедура последовательного по-
строения решения динамической задачи общего вида, в которой Лидер
в начале каждого периода рассматриваемого горизонта планирования
может реконструировать множество открытых им предприятий.

Предлагаемая модель есть задача двухуровневого математического
программирования, включающая задачу верхнего уровня (задачу Лиде-
ра) и задачу нижнего уровня (задачу Последователя). В качестве ре-
шения этой задачи принимается пессимистическое оптимальное реше-
ние [13]. Такое решение предполагает, что выбираемое Последователем
оптимальное решение задачи нижнего уровня является наихудшим ре-
шением для Лидера.

Для построения пессимистических допустимых решений задач конку-
рентного размещения используются алгоритмы на основе вычислитель-
ной схемы неявного перебора. При построении таких алгоритмов важное
значение имеют процедуры вычисления верхних границ целевой функ-
ции задачи Лидера на подмножествах решений. В [11] предложен способ
вычисления таких границ, базирующийся на так называемой high-point
relaxation (HP-релаксации). Релаксированная задача получается из ис-
ходной двухуровневой модели исключением из неё целевой функции за-
дачи нижнего уровня. Полученная задача даёт завышенную верхнюю
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границу, и для её улучшения релаксированную задачу необходимо уси-
лить дополнительными ограничениями, стимулирующими переменные
нижнего уровня принимать ненулевые значения. Такими ограничени-
ями являются так называемые c-отсечения [11], которые выполняются
на пессимистических допустимых решениях исходной задачи и позволя-
ют получать эффективные верхние границы. Модифицированные c-от-
сечения могут быть использованы как дополнительные ограничения для
HP-релаксации рассматриваемой динамической задачи. Однако только
таких ограничений недостаточно для получения нетривиальных верхних
границ. Необходимы ещё ограничения, которые стимулируют открытие
предприятий Последователя в начальные периоды горизонта планирова-
ния. Основным результатом работы является построение нового семей-
ства дополнительных ограничений (d-отсечений), отвечающих указан-
ным требованиям. Совместное использование c- и d-отсечений для усиле-
ния HP-релаксации имеет перспективы получения качественных верхних
границ для целевой функции исследуемой динамической задачи.

1. Формулировка задачи

Для формальной записи динамической задачи конкурентного разме-
щения DCompFLP используем следующие обозначения множеств, рас-
сматриваемых в модели:

I — множество мест возможного размещения предприятий;
T — множество периодов рассматриваемого горизонта планирования;
Jt, t ∈ T — множество потребителей в период времени t. Без ограни-

чения общности предполагаем, что Jt1 ∩ Jt2 = ∅ при любых t1, t2 ∈ T ,
t1 6= t2. Обозначим через J =

⋃
t∈T

Jt множество потребителей на всех

периодах.
Используем также следующие обозначения параметров, рассматрива-

емых в модели:
fi, i ∈ I — фиксированные затраты на открытие Лидером объекта i;
git, i ∈ I, t ∈ T — фиксированные затраты на открытие Последовате-

лем объекта i в период t (для всякого i ∈ I будем считать, что величины
(git) убывают с ростом номера t);

pij, i ∈ I, j ∈ J — величина дохода, получаемого Лидером от обслу-
живания открытым им объектом i потребителя j;

qij, i ∈ I, j ∈ J — величина дохода, получаемого Последователем
от обслуживания открытым им объектом i потребителя j.

В модели используются следующие двоичные переменные:
xi, i ∈ I, равна единице, если Лидер открывает предприятие i, и нулю

в противном случае;
zit, i ∈ I, t ∈ T , равна единице, если Последователь открывает объ-

ект i в период t, и нулю в противном случае;
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xij, i ∈ I, j ∈ J , равна единице, если объект i, открытый Лидером,
назначен для обслуживания потребителя j, и нулю в противном случае;

zij , i ∈ I, j ∈ J , равна единице, если предприятие i, открытое После-
дователем, назначено для обслуживания потребителя j, и нулю в про-
тивном случае.

Будем полагать, что выбор объекта для обслуживания потребителя
j ∈ J подчинён предпочтениям этого потребителя, заданным линейным
порядком �j на множестве I. Для потребителя j ∈ J и пары объектов
i1, i2 ∈ I будем писать i1 ≻j i2 в случае, если i1 предпочтителен для j
по отношению i2. Обозначение i1 �j i2 эквивалентно тому, что i1 ≻j i2
или i1 = i2. В модели полагаем, что для обслуживания потребителя
может быть назначено любое открытое предприятие одной из сторон,
которое более предпочтительно, чем каждое из предприятий, открытых
другой стороной.

С использованием введённых обозначений динамическая задача кон-
курентного размещения DCompFLP записывается в виде двухуровневой
задачи математического программирования:

max
(xi),(xij)

Å

−
∑

i∈I

fixi +
∑

t∈T

∑

i∈I

∑

j∈Jt

pijxij

ã

, (1)

t∑

τ=1

z0iτ +
∑

k : i�jk

xkj 6 1, i ∈ I, t ∈ T, j ∈ Jt, (2)

xi > xij, i ∈ I, j ∈ J, (3)

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, (4)

(z0it), (z
0
ij)— оптимальное решение задачи, (5)

max
(zit),(zij)

Å

−
∑

t∈T

∑

i∈I

gitzit +
∑

t∈T

∑

i∈I

∑

j∈Jt

qijzij

ã

, (6)

xi +
∑

t∈T

zit 6 1, i ∈ I, (7)

xi +
∑

k : i�jk

zkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J, (8)

t∑

τ=1

ziτ > zij , i ∈ I, t ∈ T, j ∈ Jt, (9)

zit, zij ∈ {0, 1}, i ∈ I, t ∈ T, j ∈ J. (10)

Эта модель, как и всякая двухуровневая задача, включает задачу верх-
него уровня (1)–(5) (задачу Лидера) и задачу нижнего уровня (6)–(10)
(задачу Последователя).
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Целевая функция (1) задачи Лидера выражает величину прибыли
Лидера на рассматриваемом горизонте планирования. Прибыль склады-
вается из затрат на открытие предприятий и суммарных доходов от об-
служивания потребителей по всем периодам рассматриваемого горизон-
та планирования. Неравенства (2) гарантируют, что Лидер использует
для обслуживания потребителей только предприятия, которые для этого
потребителя более предпочтительны, чем любое открытое предприятия
Последователя. Кроме того, из этих ограничений следует, что для об-
служивания каждого потребителя может быть назначено не более одного
открытого предприятия Лидера. Условия (3) означают, что для обслужи-
вания потребителя может быть назначено только открытое предприятие
Лидера.

Целевая функция (6) задачи Последователя аналогична целевой фун-
кции задачи Лидера и выражает величину суммарной прибыли После-
дователя на рассматриваемом горизонте планирования. Ограничения (7)
означают, что Последователь не может открыть предприятие, открытое
Лидером. Условия (8) и (9) аналогичны ограничениям (2) и (3).

Обозначим задачу верхнего уровня (1)–(5) через L, а задачу нижнего
уровня (6)–(10) — через F . Для модели (1)–(10) в целом будем использо-
вать обозначение (L,F).

С учётом специфики рассматриваемой задачи уточним понятия её до-
пустимого и оптимального решений. Будем рассматривать пары (X,Z),
где X = ((xi), (xij))— допустимое решение задачи L при заданных век-
торах zt = (zit), t ∈ T , а Z = ((zit), (zij))— допустимое решение задачи F
при заданном векторе x = (xi). При заданных векторах размещения x
и (zt) будем рассматривать только такие пары (X,Z), в которых пе-
ременные (xij) принимают оптимальные значения. Тогда через L(X,Z)
обозначим значение целевой функции задачи L на допустимом решении
(X,Z), а через F (Z)— значение целевой функции задачи F на допусти-
мом решении Z.

Пару (X,Z), где X = ((xi), (xij)), назовём допустимым решением

задачи (L,F), порождённым двоичным вектором x = (xi), если X — до-
пустимое решение задачи L, а Z — оптимальное решение задачи F . Допу-
стимое решение (X,Z), порождённое вектором x, назовём пессимисти-

ческим допустимым решением задачи (L,F), если L(X,Z) 6 L(X ′, Z ′)
для любого допустимого решения (X ′, Z ′), порождённого вектором x.
Наилучшее пессимистическое допустимое решение назовём пессимисти-

ческим оптимальным решением задачи (L,F).

2. Усиленная оценочная задача

Построение алгоритмов неявного перебора для вычисления оптималь-
ного решения задачи (L,F) предполагает наличие способа вычисления
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верхних границ целевой функции исследуемой задачи на рассматривае-
мых подмножествах решений. В качестве основы для вычисления таких
границ для задачи (L,F) используем её HP-релаксацию. Эта задача по-
лучается из рассматриваемой двухуровневой задачи исключением из неё
требования оптимальности значений переменных задачи нижнего уров-
ня. Понятно, что в оптимальном решении релаксации задачи (L,F) все
переменные задачи F будут принимать нулевые значения, и получаемая
верхняя граница будет существенно завышенной. Стало быть, наша цель
состоит в построении дополнительных ограничений релаксированной за-
дачи, «заставляющих» эти переменные принимать ненулевые значения.
Если дополнительные ограничения выполняются для всех пессимисти-
ческих допустимых решений, то оптимальное значение целевой функции
релаксированной задачи с такими дополнительными ограничениями бу-
дет давать требуемую верхнюю границу. Такую задачу будем называть
усиленной оценочной задачей (strong estimating problem, SEP).

2.1. Релаксированная задача. Исключение из задачи (L,F) усло-
вия (5) означает исключение из неё целевой функции (6) и переменных
zij , i ∈ I, j ∈ J . Эти переменные перестают играть всякую роль, посколь-
ку их нулевые значения оказываются допустимыми при любых значени-
ях остальных переменных. В результате получаем, что HP-релаксация
задачи (L,F) есть задача целочисленного программирования вида

max
(xi),(xij),(zit)

Å

−
∑

i∈I

fixi +
∑

t∈T

∑

i∈I

∑

j∈Jt

pijxij

ã

,

t∑

τ=1

ziτ +
∑

k : i≻jk

xkj 6 1, i ∈ I, t ∈ T, j ∈ Jt,

xi > xij, i ∈ I, j ∈ J,
xi +

∑

t∈T

zit 6 1, i ∈ I,

xi, xij , zit ∈ {0, 1}, i ∈ I, t ∈ T, j ∈ J.

Для этой задачи построим дополнительные ограничения двух видов.
При этом будем иметь в виду, что ограничения должны не только вы-
полняться на допустимых решениях исходной задачи (L,F), но и нару-
шаться на оптимальном решении текущей задачи SEP. В таком случае
дополнительные ограничения будут отсекать оптимальное решение за-
дачи SEP, что в конечном итоге приведёт к уменьшению оптимального
значения целевой функции и, следовательно, к улучшению верхней гра-
ницы.
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При построении дополнительных ограничений используем следующие
обозначения. Пусть x = (xi), i ∈ I — ненулевой двоичный вектор, J ′ ⊆ J ,
J ′ 6= ∅ и j ∈ J ′. Положим

I1(x) = {i ∈ I | xi = 1};
αj(x)— такой элемент i′ ∈ I1(x), что i′ �j k для всех k ∈ I1(x);
αJ ′(x) = {αj(x) | j ∈ J ′};
Nj(x) = {i ∈ I | i ≻j αj(x)};
NJ ′(x) =

⋃
j∈J ′

Nj(x).

2.2. c-Отсечения. Пусть (X ′, z′)— допустимое решение задачи SEP

для задачи (L,F). Пусть u′it =
t∑

τ=1
z′iτ , i ∈ I, t ∈ T, и пусть x′ = (x′i),

u′t = (u′it), t ∈ T . Для всякого t ∈ T положим J0t = Jt, если u′t — нулевой
вектор, и J0t = {j ∈ Jt | αj(x

′) ≻j αj(u
′
t)} в противном случае. Исход-

ными данными для построения c-отсечения являются элементы t0 ∈ T
и k ∈ NJ0t0

(x′). Рассмотрим множества J0t(k) = {j ∈ J0t | k ≻j αj(x
′)},

t ∈ T , t > t0, и пусть l0 > t0 — наименьший номер, для которого справед-
ливы неравенства

l0∑

t=t0

∑

j∈J0t(k)

pαj(x′)j > 0, (11)

l0∑

t=t0

∑

j∈J0t(k)

qkj > gkt0 . (12)

Пусть J ′ ⊆
l0⋃

t=t0

J0t(k)— подмножество, для которого выполняются ана-

логичные условия
∑

j∈J ′

pαj(x′)j > 0, (13)

∑

j∈J ′

qkj > gkt0 . (14)

Тогда неравенство
∑

i∈NJ′ (x′)

uil0 > 1 +
∑

i∈αJ′(x′)

(xi − 1)−
∑

i∈NJ′(x′)

xi (15)

назовём c-отсечением решения (X ′, z′), порождённым номерами t0 ∈ T
и k ∈ NJ0t0

(x′).
Понятно, что по построению c-отсечения решения (X ′, z′) неравен-

ство (15) нарушается на этом решении. Выполняется также следующее
свойство c-отсечения.
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Утверждение 1. Пусть (X,Z), X = ((xi), (xij)), Z = ((zit), (zij)),
есть пессимистическое допустимое решение задачи (L,F). Тогда нера-

венство (15) выполняется на этом решении.

Доказательство. Пусть вектор x = (xi), порождающий рассмот-
ренное решение (X,Z), такой, что xi = 0 для некоторого i ∈ αJ ′(x′) или
xi = 1 для некоторого i ∈ NJ ′(x′). Тогда правая часть неравенства (15)
не больше нуля и, следовательно, неравенство справедливо.

Пусть xi = 1 для всех i ∈ αJ ′(x′) и xi = 0 для i ∈ NJ ′(x′). Предполо-
жим, что неравенство (15) нарушается. Тогда его левая часть равна ну-
лю. Это означает, что для всякого i ∈ NJ ′(x′) не только xi = 0, но и zit = 0
для t = 1, . . . , l0. В частности, zkt = 0, t = 1, . . . , l0. При заданном векто-
ре x = (xi) рассмотрим допустимое решение Z ′ = ((z′it), (z

′
ij)) задачи F ,

которое отличается от решения Z = ((zit), (zij)) только тем, что zkt0 = 1
и zkj = 1 для j ∈ J ′. Для решений Z ′ и Z в силу условия (14) справедливо
соотношение

F (Z ′)− F (Z) >
∑

j∈J ′

qkj − gkt0 > 0.

Если F (Z ′) > F (Z), то решение Z не есть оптимальное решение зада-
чи F и, следовательно, (X,Z) не является допустимым решением задачи
(L,F). Если F (Z ′) = F (Z), то Z ′ — оптимальное решение задачи F . То-
гда (X ′, Z ′) есть допустимое решение задачи (L,F), порождённое векто-
ром x = (xi). Это решение отличается от исходного допустимого решения
(X,Z) тем, что x′ij = 0, i ∈ I, когда j ∈ J ′. Тем самым для решений (X,Z)

и (X ′, Z ′) с учётом условий (13) получаем

L(X,Z)− L(X ′, Z ′) >
∑

j∈J ′

∑

i∈I

pijxij > 0.

Это означает, что решение (X,Z) не есть пессимистическое допустимое
решение. Таким образом, в обоих случаях приходим к противоречию
с тем, что (X,Z)— пессимистическое допустимое решение.

2.3. d-Отсечения. Рассмотренные c-отсечения (15) стимулируют ве-
личины uit принимать единичные значения. Если для оптимального ре-
шения задачи SEP правая часть неравенства (15) равна единице, то ве-
личина uil0 для некоторого i ∈ I также равна единице. Однако, посколь-
ку целевая функция задачи SEP максимизируется по переменным zit,
единичное значение получает переменная zil0 . Такой выбор единичной
компоненты ослабляет верхнюю границу. Ниже рассматриваются допол-
нительные ограничения (d-отсечения), принуждающие в случае, когда
в оптимальном решении uil = 1, принимать единичное значение пере-
менную zit для t < l.
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Пусть (X ′, z′)— допустимое решение задачи SEP для задачи (L,F),
в котором zkl = 1, l ∈ T , l > 1. Пусть u′it =

t∑
τ=1

z′iτ , i ∈ I, t ∈ T , и x′ = (x′i),

u′t = (u′it), i ∈ I, t ∈ T . Для всякого t ∈ T положим J0t = Jt, если u′t —
нулевой вектор, и J0t = {j ∈ Jt | αj(x

′) ≻j αj(u
′
t)} в противном слу-

чае. Исходными данными для построения d-отсечения являются номер
k и элемент t0 ∈ T , t0 < l, если k ∈ NJ0t0

(x′). Если элемента t0 с указанны-
ми свойствами не существует, то для данного k d-отсечение не строится.
Для заданного k рассмотрим множество J0t(k) = {j ∈ J0t | k ≻j αj(x

′)},
t = t0, . . . , l− 1, и пусть l0, t0 6 l0 < l— наименьший номер, для которого
справедливы неравенства

l0∑

t=t0

∑

j∈J0t(k)

pαj(x′)j > 0, (16)

l0∑

t=t0

∑

j∈J0t(k)

qkj > gkt0 − gkl. (17)

Пусть J ′ ⊆
l0⋃

t=t0

J0t(k)— подмножество, для которого выполняются ана-

логичные условия
∑

j∈J ′

pαj(x′)j > 0,
∑

j∈J ′

qkj > gkt0 − gkl. (18)

Тогда неравенство
∑

i∈NJ′(x′)

uil0 > 1− (1− ukl) +
∑

i∈αJ′ (x′)

(xi − 1)−
∑

i∈NJ′(x′)

xi (19)

назовём d-отсечением решения (X ′, z′), сгенерированного номерами t0 ∈
T и k ∈ NJ0t0

(x′).
По построению это неравенство нарушается на решении (X ′, z′), и для

него, как и в случае c-отсечения, справедливо

Утверждение 2. Пусть (X,Z), X = ((xi), (xij)), Z = ((zit), (zij)),
есть пессимистическое допустимое решение задачи (L,F). Тогда нера-

венство (19) выполняется на этом решении.

Доказательство. Действительно, пусть xi = 1 для i ∈ αJ ′(x′),
xi = 0 для i ∈ NJ ′(x′) и ukl = 1. Если zkt = 1 для некоторого t 6 l0,
то неравенство выполняется. Пусть zkl′ = 1, где l0 < l′ 6 l. Предполо-
жим, что неравенство нарушается и zit = 0, t = 1, . . . , l0, для всякого
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i ∈ NJ ′(x′). В частности, zkt0 = 0. При заданном векторе x = (xi) рас-
смотрим допустимое решение Z ′ = ((z′it), (z

′
ij)) задачи F , которое отли-

чается от решения Z = ((zit), (zij)) тем, что z′kt0 = 1, z′kl′ = 0 и z′kj = 1

для j ∈ J ′. Для решений Z и Z ′ в силу условия (18) и убывания величин
gkt с ростом t справедливы соотношения

F (Z ′)− F (Z) >
∑

j∈J ′

qkj − gkt0 + gkl′ >
∑

j∈J ′

qkj − gkt0 + gkl > 0.

Отсюда, повторяя рассуждения из доказательства утверждения 1, при-
ходим к противоречию с тем, что (X,Z)— пессимистическое допустимое
решение задачи (L,F).

Завершая описание процедуры построения дополнительных ограни-
чений, отметим, что при заданных номерах t0 ∈ T и k ∈ NJ0t0

(x′) вы-
полнение неравенств (11) и (12) можно рассматривать как необходимые
и достаточные условия существования подмножества J ′, для которого
верны неравенства (13) и (14), а следовательно, как условие существова-
ния c-отсечения, сгенерированного номерами t0 и k. Насколько сильным
будет это отсечение, зависит от выбора множества J ′, которое опреде-
ляет число элементов в множествах αJ ′(x′) и NJ ′(x′). Для построения
множества J ′ с наименьшим числом элементов в этих множествах мож-
но сформулировать вспомогательную задачу ЦЛП, оптимальное реше-
ние которой будет генерировать наилучшее множество J ′. Аналогично
при заданных элементах t0 ∈ T и k ∈ NJ0t0

(x′) выполнение условий (16)
и (17) можно рассматривать как критерий существования d-отсечения,
сгенерированного элементами t0 и k. Качество этого отсечения определя-
ется выбором множества J ′. Для построения наилучшего множества J ′,
как и в случае c-отсечения, может быть использована вспомогательная
оптимизационная задача.

Заключение

В работе предложена постановка динамической задачи конкурентного
размещения. Особенность рассмотренной модели определяется условием
для Лидера принимать решение об открытии своих предприятий на пер-
вом промежутке рассматриваемого горизонта планирования. Для этой
модели предложены ограничения для усиления её HP-релаксации.

На следующих этапах исследования динамических задач конкурент-
ного размещения полученные результаты будут использованы при по-
строении процедур вычисления верхних границ значений целевой функ-
ции рассматриваемой задачи и алгоритма ветвей, границ и отсечений
для поиска её пессимистического оптимального решения. Кроме того,
алгоритм поиска решения предложенной задачи будет использован как
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процедура в алгоритмах решения более общих динамических задач кон-
курентного размещения.
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1. Aras N., Küçükaydın H. Bilevel models on the competitive facility location
problem // Spatial interaction models: Facility location using game theory.
Cham: Springer, 2017. P. 1–19.

2. Ashtiani M. G., Makui A., Ramezanian R. A robust model for a leader-
follower competitive facility location problem in a discrete space // Appl. Math.
Model. 2013. V. 37, No. 1–2. P. 62–71.

3. Drezner T. A review of competitive facility location in the plane // Logist.
Res. 2014. V. 7, No. 1. Paper ID 114. 12 p.

4. Karakitsiou A. Modeling discrete competitive facility location. Cham:
Springer, 2015. 54 p.

5. Kress D., Pesch E. Sequential competitive location on networks // Eur.
J. Oper. Res. 2012. V. 217, No. 3. P. 483–499.

6. Mishra M., Singh S. P., Gupta M. P. Location of competitive facilities:
A comprehensive review and future research agenda // Benchmarking. 2022.
V. 30, No. 4. P. 1171–1230.

7. Current J., Ratick S., ReVelle C. Dynamic facility location when the total
number of facilities is uncertain: A decision analysis approach // Eur. J. Oper.
Res. 1998. V. 110, No. 3. P. 597–609.

8. Eiselt H. A., Marianov V., Drezner T. Competitive location models //
Location science. Cham: Springer, 2019. P. 391–429.

9. Castro J., Nasini S., Saldanha-da-Gama F. A cutting-plane approach for
large-scale capacitated multi-period facility location using a specialized interior-
point method // Math. Program. 2017. V. 163, No. 1. P. 411–444.

10. Береснев В. Л. О задаче конкурентного размещения предприятий со сво-
бодным выбором поставщиков // Автоматика и телемеханика. 2014. № 4.
С. 94–105.

11. Beresnev V. L., Melnikov A. A. Approximation of the competitive facility
location problem with MIPs // Comput. Oper. Res. 2019. V. 104. P. 139–148.
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Abstract. We consider a competitive facility location model, where
competing parties (Leader and Follower) make decisions considering
changes of the set of customers happening during the planing horizon,
having known number of time periods. It is supposed that the Leader
makes a decision on opening their facilities at the beginning of the plan-
ning horizon, while the Follower can revise their decision in each time
period. In the present paper, we study perspectives to apply a method
for finding the best solution which is based on using HP-relaxation of
the bi-level problem considered. The key element of this method is con-
struction of additional inequalities strengthening the HP-relaxation and
computation of upper bounds for the objective function of the prob-
lem. In the work, new families of additional constraints are proposed
to strengthen the HP-relaxation, that allow us to compute non-trivial
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Аннотация. Рассматриваются бент-функции, находящиеся на ми-
нимальном расстоянии 2n от функции из класса Мэйорана — Мак-
ФарландаM2n, содержащего бент-функции от 2n переменных. Для
функции, полученной из бент-функции класса M2n прибавлением
индикатора аффинного подпространства размерности n, доказан
критерий того, что она также является бент-функцией. Другими
словами, охарактеризованы все бент-функции на минимальном рас-
стоянии от функции изM2n. Показано, что не достигается нижняя
оценка 22n+1 − 2n на число бент-функций на минимальном рассто-
янии от функции из M2n, если перестановка, по которой построе-
на исходная бент-функция, не является APN-функцией. Доказано,
что при простых n > 5 существуют функции из M2n, для кото-
рых данная нижняя оценка точна, приведены примеры таких бент-
функций. Также установлено, что перестановки EA-эквивалентных
функций из M2n аффинно эквивалентны, если вторые производ-
ные хотя бы одной из перестановок не тождественно нулевые. Биб-
лиогр. 31.

Ключевые слова: бент-функция, булева функция, минимальное
расстояние, класс Мэйорана — МакФарланда, нижняя оценка, аф-
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Введение

Бент-функции — это булевы функции от чётного числа переменных,
обладающие максимальной нелинейностью. Они были введены О. Рот-
хаусом [1], однако также изучались в СССР в 1960-х гг. В. А. Елисеевым
и О. П. Степченковым (см. [2]). Эти функции интересны своими прило-
жениями в криптографии, теории кодирования, теории символьных по-
следовательностей. Например, нелинейность является одним из важней-
ших криптографических свойств булевых функций: её низкое значение
влечёт уязвимость к линейному криптоанализу. Бент-функции имеют
максимальное значение нелинейности, однако не обладают некоторыми
другими важными криптографическими свойствами. Тем не менее они
используются в S-блоках шифра CAST [3]. Одним из вариантов постро-
ения функции с высокой нелинейностью является модификация име-
ющейся бент-функции, также существуют различные обобщения этих
функций (см. [4]). Нелинейности и связанным с ней свойствам посвяще-
ны олимпиадные задачи (см., например, NSUCRYPTO [5, 6]).

Подробную информацию о бент-функциях можно найти в [2, 4, 7–11].
Несмотря на обширные исследования, в этой области до сих пор остаётся
множество открытых вопросов. Неизвестно точное число бент-функций,
более того, нет его хороших оценок (см. [12–14]). Существуют различ-
ные конструкции, но не ясно, какую часть от всех бент-функций они по-
крывают. Также непонятно, как соотносятся различные известные клас-
сы бент-функций. Например, классы C и D, которые были определены
в работе [15], построены из бент-функций класса Мэйорана — МакФар-
ланда M2n прибавлением индикаторов определённых аффинных под-
пространств. Благодаря построенным примерам известно, что оба этих
класса не лежат в замыкании M2n относительно EA-эквивалентности
(см., например, [15, 16]). Однако что-то более точное об их пересечении
сказать сложно.

В данной работе изучаются метрические свойства класса бент-функ-
ций. Главным образом рассматривается достижимость нижней оценки
22n+1−2n числа бент-функций, лежащих на минимальном расстоянии 2n

от функции из M2n. Такие бент-функции изучались в работах [17–20].
В [17] доказан критерий расположения бент-функций на данном расстоя-
нии. В [20] получен явный вид всех функций изM2n, ближайших к неко-
торой исходной функции изM2n, а также дана указанная нижняя оценка
числа бент-функций. В случае достижимости этой оценки для некото-
рой функции из M2n мы знаем точное число ближайших к ней бент-
функций, более того, все они также будут из M2n. В противном случае
на минимальном расстоянии от этой бент-функции будет лежать хотя бы
одна функция не изM2n. Известно немного бент-функций, для которых
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найдено число бент-функций, лежащих на минимально возможном рас-
стоянии 2n. В [18] установлено, что для квадратичной бент-функции это
число равно 2n(21 +1) . . . (2n + 1), при этом в [19] показано, что это зна-
чение является верхней оценкой числа бент-функций на расстоянии 2n

от исходной, достигающейся только для квадратичных бент-функций.
От любой не слабо нормальной бент-функции [21, 22] не лежит ни од-
ной бент-функции на расстоянии 2n. Отметим, что метрические свойства
изучались также для класса самодуальных бент-функций (см. [23]).

Опишем структуру работы. В разд. 1 и 2 приведены базовые опре-
деления и используемые утверждения о бент-функциях на минималь-
ном расстоянии от исходной. Условия, при которых функция на мини-
мальном расстоянии от функции из M2n также будет бент-функцией,
рассмотрены в разд. 3, где доказан соответствующий критерий, кото-
рый является основой для последующих разделов. В разд. 4 показано,
что оценка не достигается, если перестановка в исходной бент-функции
изM2n не APN-функция. Достижимость оценки при простых n > 5 по-
казана в разд. 5, при этом приведён набор бент-функций, для которых
оценка достигается, и оценено число таких функций. В разд. 6 доказано,
что если вторые производные перестановки в функции изM2n не тожде-
ственно нулевые, то любая EA-эквивалентная ей функция изM2n имеет
аффинно эквивалентную перестановку.

1. Основные определения

Рассмотрим векторное пространство F
n
2 размерности n над полем F2

из двух элементов. Для двоичных векторов x, y ∈ F
n
2 определены x⊕y =

(x1 ⊕ y1, x2 ⊕ y2, . . . , xn ⊕ yn) и 〈x, y〉 = x1y1 ⊕ x2y2 ⊕ · · · ⊕ xnyn. На-
помним, что непустое множество E ⊆ F

n
2 называется линейным подпро-

странством F
n
2 , если для любых a, b ∈ E выполнено a⊕ b ∈ E; линейное

подпространство E⊥ = {x ∈ F
n
2 | 〈x, y〉 = 0 для всех y ∈ E} называется

ортогональным к E; множество U = a⊕E = {a⊕ x | x ∈ E}, a ∈ F
n
2 , на-

зывается аффинным подпространством F
n
2 , размерность U определяется

равенством dimU = dimE.
Пусть Fn — множество всех булевых функций от n переменных, т. е.

функций вида f : Fn
2 → F2. Характеристическую булеву функцию мно-

жества S ⊆ F
n
2 обозначим через индикатор IndS . Любая функция f ∈ Fn

может быть единственным образом представлена в виде полинома Же-

галкина (алгебраической нормальной формы, АНФ):

f(x1, x2, . . . , xn) =
⊕

a∈Fn
2

gax
a1
1 x

a2
2 . . . xann ,

где ga ∈ F2, x
ai
i — обычное возведение в степень. Степенью deg f буле-

вой функции f называется степень её полинома Жегалкина. Функции
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степени не больше 1, т. е. представимые в виде f(x) = 〈a, x〉 ⊕ c, где
a ∈ F

n
2 , c ∈ F2, называются аффинными. Функции степени 2 называются

квадратичными.
Расстояние dist(f, g) между функциями f, g ∈ Fn — число аргумен-

тов, на которых их значения различаются. Нелинейностью f называется
расстояние от f до ближайшей к ней аффинной функции от n перемен-
ных. Булева функция от чётного числа переменных 2n, нелинейность
которой максимальна и равна 22n−1 − 2n−1, называется бент-функцией.
Через B2n обозначим множество всех бент-функций от 2n переменных.

Функции вида

f(x, y) = 〈x, π(y)〉 ⊕ ϕ(y),
где ϕ(y) ∈ Fn и π : Fn

2 → F
n
2 взаимно однозначная, являются бент-функ-

циями и образуют класс Мэйорана — МакФарланда M2n.
Функция F : Fn

2 → F
m
2 называется векторной булевой функцией; мож-

но полагать, что это набор из m булевых функций. Например, F назы-
вается аффинной, если она представима в виде F (x) = xA ⊕ b, где A—
двоичная (т. е. над полем F2) матрица размера m× n, b ∈ F

m
2 . Функция

DaF (x) = F (x)⊕F (x⊕a) называется производной функции F по направ-
лению a ∈ F

n
2 . Множество {F (x) | x ∈ S}, где S ⊆ F

n
2 , будем обозначать

через F (S).
Сужением функции F : Fn

2 → F
m
2 на аффинное подпространство

U ⊆ F
n
2 называется функция F |U : U → F

m
2 такая, что F |U (y) = F (y)

для всех y ∈ U. Будем использовать сужения в том числе и для булевых
функций, т. е. при m = 1. F |U аффинна, если F |U = G|U для некоторой
аффинной функции G : Fn

2 → F
m
2 , в этом случае будем также говорить,

что F аффинна на U. Если a ∈ U и M — двоичная матрица размера
dimU × n, строки которой образуют базис a ⊕ U, то аффинность F |U
означает обычную аффинность функции F ′(u) = F (uM ⊕ a), u ∈ F

dimU
2 .

2. Бент-функции на минимально возможном расстоянии
от исходной бент-функции

Любую булеву функцию на расстоянии |S| от исходной f ∈ Fm можно
представить следующей конструкцией:

f 7→ f ⊕ IndS , (1)

т. е. значения f изменяются ровно в |S| местах, определяемых множе-
ством S ⊆ F

m
2 .

Рассмотрим произвольную бент-функцию f ∈ B2n и минимально воз-
можное расстояние 2n. Тогда конструкция (1) позволяет в удобном виде
описать все бент-функции на этом расстоянии от f (см. [17]).
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Теорема 1 [17]. Пусть f ∈ B2n, U ⊆ F
2n
2 , при этом |U | = 2n. Тогда

f ⊕ IndU ∈ B2n в том и только том случае, когда U — аффинное подпро-

странство F
2n
2 и f аффинна на U.

Таким образом, все бент-функции на расстоянии 2n от f получаются
прибавлением индикатора некоторого аффинного подпространства F

2n
2

размерности n. Отметим, что в [15] можно найти критерий принадлеж-
ности функции f ⊕ IndS к классу бент-функций в случае, если S — про-
извольное аффинное подпространство F

2n
2 . С его помощью, например,

были построены классы C и D бент-функций при использовании в ка-
честве исходных бент-функций подмножества класса M2n. Некоторые
свойства данной конструкции см. также в [24].

Далее в работе будем рассматривать бент-функции на расстоянии 2n

от бент-функций из M2n. Для любой бент-функции из M2n известны
все бент-функции из того же класса M2n, лежащие на минимально воз-
можном расстоянии от неё (см. [20]).

Теорема 2 [20]. Пусть f, g ∈ M2n, причём f(x, y) = 〈x, π(y)〉 ⊕ ϕ(y),
g(x, y) = 〈x, π′(y)〉 ⊕ ϕ′(y). Тогда dist(f, g) = 2n, если и только если

выполняется одно из двух следующих условий:

(1) π = π′ и dist(ϕ,ϕ′) = 1,
(2) существуют a, b ∈ F

n
2 , a 6= b, такие, что π(a) = π′(b) и π(b) = π′(a),

при этом π(y) = π′(y) и ϕ(y) = ϕ′(y) для всех y ∈ F
n
2\{a, b}.

Поскольку для любой f из M2n существует бент-функция (причём
из класса M2n), находящаяся на расстоянии 2n, можем называть рас-
сматриваемые бент-функции бент-функциями на минимальном рассто-

янии от f или ближайшими к f бент-функциями. Теорема 2 даёт ниж-
нюю оценку числа таких бент-функций.

Утверждение 1 [20]. Имеется не менее 22n+1 − 2n бент-функций

на минимальном расстоянии от функции из M2n. Все учтённые здесь

бент-функции также лежат в классе M2n.

Оценку 22n+1 − 2n также можно найти в [18]. В последующих раз-
делах мы докажем ряд утверждений, связанных с её достижимостью.
В частности, покажем, что она достигается при простых n > 5.

3. Критерий расположения бент-функции на минимальном
расстоянии от бент-функции из M2n

Здесь мы уточним теорему 1 для случая f ∈ M2n. Другими словами,
опишем все аффинные подпространства F

2n
2 , на которых аффинна про-

извольная бент-функция из класса M2n. Будем использовать для этого
базисные матрицы специального вида.
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3.1. GJB-матрицы. Пусть M — двоичная матрица размера k × n.
Обозначим через 〈M〉 линейное подпространство F

n
2 , состоящее из всех

линейных комбинаций строк M.
Будем называть M базисной матрицей Гаусса — Жордана (GJB-мат-

рицей), если она является приведённой ступенчатой матрицей ранга k.
Ведущим элементом строки называется первая слева единица в стро-
ке матрицы M, а столбец его содержащий — ведущим столбцом. Таким
образом, ведущий элемент каждой следующей строки находится правее
предыдущего, а каждый ведущий столбец содержит ровно одну единицу.
Например, матрица

M =

Ñ

0 1 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 1 1 0

é

является GJB-матрицей размера 3×8, ведущими столбцами которой яв-
ляются столбцы под номерами 2, 5 и 6.

Подход к перечислению подпространств с использованием GJB-мат-
риц использовался, например, в работах [18, 21]. Он удобен тем, что лю-
бое линейное подпространство F

n
2 имеет единственную GJB-матрицу, т. е.

GJB-матрица M однозначно соответствует 〈M〉.
Любое аффинное подпространство U = a⊕〈M〉, a ∈ F

n
2 , также можно

задать единственным образом, наложив на вектор a следующее ограни-
чение: все его элементы, соответствующие ведущим столбцам M, долж-
ны быть нулевыми.

3.2. Уточнение критерия. В теореме ниже приведён критерий рас-
положения бент-функций на минимальном расстоянии от бент-функции
〈y, π(x)〉⊕ϕ(x). Критерий для бент-функций непосредственно изM2n яв-
ляется его простым следствием: для этого достаточно поменять местами
x и y. Такой переход нужен для удобного представления подпространств
с помощью GJB-матриц.

Теорема 3. Пусть функция f(x, y) = 〈y, π(x)〉 ⊕ ϕ(x) такая, что

f ′(x, y) = f(y, x) ∈ M2n, U = (a, b) ⊕ 〈M〉 для a, b ∈ F
n
2 и двоичной

матрицы M =

Å

L T
0 R

ã

, где L и R— полноранговые матрицы размеров

k × n и (n − k) × n соответственно, k ∈ {0, . . . , n}, T — произвольная

матрица подходящих размеров. Тогда функция

g(x, y) = 〈y, π(x)〉 ⊕ ϕ(x)⊕ IndU (x, y)

является бент-функцией в том и только том случае, если выполнены

условия

(1) π(a⊕ 〈L〉) = π(a)⊕ 〈R〉⊥,
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(2) 〈uT ⊕ b, π(uL ⊕ a)〉 ⊕ ϕ(uL ⊕ a)— аффинная функция от k пере-

менных u = (u1, . . . , uk) ∈ F
k
2.

Доказательство. Согласно теореме 1 требуется аффинность функ-
ции f на U. В аффинном подпространстве U можно перейти к новым пе-
ременным u = (u1, u2, . . . , uk), v = (v1, v2, . . . , vn−k). Старые переменные
выражаются через них так:

(x, y) = (u, v)

Å

L T
0 R

ã

⊕ (a, b), т. е.

®

x = uL⊕ a,
y = uT ⊕ vR⊕ b.

Перепишем сужение f на U в новых переменных:

f |U (x, y) = 〈uT ⊕ vR⊕ b, π(uL⊕ a)〉 ⊕ ϕ(uL⊕ a)
= 〈vR, π(uL⊕ a)〉︸ ︷︷ ︸

зависит от u и v

⊕〈uT ⊕ b, π(uL⊕ a〉 ⊕ ϕ(uL⊕ a)︸ ︷︷ ︸
зависит от u

= f1(u, v)⊕ f2(u).
Любой член в АНФ функции f1(u, v) содержит некоторый vi, а члены
АНФ функции f2(u) состоят лишь из ui. Значит, нелинейные члены
f2(u) не могут быть занулены с помощью f1(u, v), a нелинейные чле-
ны f1(u, v) — с помощью f2(u). Таким образом, f аффинна на U, если
и только если f1 и f2 — аффинные функции.

Перепишем функцию f1:

f1(u, v) = 〈vR, π(uL⊕ a)〉 = 〈v, π(uL⊕ a)RT 〉.
Она аффинна тогда и только тогда, когда функция t(u) = π(uL⊕ a)RT

тождественно равна константе. Рассмотрим уравнение для z ∈ F
n
2 :

zRT = π(a)RT .

Обозначим пространство его решений через π(a)⊕Z. Далее заметим, что
dimZ = n− rkRT = k. В свою очередь,

∣∣{π(uL⊕ a) | u ∈ F
k
2}
∣∣ = |π(a⊕ 〈L〉)| = 2k.

Значит, t ≡ π(a)RT , если и только если π(a⊕ 〈L〉) = π(a)⊕ Z.
Поскольку пространством решений zRT = π(a)RT является π(a)⊕Z,

имеем eRT = 0 для всех e ∈ Z и только для них. Получаем

Z =
{
e ∈ F

n
2 | eRT = 0

}
=
{
e ∈ F

n
2 | 〈eRT , p〉 = 0 для всех p ∈ F

n−k
2

}

=
{
e ∈ F

n
2 | 〈e, pR〉 = 0 для всех p ∈ F

n−k
2

}

=
{
e ∈ F

n
2 | 〈e, t〉 = 0 для всех t ∈ 〈R〉

}
= 〈R〉⊥.

Таким образом, f1 аффинна тогда и только тогда, когда π(a ⊕ 〈L〉) =
π(a)⊕ 〈R〉⊥. Теорема 3 доказана.
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Использование критерия в приведённом виде не очень удобно для под-
счёта числа подпространств, порождающих бент-функции. Однако ситу-
ация меняется, если использовать GJB-матрицы для подпространств.

Замечание 1. Пусть U определено в теореме 3 и M — GJB-матрица
для 〈M〉. Это равносильно тому, что L и R— GJB-матрицы произволь-
ных линейных подпространств F

n
2 размерностей k и n−k соответственно,

а T — матрица размера k×n с единственным ограничением: её столбцы,
являющиеся ведущими для R, нулевые, т. е. оставшиеся k2 её элементов
произвольны. Добавим также ограничение на (a, b): координаты a и b, со-
ответствующие ведущим столбцам L и R соответственно, должны быть
нулевыми. Тогда наборы a, b, L,R и T однозначно сопоставляются всем
аффинным подпространствам U ⊆ F

n
2 .

Более того, если такие a, b, L,R и T удовлетворяют условию теоре-
мы 3, то R определено однозначно по π, a и L: это GJB-матрица для(
π(a) ⊕ π(a ⊕ 〈L〉)

)⊥
. Таким образом, для перебора всех U, порождаю-

щих бент-функции, достаточно перебрать все a, b, L и T, которые удо-
влетворяют условию теоремы (первое условие можно заменить тем, что
π(a ⊕ 〈L〉) является аффинным подпространством F

n
2 ) и приведённым

выше ограничениям.

Следующее утверждение получается из теоремы 3 при T = 0. В этом
случае U = U1 × U2, где U1, U2 — аффинные подпространства F

n
2 .

Следствие 1. Пусть f(x, y) = 〈x, π(y)〉 ⊕ ϕ(y) ∈ M2n, a, b ∈ F
n
2 ,

E1, E2 ⊆ F
n
2 — линейные подпространства такие, что dimE1+dimE2 = n.

Тогда

g(x, y) = 〈x, π(y)〉 ⊕ ϕ(y)⊕ Ind(a⊕E1)×(b⊕E2)(x, y)

является бент-функцией тогда и только тогда, когда выполнены условия

(1) π(b⊕E2) = π(b)⊕E⊥
1 ,

(2) 〈a, π(y)〉 ⊕ ϕ(y) аффинна на b⊕ E2.

Карле в работе [15] определил D как класс бент-функций вида

f(x, y) = 〈x, π(y)〉 ⊕ IndE1×E2(x, y),

где E1, E2 ⊆ F
n
2 — линейные подпространства, dimE1 +dimE2 = n и π—

перестановка на F
n
2 такая, что π(E2) = E⊥

1 . Заметим, что следствие 1
обобщает определение класса D, так как даёт критерий для аффин-
ных подпространств и произвольной ϕ ∈ Fn вместо линейных подпро-
странств и тождественно нулевой ϕ.

3.3. Использование критерия для нижней оценки. Применяя
обозначения теоремы 3, можно разбить критерий на n+1 случаев по па-
раметру k. Далее будем называть их случаями размерности k, поскольку
k = dim〈L〉.



О нижней оценке числа бент-функций 65

Покажем, что случаи размерностей 0 и 1 дают в точности все бент-
функции, описанные в теореме 2. Другими словами, эти два случая со-
ставляют бент-функции из нижней оценки 22n+1−2n (см. утверждение 1).

Следствие 2. Пусть функция f(x, y) = 〈y, π(x)〉 ⊕ ϕ(x) такая, что

f ′(x, y) = f(y, x) ∈ M2n, a, b ∈ F
n
2 и матрица M представлена как в усло-

вии теоремы 3, причём k ∈ {0, 1}. Тогда

g(x, y) = 〈y, π(x)〉 ⊕ ϕ(x)⊕ Ind(a,b)⊕〈M〉(x, y)

является бент-функцией тогда и только тогда, когда g′(x, y) = g(y, x)
принадлежит классуM2n. Более того, существует ровно 22n+1 − 2n раз-

личных бент-функций g.
Таким образом, все такие бент-функции описаны в теореме 2, и все

они учтены в нижней оценке из утверждения 1.

Доказательство. Как и в теореме 3, перейдём к новым переменным
u = (u1, u2, . . . , uk), v = (v1, v2, . . . , vn−k):

®

x = uL⊕ a,
y = uT ⊕ vR ⊕ b.

Пусть dim〈L〉 = 0. В этом случае 〈R〉 = F
n
2 . Тогда

IndU (x, y) =

®

1, если x = a,

0 иначе.

Значит, g(x, y) = 〈y, π(x)〉 ⊕ ϕ′(x), где ϕ′ отличается от ϕ только на век-
торе a.

Пусть dim〈L〉 = 1. В этом случае dim〈R〉 = n− 1. Тогда
®

x = u1 · l ⊕ a,
y = vR⊕ u1 · t⊕ b,

l, t ∈ F
n
2 .

Если 〈R〉⊥ = {0, r}, то y ∈ 〈R〉 тогда и только тогда, когда 〈y, r〉 = 0.
При этом из первого условия теоремы 3 имеем r = π(a⊕ l)+π(a). Таким
образом,

IndU (x, y) =

®

0, если x /∈ {a, a⊕ l},
〈x, π(a⊕ l) + π(a)〉 ⊕ cu1 иначе.

Здесь cu1 = 〈u1 · t⊕ b, π(a⊕ l) + π(a)〉. Значит,

g(x, y) =





〈y, π(x)〉 ⊕ ϕ(x), если x /∈ {a, a⊕ l},
〈y, π(a⊕ l)〉 ⊕ ϕ(a) ⊕ c0, если x = a,

〈y, π(a)〉 ⊕ ϕ(a⊕ l)⊕ c1, если x = a⊕ l.
Таким образом, случаи dim〈L〉 ∈ {0, 1} в точности соответствуют слу-

чаям теоремы 2 для g′(x, y) = g(y, x). Следствие 2 доказано.
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Также отметим, что в случае размерности n условие теоремы 3 оче-
видным образом упрощается.

Следствие 3. Пусть функция f(x, y) = 〈y, π(x)〉 ⊕ ϕ(x) такая, что

f ′(x, y) = f(y, x) ∈ M2n, b ∈ F
n
2 и M = (In T ) для единичной матрицы In

и произвольной двоичной матрицы T порядка n. Тогда

g(x, y) = 〈y, π(x)〉 ⊕ ϕ(x)⊕ Ind(0,b)⊕〈M〉(x, y)

является бент-функцией в том и только том случае, если аффинна функ-

ция 〈xT ⊕ b, π(x)〉 ⊕ ϕ(x).
Согласно следствию 2 для достижимости нижней оценки необходи-

мо, чтобы все случаи, кроме k ∈ {0, 1}, не порождали подпространств,
удовлетворяющих условию теоремы 3. А именно, это случай k = n при
n > 2, упрощённое условие для которого приведено в следствии 3, и «об-
щий» случай 2 6 k 6 n− 1 при n > 2.

4. Бент-функции, для которых нижняя оценка не достигается

Основной результат данного раздела, т. е. случаи, для которых оценка
гарантированно не достигается, связан с одним из важнейших классов
криптографических векторных булевых функций. Функция F : Fn

2 → F
n
2

называется APN-функцией, если для любых a, b ∈ F
n
2 , a 6= 0, уравнение

F (x ⊕ a) ⊕ F (x) = b имеет не более двух решений (см. [25]). Имеется
множество открытых вопросов, связанных с APN-функциями [26], глав-
ный из которых — существование взаимно однозначных APN-функций
от чётного числа переменных. Максимальной размерностью, для кото-
рой ответ на этот вопрос известен, является n = 6 [27]. Наиболее изу-
ченными являются квадратичные APN-функции (см., например, [28]).
Известен следующий критерий: взаимно однозначная F : Fn

2 → F
n
2 явля-

ется APN-функцией, если и только если F (U) не является аффинным
подпространством F

n
2 для любого аффинного подпространства U ⊆ F

n
2

размерности 2 (см. [9]).
Для начала докажем вспомогательное утверждение, не имеющее от-

ношения к APN-функциям.

Лемма 1. Пусть π : Fn
2 → F

n
2 и ϕ ∈ Fn. Если U и π(U)— аффинные

подпространства F
n
2 размерности 2, то существует аффинная функция

H : Fn
2 → F

n
2 такая, что 〈H(x), π(x)〉 ⊕ ϕ(x) аффинна на U.

Доказательство. Пусть a ∈ U иM — матрица размера 2×n, строки
которой являются базисом a ⊕ U. Перейдём к функциям от двух пере-
менных u = (u1, u2) ∈ F

2
2, используя x = uM ⊕ a для всех x ∈ U. Будем

строить аффинную H|U . Ясно, что любое такое сужение можно доопре-
делить до аффинной функции H.
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Полином Жегалкина для функции ϕ′(u) = ϕ(uM ⊕ a) может содер-
жать только u1u2 в качестве неаффинного слагаемого. Если такого мо-
нома нет, т. е. если ϕ|U аффинна, то положим

H(uM ⊕ a) ≡ (0, . . . , 0),

что влечёт аффинность 〈H(x), π(x)〉 ⊕ ϕ(x) на U.
Пусть моном u1u2 присутствует в полиноме Жегалкина. Рассмотрим

π′(u) = π(uM ⊕ a) = (π′1(u), π
′
2(u), . . . , π

′
n(u)).

По условию в π(U) содержится 4 различных вектора, поэтому найдётся
функция π′k 6≡ const, k ∈ {1, . . . , n}. Значит, полином Жегалкина для π′k
содержит хотя бы один из следующих мономов: u1, u2 или u1u2. Если
имеется u1u2, то положим

H(uM ⊕ a) = (0, . . . , 0, 1
k
, 0, . . . , 0).

Иначе, имея uj, j ∈ {1, 2}, положим

H(uM ⊕ a) = (0, . . . , 0, ui
k
, 0, . . . , 0), где i ∈ {1, 2}, i 6= j.

Таким образом, полином Жегалкина для 〈H(uM ⊕ a), π(uM ⊕ a)〉 тоже
содержит моном u1u2, что означает аффинность 〈H(x), π(x)〉⊕ϕ(x) на U.
Лемма 1 доказана.

Теперь можем доказать, что для достижимости нижней оценки необ-
ходимы взаимно однозначные APN-функции.

Теорема 4. Пусть f(x, y) = 〈x, π(y)〉⊕ϕ(y) ∈ M2n, где π не является

APN-функцией. Тогда число бент-функций, лежащих на минимальном

расстоянии от f, строго больше нижней оценки 22n+1 − 2n.

Доказательство. Согласно следствию 2 (см. также теорему 3), слу-
чаи, когда 〈L〉 имеют размерность 0 и 1, дают в точности 22n+1−2n бент-
функций из нижней оценки.

Так как π не является APN-функцией, существует аффинное под-
пространство U размерности 2, которое под действием этой перестанов-
ки переходит в аффинное подпространство размерности 2. Для U вы-
полняется п. (1) теоремы 3, не зависящий от выбора базиса (см. так-
же замечание 1). По лемме 1 существует аффинная функция H(x), т. е.
H(x) = xT⊕a для некоторой двоичной матрицы T размера 2×n и a ∈ F

n
2 ,

которая обеспечивает выполнение п. (2) теоремы 3. Таким образом, ес-
ли π не является APN-функцией, то случай размерности 2 даст как ми-
нимум одну дополнительную бент-функцию. Теорема 4 доказана.
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Отметим, что теорема 4 гарантирует следующее: всегда существует
бент-функция за пределами классаM2n, лежащая на минимальном рас-
стоянии от бент-функции из M2n, построенной по перестановке, не яв-
ляющейся APN-функцией.

5. Достижимость нижней оценки

Как уже было отмечено выше, достижимость нижней оценки для
некоторой бент-функции f(x, y) = 〈x, π(y)〉 ⊕ ϕ(y) ∈ M2n означает, что
все случаи размерностей k ∈ {2, 3, . . . , n} не дают аффинных подпро-
странств F

2n
2 , удовлетворяющих условию теоремы 3. Для случаев размер-

ности 2 6 k 6 n−1 этого можно добиться, выбрав π такую, что она не пе-
реводит никакие аффинные подпространства размерностей 2, 3, . . . , n−1
в аффинные подпространства, т. е. п. (1) теоремы 3 не будет выполнен.
Примером такой функции при простых n является функция обращения
элементов конечного поля, что приводит к необходимости рассматривать
булевы функции в алгебраическом представлении.

5.1. Алгебраическое представление булевых функций. Ввиду
того, что конечное поле F2n порядка 2n является векторным простран-
ством над полем F2, выберем в нём некоторый базис. Координаты лю-
бого элемента F2n в этом базисе образуют вектор из F

n
2 , т. е. произволь-

ный элемент из F2n можно отождествить с вектором из F
n
2 . Таким обра-

зом, булевы функции можно рассматривать как функции f : F2n → F2,
а векторные булевы функции — как функции F : F2n → F2m. Функция
tr : F2n → F2, определённая как

tr(x) = x2
0
+ x2

1
+ · · · + x2

n−1
,

называется следом. Заметим, что tr(x2) = tr(x) и tr(x+ y) = tr(x)+ tr(y)
для всех x, y ∈ F2n . Произвольная аффинная функция F : F2n → F2n ,
соответствующая функции вида xT ⊕a в F

n
2 , представима единственным

образом в виде

F (x) = α0x
20 + α1x

21 + · · · + αn−1x
2n−1

+ αn, α0, α1, . . . , αn ∈ F2n .

Циклотомическим классом Cn,s над F2 по модулю 2n − 1 называ-
ется множество Cn,s = {s · 2i mod (2n − 1) | i = 0, 1, . . . , n − 1}, где
s ∈ {0, 1, . . . , 2n−2}. Наименьший из элементов циклотомического класса
будем называть его представителем. Отметим, что s ·2k mod (2n−1) со-
ответствует циклическому сдвигу вектора двоичной записи числа s на k
разрядов влево. Множество всех ненулевых представителей циклотоми-
ческих классов обозначим через Pn. Произвольная булева функция f
представима в виде
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f(x) = t0 + tr

Å∑

k∈Pn

ckx
k

ã

+ t2n−1x
2n−1, t0, t2n−1 ∈ F2, ck ∈ F2n (2)

(см., например, [8, 11]). Для простых n это представление единственно,
однако отметим, что при произвольных n потребуются дополнительные
ограничения на коэффициенты ck [11]. Представлением произвольной
аффинной булевой функции является t0 + tr(αx), где t0 ∈ F2 и α ∈ F2n .
В представлении над полем бент-функции класса M2n записываются
в виде

f(x, y) = tr(xπ(y)) + ϕ(y),

где π : F2n → F2n взаимно однозначна и ϕ : F2n → F2 — произвольная
функция. В зависимости от выбора базиса данные функции либо полно-
стью соответствуют классическому M2n, либо аффинно эквивалентны
этим функциям (см. разд. 6).

Линейными подпространствами поля F2n (как векторного простран-
ства над F2) являются его аддитивные подгруппы. Соответственно аф-

финным подпространством U поля F2n назовём U = a+ E, где a ∈ F2n

и E — линейное подпространство F2n . Вне зависимости от выбранного
базиса аффинные подпространства F2n соответствуют аффинным под-
пространствам F

n
2 .

5.2. Бент-функции, для которых нижняя оценка достижима.
В [29] (см. также [30]) приведена теорема 2, описывающая все аффинные
подпространства Fpn , которые под действием функции обращения в по-
ле Fpn переходят также в аффинные подпространства. Далее приведён
частный случай этой теоремы для p = 2 и простого n.

Теорема 5 [29]. Пусть n простое и F (x) = x2
n−2 определена на F2n .

Тогда под действием F в аффинные подпространства переходят все аф-

финные подпространства F2n размерностей 0, 1, n и только они.

Таким образом, при простом n для построения функций из M2n,
на которых нижняя оценка достигается, можно взять в качестве пере-
становки функцию F (x) = x2

n−2. Отметим, что F является взаимно од-
нозначной APN-функцией при нечётных n, что согласуется с теоремой 4.

Теорема 6. Пусть n > 5 простое, f(x, y) = tr(xy2
n−2) + ϕ(y) ∈ M2n,

x, y ∈ F2n , такая, что ϕ не представима в виде

θ(y) = c0 + tr(β1y
21−1 + β2y

22−1 + · · ·+ βn−1y
2n−1−1) + c2n−1y

2n−1 ∈ Fn,

где y ∈ F2n , c0, c2n−1 ∈ F2, β1, β2, . . . , βn−1 ∈ F2n . Тогда на минимальном

расстоянии от f существует ровно 22n+1 − 2n бент-функций.
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Доказательство. По следствию 2 случаи размерностей 0 и 1 дают
в точности 22n+1 − 2n бент-функций из нижней оценки. Согласно теоре-
ме 5 перестановка π(x) = x2

n−2 не переводит аффинные подпространства
размерностей 2, 3, . . . , n − 1 в аффинные подпространства. Значит, слу-
чаи размерностей 2 6 k 6 n − 1 не дают аффинных подпространств,
удовлетворяющих теореме 3, так как не выполнен п. (1). Остаётся пока-
зать, что при указанном выборе ϕ и случай размерности k = n не даёт
подпространств, удовлетворяющих условию следствия 3.

Любая аффинная функция H : F2n → F2n единственным образом
представима в виде

H(x) = α0x
20 + α1x

21 + · · · + αn−1x
2n−1

+ αn, где αi ∈ F2n .

Значит, функция из условия следствия 3 имеет вид g + ϕ, где g ∈ Gn и

Gn =
{
tr((α0x

20 + α1x
21 + · · ·+ αn−1x

2n−1
+ αn)x

2n−2) | αi ∈ F
n
2

}

=
{
tr(α0x

2n−2+20 + · · · + αn−1x
2n−2+2n−1

+ αnx
2n−2) | αi ∈ F

n
2

}

=
{
tr(α0x

2n−1 + α1x
21−1 + · · ·+ αn−1x

2n−1−1 + αnx
2n−2) | αi ∈ F

n
2

}

=
{
tr(α0x

11...12 +α1x
00...012 + · · ·+αn−1x

011...12 +αnx
11...102) | αi ∈ F

n
2

}
.

Используя tr(y2) = tr(y) для y = α2n−1

n x011...12 , получаем

tr
(
α2n−1

n x011...12
)
= tr

((
α2n−1

n

)2
(x011...12)2

)
= tr(αnx

11...102).

Таким образом,

Gn =
{
tr(α1x

00...012 + · · · + αn−2x
001...12

+ [αn−1 + α2n−1

n ]x011...12 + α0x
11...12) | αi ∈ F

n
2

}
.

Положим αi = βi, i = 1, 2, . . . , n− 2, αn−1 + α2n−1

n = βn−1, tr(α0) = c2n−1.
При этом для всевозможных α0, α1, . . . , αn ∈ F

n
2 получаем всевозможные

β1, β2, . . . , βn−1 ∈ F2n и c2n−1 ∈ F2. Также заметим, что tr(α0x
2n−1) =

tr(α0)x
2n−1, так как x2

n−1 ∈ F2 для любого x ∈ F2n и tr(0) = 0. Значит,

Gn = {tr(β1x2
1−1+ · · ·+βn−1x

2n−1−1)+ c2n−1x
2n−1 | βi ∈ F2n , c2n−1 ∈ F2}.

Заметим, что существует g ∈ Gn такая, что g+ϕ аффинна, если и только
если существует аффинная h такая, что ϕ + h ∈ Gn. Тем самым, что-
бы нижняя оценка достигалась, ϕ не должна быть представима в виде
функций из Gn с точностью до аффинной части.

Нетрудно видеть, что θ и функции из Gn записаны в представле-
нии (2), обладающем свойством единственности при простом n. Оста-
лось заметить, что если ϕ удовлетворяет условию теоремы, то для лю-
бой g ∈ Gn функция g+ϕ имеет в представлении (2) некоторое слагаемое
tr(γxk), γ ∈ F2n , γ 6= 0, где k 6= 1, т. е. является представителем другого
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циклотомического класса. Значит, g + ϕ не аффинная. Таким образом,
условие следствия 3 не выполнено. Теорема 6 доказана.

Отметим, что на минимальном расстоянии от бент-функций из усло-
вия теоремы 6 лежат только бент-функции из класса M2n.

Замечание 2. В условие теоремы 6 не включено n = 3, так как при
этом n не существует подходящих функций ϕ. Действительно, любая
булева функция ϕ : F23 → F2 единственным образом представима в ви-
де (2):

ϕ(y) = c0 + tr(β1y
0012 + β2y

0112) + c7y
1112 , где c0, c7 ∈ F2 , β1, β2 ∈ F23 .

Согласно экспериментальным данным при n = 3 для любых других
взаимно однозначных функций, отличных от π(y) = y2

n−2, нижняя оцен-
ка также не достигается.

Пример 1. Условию теоремы 6 при любом простом n > 5 удовлетво-
ряют, в частности, функции

f(x, y) = tr(xy2
n−2) + tr(y5),

g(x, y) = tr(xy2
n−2) + tr(y11).

В силу единственности представления функции θ в теореме 6 неслож-
но подсчитать число функций ϕ, подходящих под условие теоремы. Этим
числом можно оценить количество бент-функций из M2n, для которых
нижняя оценка достигается.

Следствие 4. Пусть n > 5 простое. Тогда существует не менее 22
n −

2n
2−n+2 бент-функций изM2n, для которых достигается нижняя оценка

22n+1 − 2n.

Доказательство. Функции θ из условия теоремы 6 образуют мно-
жество

On = {c0 + tr(β1y
21−1 + β2y

22−1 + · · ·+ βn−1y
2n−1−1) + c2n−1y

2n−1 |
c0, c2n−1 ∈ F2, β1, β2, . . . , βn−1 ∈ F2n}.

Как упоминалось в доказательстве теоремы 6, функции из множества On

записаны в представлении (2), обладающем свойством единственности
при простых n. Легко видеть, что

|On| = 22 · (2n)n−1 = 2n
2−n+2,

так как это число различных способов выбрать β1, β2, . . . , βn−1 ∈ F2n ,
c0, c2n−1 ∈ F2. Значит, число функций ϕ, подходящих под условие теоре-
мы 6, равно 22

n − 2n
2−n+2. Следствие 4 доказано.
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6. Использование критерия для класса
Мэйорана — МакФарланда

Здесь мы покажем, что уточнённый критерий, доказанный в разд. 3,
может быть полезен и для аффинной классификации класса M2n. Нач-
нём с необходимых определений.

Функции F,G : Fn
2 → F

m
2 называются аффинно эквивалентными, ес-

ли существуют невырожденные двоичные матрицы A,B размеров n× n
и m × m соответственно и векторы a ∈ F

n
2 , b ∈ F

m
2 такие, что F (x) =

G(xA ⊕ a)B ⊕ b для всех x ∈ F
n
2 . Функции F и G EA-эквивалентны,

если F аффинно эквивалентна G ⊕ H для некоторой аффинной функ-
ции H : Fn

2 → F
m
2 .

Для булевых функций, т. е. в случае m = 1, матрица B может быть
только единичной, поэтому её можно убрать из определения. Аффин-
ная классификация является важной составляющей исследований клас-
са бент-функций в частности и криптографических булевых функций
в целом, особенно если речь идёт о функциях от малого числа пере-
менных. Известно, что эквивалентность, определённая по группе авто-
морфизмов класса бент-функций, в точности является EA-эквивалент-
ностью (см. [31]).

Поскольку действие элементов группы автоморфизмов изометрич-
но, доказанные ранее результаты справедливы не только для функций
из класса M2n, но и для всех функций, EA-эквивалентных им.

Начнём с доказательства вспомогательной леммы.

Лемма 2. Пусть F : Fn
2 → F

m
2 аффинна на a ⊕ E, где E — линейное

подпространство F
n
2 и a ∈ F

n
2 . Тогда для любых t, s ∈ E справедливо

DtDsF (x) = 0 для всех x ∈ a⊕ E.
Доказательство. Пусть t, s ∈ E. Поскольку F аффинна, по опре-

делению существует двоичная матрица A размера m×n и вектор b ∈ F
m
2

такие, что для всех x ∈ a⊕ E справедливо F (x) = xA⊕ b. Тогда

F (x⊕ t⊕ s) = (x⊕ t⊕ s)A⊕ b = ((x⊕ t)A⊕ b)
⊕ ((x⊕ s)A⊕ b)⊕ (xA⊕ b) = F (x⊕ t)⊕ F (x⊕ s)⊕ F (x).

Таким образом, F (x⊕ t⊕s)⊕F (x⊕ t)⊕F (x⊕s)⊕F (x) = 0. Это означает,
что DtDsF (x) = 0. Лемма 2 доказана.

Теорема 7. Пусть f(x, y) = 〈x, π(y)〉 ⊕ ϕ(y) и f ′(x, y) = 〈x, π′(y)〉 ⊕
ϕ′(y)— бент-функции из классаM2n, EA-эквивалентные друг другу, при

этом DtDsπ 6≡ 0 для любых t, s ∈ F
n
2 , где t, s 6= 0 и t 6= s. Тогда суще-

ствуют обратимые двоичные матрицы A,B размера n × n и векторы

a, b, c ∈ F
n
2 такие, что

(1) π(y) = π′(yA⊕ a)B ⊕ b для всех y ∈ F
n
2 ,
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(2) ϕ(y) = ϕ′(yA ⊕ a) ⊕ 〈yS ⊕ c, π′(yA ⊕ a)〉 ⊕ ℓ(y) для всех y ∈ F
n
2 ,

где S — некоторая двоичная матрица размера n×n, а ℓ ∈ Fn — некоторая

аффинная функция.

Доказательство. Пусть E =
{
(x, 0) | x ∈ F

n
2

}
.Ясно, что функция f

аффинна на z ⊕ E для всех z ∈ F
2n
2 . Докажем от противного, что E —

единственное подпространство F
n
2 размерности n, удовлетворяющее дан-

ному свойству.
Пусть существует подпространство E′ 6= E размерности n такое, что

функция f аффинна на z⊕E′ для всех z ∈ F
2n
2 . Согласно теоремам 1 и 3

подпространство E′ имеет базис
Å

T L
R 0

ã

,

где L и R— полноранговые матрицы размеров k × n и (n − k) × n соот-
ветственно, при этом для всех a, b ∈ F

n
2

(1) π(a⊕ 〈L〉) = π(a)⊕ 〈R〉⊥ и
(2) 〈uT ⊕ b, π(uL ⊕ a)〉 ⊕ ϕ(uL ⊕ a)— аффинная функция от u =

(u1, . . . , uk) ∈ F
k
2 .

Поскольку E 6= E′, то k > 0. Более того, k 6= 1. Действительно,
если k = 1, то условие (1) гарантирует, что π(a ⊕ 〈L〉) = π(a) ⊕ 〈R〉⊥.
Так как dim〈R〉⊥ = 1, для t ∈ 〈L〉 и s ∈ 〈R〉⊥, t, s 6= 0 справедливо
Dtπ(a) = π(a) ⊕ π(a ⊕ t) = (π(a) ⊕ 0) ⊕ (π(a) ⊕ s) = s. Поскольку R
фиксировано, Dtπ ≡ s. Это означает, что существует нулевая вторая
производная.

Таким образом, k > 2. Рассмотрим условие (2) при b = 0: получаем,
что функция 〈uT, π(uL⊕a)〉⊕ϕ(uL⊕a) аффинна. Подставляя другие b,
получаем, что 〈b, π(uL⊕a)〉⊕〈uT, π(uL⊕a)〉⊕ϕ(uL⊕a) тоже аффинна.
Следовательно, 〈b, π(uL⊕a)〉 аффинна. Подставляя в b векторы из стан-
дартного базиса, получаем, что векторная функция π(uL⊕ a) аффинна
от переменных u. Согласно лемме 2 для любых t, s ∈ 〈L〉 справедливо
DtDsπ(x) = 0 для всех x ∈ a⊕〈L〉. Это означает, что DtDsπ ≡ 0. В то же
время k > 2, поэтому всегда можно выбрать t, s 6= 0, t 6= s, что противо-
речит условию теоремы.

Далее, так как f и f ′ EA-эквивалентны, для некоторой обратимой
двоичной матрицы A размера 2n × 2n и c, d ∈ F

n
2 справедливо f(x, y) =

f ′((x, y)A ⊕ (c, d)) ⊕ ℓ(x, y) для всех x, y ∈ F
n
2 , где ℓ— некоторая аффин-

ная функция. Поскольку f ′ аффинна на z ⊕ E для всех z ∈ F
2n
2 , функ-

ция f аффинна на z ⊕ A−1(E) = {z ⊕ xA−1 | x ∈ E} для всех z ∈ F
2n
2 .

Однако E является единственным подпространством F
2n
2 , обладающим

данным свойством. Значит, A−1(E) = E, что эквивалентно тому, что
E = A(E) = {xA | x ∈ E}. Другими словами, матрицу A можно пред-
ставить в следующем виде:
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A =

Å

P 0
S Q

ã

, т. е. (x, y)A = (xP ⊕ yS, yQ),

где P,Q, S — двоичные матрицы размера n × n, причём P,Q обратимы.
Значит,

f(x, y)⊕ ℓ(x, y) = f ′((x, y)A ⊕ (c, d)) = f ′(xP ⊕ yS ⊕ c, yQ⊕ d)
= 〈xP ⊕ yS ⊕ c, π′(yQ⊕ d)〉 ⊕ ϕ′(yQ⊕ d)

= 〈xP, π′(yQ⊕ d)〉 ⊕ ϕ′(yQ⊕ d)⊕ 〈yS ⊕ c, π′(yQ⊕ d)〉
= 〈x, π′(yQ⊕ d)P T 〉 ⊕ ϕ′(yQ⊕ d)⊕ 〈yS ⊕ c, π′(yQ⊕ d)〉.

Так как ℓ аффинна, то ℓ(x, y) = 〈v, x〉 ⊕ 〈w, y〉 ⊕ e, где v,w ∈ F
n
2 , e ∈ F2.

Это означает, что π(y) = π′(yQ⊕ d)P T ⊕ v. В то же время получаем

ϕ(y) = ϕ′(yQ⊕ d)⊕ 〈yS ⊕ c, π′(yQ⊕ d)〉 ⊕ 〈w, y〉 ⊕ e.
Теорема 7 доказана.

Таким образом, если перестановка π не имеет нулевых вторых произ-
водных, то любая функция из класса Мэйорана — МакФарланда, кото-
рая EA-эквивалентна f(x, y) = 〈x, π(y)〉 ⊕ ϕ(y), должна иметь переста-
новку, аффинно эквивалентную π.

Заключение

Полученные в работе результаты связывают рассматриваемые мет-
рические свойства класса бент-функций со свойствами APN-функций,
которые также образуют один из важнейших классов криптографиче-
ских функций. Например, необходимым условием достижимости нижней
оценки числа ближайших бент-функций к функции изM2n является ис-
пользование взаимно однозначной APN-функции от n переменных. Вы-
бор таких функций может обеспечить достижимость оценки не только
в случае простых n > 5, как в теореме 6. Однако, при чётном n вопрос
их существования является открытым, начиная с n = 8, и называется
«The big APN problem».
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Аннотация. Изучается задача реализации гиперграфа на графе
с условием, что каждое ребро гиперграфа реализуется подграфом,
в котором ровно две вершины имеют нечётную степень. Установле-
на связь такой задачи реализации гиперграфов и гипотезы о двой-
ном покрытии циклами. Доказана алгоритмическая трудность про-
верки существования реализации в различных постановках: реали-
зации на всех графах, на простых графах и на графах из несколь-
ких очень узких классов. Библиогр. 11.

Ключевые слова: гиперграф, покрытие циклами, эйлеров граф,
NP-полнота.

Введение

Одной из важных задач в теории гиперграфов является задача по-
строения носителя гиперграфа — такого графа на том же множестве
вершин, что и гиперграф, в котором каждое гиперребро индуцирует
связный подграф. Интерес представляют как структурные результаты,
так и результаты об алгоритмической сложности проверки существова-
ния носителя в данном классе графов. Например, хорошо известен кри-
терий существования носителя в виде дерева [1, гл. XI]. На основе это-
го критерия легко строится алгоритм проверки существования дерева-

Работа первого автора выполнена при поддержке Программы фундаментальных
исследований НИУ ВШЭ, а также в рамках государственного задания ФИЦ ИУ РАН
(проект № 0063–2019–0003).
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носителя. В [2] приводится линейный алгоритм для этой задачи. Линей-
ные алгоритмы также найдены для проверки существования носителя
в виде пути и в виде цикла [3]. Известны также полиномиальные ал-
горитмы проверки существования носителя в виде дерева ограниченной
степени [3] и в виде кактуса [4].

Многие задачи такого рода NP-полны, например, задача проверки
существования планарного [5] или 2-внешнепларного носителя [3].

Здесь рассматривается другая задача реализации гиперграфа на гра-
фе. А именно, нас интересуют такие отображения вершин гиперграфа
в рёбра некоторого графа, при которых образ каждого гиперребра яв-
ляется подграфом, у которого степени ровно двух вершин нечётные; да-
лее называем такие подграфы обобщёнными путями (см. разд. 1). Если
носитель реализации является деревом, то обобщённые пути — это про-
стые пути по дереву, поэтому существование носителя-дерева такого, что
каждое гиперребро является путём, равносильно реализации гипергра-
фа на дереве. Из [6] следует полиномиальный алгоритм для реализации
гиперграфов путями на деревьях.

Рассматриваемая здесь постановка мотивирована связью с гипотезой
о двойном покрытии циклами (CDC). В разд. 2 доказано, что гипотеза
CDC равносильна гипотезе о возможности реализации гиперграфов спе-
циального вида — двойственных к гиперграфам, реализованным на дере-
ве (определения см. в разд. 1). В силу этой связи нас интересуют реализа-
ции на графах с кратными рёбрами, в отличие от работ о существовании
носителя, а условие связности подграфа, реализующего гиперребро, для
нас избыточно.

В разд. 3 на языке графических реализаций сформулированы усиле-
ния гипотезы CDC. Эти сильные гипотезы, скорее всего, неверны, хотя
и подтверждаются анализом графов с небольшим числом вершин (до 26).
Опровержение этих гипотез представляется интересной задачей.

В разд. 4 анализируется алгоритмическая сложность задач, связан-
ных с реализациями гиперграфов в указанном выше смысле. Большин-
ство из них оказываются NP-полными.

В заключении обсуждаются открытые вопросы, возникшие в ходе
этой работы.

1. Определения и обозначения

(Простой) гиперграф (V,E)— это семейство непустых подмножеств
множества V, элементы которого называются (гипер-) вершинами. Эле-
менты E называются (гипер-) рёбрами. Граф — это гиперграф, у которого
размер каждого ребра равен 2.

Нам потребуются графы и гиперграфы с кратными рёбрами. В этом
случае удобны следующие обозначения. Гиперграф задаётся функцией
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из множества рёбер E в непустые подмножества вершин. В этом случае
гиперграф удобно представлять матрицей инцидентности. Для гипергра-
фа с кратными рёбрами H(V,E) матрица инцидентности — это двоичная
матрица размера |V |×|E|, элементH(v, e) которой равен 1 тогда и только
тогда, когда v принадлежит ребру H(e). Также используем для отноше-
ния инцидентности обозначение v ∈ H(e).

Двойственный гиперграф HT (V T , ET ) определяется транспонирова-
нием матрицы инцидентности гиперграфа:

ET = V, V T = E, HT (e, v) = H(v, e).
Утолщением G′(V,E′) простого графа (V,E) будем называть граф

с тем же множеством вершин и добавленными кратными рёбрами, т. е.
каждое e ∈ E является ребром G′(V,E′) и G′(e′) ∈ E для любого e′ ∈ E′.

Обобщённым путём (обобщённым циклом) в графе называем не обя-
зательно связный рёберный подграф, у которого ровно две вершины име-
ют нечётную степень (в случае цикла все вершины чётной степени). Для
простоты обозначений отождествляем рёберный подграф и множество
входящих в него рёбер. Заметим, что если в графе нет циклов, то обоб-
щённый путь обязательно является простым путём в графе — связным
графом, у которого степени двух вершин равны 1, а степени остальных
равны 2.

Нас интересуют представления гиперграфов в виде семейств обобщён-
ных путей в некотором графе (возможно, с кратными рёбрами). Гипер-
граф H(X,E) называем графическим, если существует его реализация —
такой граф G(V,X), что {x | x ∈ H(e)} является обобщённым путём для
каждого e ∈ E. Тем самым вершинам гиперграфа соответствуют рёб-
ра в его реализации, а гиперрёбрам — обобщённые пути. Будем также
говорить, что H(X,E) реализуется на G(V,X).

Представляют интерес реализации на ограниченных классах графов.
В частности, будем называть гиперграф сильно графическим, если для
него существует реализация на простом графе (без кратных рёбер), силь-

но древесным, если для него существует реализация на дереве, и древес-

ным, если для него существует реализация на утолщении дерева.
Заметим, что кратные гиперрёбра не влияют на свойства графично-

сти гиперграфа. Однако наличие кратных рёбер в реализации существен-
но: класс графических гиперграфов шире класса сильно графических.

Пример 1. Гиперграф H0, заданный матрицей
Ü

1 1 0 1
1 1 1 0
1 0 1 1
1 1 1 1

ê

,
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древесный, но не сильно графический. Его можно реализовать на утол-
щении пути длины 2. Занумеруем вершины гиперграфа сверху вниз,
а столбцы — слева направо. Реализация гиперграфа H0 на утолщении
пути с вершинами a, b, c (a, c— концы пути), в котором ребро {a, b} име-
ет кратность 3, а ребро {b, c}— кратность 1, задаётся так: первым трём
вершинам соответствует ребро {a, b}, а последней — ребро {b, c}. При та-
ком соответствии любое гиперребро соответствует обобщённому пути —
утолщению пути длины 2, в котором одно ребро простое, а другое имеет
кратность 3 (для первого столбца) или 2 (для остальных столбцов).

Докажем, что у H0 нет реализаций без кратных рёбер. Первое гипер-
ребро из H0 содержит все вершины. Значит, в любой реализации образ
всего множества вершин является обобщённым путём. Если кратных рё-
бер нет, то вариантов всего два: цикл на трёх вершинах с прикреплённым
висячим ребром или же путь P5 (на 5 вершинах с 4 рёбрами). В каждом
из вариантов есть всего два обобщённых пути из трёх рёбер (заметим,
что в простом графе обобщённый путь из трёх рёбер является простым
путём). Значит, реализация остальных трёх гиперрёбер из H0 ни в одном
из этих вариантов невозможна.

2. Связь с гипотезой о двойном покрытии циклами

Напомним гипотезу о двойном покрытии. Мостом в графе называ-
ется ребро, удаление которого увеличивает число компонент связности.
Нетрудно видеть, что мост не принадлежит никакому циклу.

Гипотеза двойного покрытия циклами (CDC) [7, 8]. Для любого

графа G без мостов существует двойное покрытие обобщёнными цикла-

ми — множество обобщённых циклов {E1, E2, . . . , Ek} такое, что каждое

ребро графа входит ровно в два из них.

Без ограничения общности в гипотезе CDC достаточно рассматривать
только связные графы, в дальнейшем предполагаем это условие выпол-
ненным.

Обобщённый цикл является эйлеровым графом, и его рёбра разби-
ваются в дизъюнктное объединение рёбер простых циклов. Тем самым
гипотеза CDC равносильна утверждению о двойном покрытии рёбер гра-
фа простыми циклами. Для покрытий обобщёнными циклами существу-
ет более сильная гипотеза 5-CDC, которая утверждает, что каждый граф
без мостов имеет двойное покрытие пятью обобщёнными циклами [9, ги-
потеза 7.4.1, с. 162].

Гипотеза о двойном покрытии циклами выражается в терминах гра-
фичности гиперграфов.

Гипотеза двойственности. Гиперграф, двойственный к сильно дре-

весному гиперграфу без изолированных вершин, является графическим.
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Теорема 1. Гипотеза CDC равносильна гипотезе двойственности.

Прежде чем перейти к доказательству, выпишем некоторые понятия
линейной алгебры, в терминах которых его удобно провести. Для гра-
фа G(V,E) через E(G) обозначим векторное пространство над F2, базис
которого индексирован рёбрами графа G. В дальнейшем отождествляем
рёбра с векторами этого выделенного базиса. Подграфу графа G отве-
чает вектор, который является суммой по всем рёбрам, входящим в под-
граф, поэтому подмножества рёбер графа отождествляются с векторами
E(G). Аналогично введём пространство V(G) с выделенным базисом, ин-
дексированным вершинами графа, и отождествим подмножества вершин
с векторами V(G).

Выделенные базисы пространств E(G) и V(G) задают в этих простран-
ствах скалярное произведение обычным образом: сумма произведений
координат в выделенном базисе.

Как известно (см. [10, разд. 1.9]), обобщённые циклы образуют под-
пространство C(G) пространства E(G), разрезы (дополненные пустым
множеством) также образуют подпространство C∗(G) и C∗(G) = C(G)⊥
(пространство разрезов является ортогональным дополнением простран-
ства циклов).

Если задано двойное покрытие C = {E1, E2, . . . , Ek} рёбер связно-
го графа G = (V,E), то однозначно определён геометрически двой-

ственный 1) граф G∗({1, . . . , k}, E) с тем же множеством рёбер, так что
E(G) = E(G∗). Для e ∈ E полагаем G∗(e) = {i, j}, где Ei, Ej содержат e.
Таким образом, 1-вершинный разрез E(i) в G∗ совпадает с обобщённым
циклом Ei в G. Поскольку 1-вершинные разрезы образуют базис в про-
странстве разрезов связного графа, получаем C∗(G∗) ⊆ C(G). Ортого-
нальные дополнения антимонотонны: если L1 ⊆ L2, то L⊥

1 ⊇ L⊥
2 , поэтому

выполняется также включение C(G∗) ⊇ C∗(G).
Верно и обратное: если C∗(H) ⊆ C(G) для графов G = (V,E), H =

(I,E), то разрезы E(i), i ∈ I, являются эйлеровыми циклами в G и об-
разуют двойное покрытие циклами.

Доказательство теоремы 1. Предположим, что выполнена гипо-
теза CDC. Рассмотрим дерево T = (V,E′) и гиперграф H(E′, E′′), ре-
ализованный на этом дереве. Это означает, что каждому e′′ ∈ E′′ со-
ответствует простой путь τ(e′′) по дереву T. Построим граф G(V,E),
E = E′∪E′′, добавляя рёбра e′′ ∈ E′′. Ребру e′′ соответствует пара {u, v},
где u и v— концы пути τ(e′′). Таким образом, гиперрёбрам H соответ-
ствуют рёбра из E, не входящие в дерево. Так как изолированных вершин

1) Название оправдано тем, что в случае плоского графа и циклов, которые явля-
ются границами граней, получается обычная конструкция геометрически двойствен-
ного графа (см. [1, § 40, c. 169]).
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в H(E′, E′′) нет, то в графе G нет мостов. Пусть {E1, . . . , Ek}— двойное
покрытие циклами рёбер графа G и G∗ — соответствующий геометриче-
ски двойственный граф.

Двойственный гиперграф HT (E′′, E′) реализуется на G∗ обобщённы-
ми путями. Для любого e′ ∈ E′ множество C, состоящее из тех e′′ ∈ E′′,
для которых e′ ∈ H(e′′), и самого e′, порождает разрез в графе G. Так как
C(G) ⊇ C∗(G∗), из антимонотонности следует, что C(G∗) ⊇ C∗(G). Значит,
в геометрически двойственном графе C — обобщённый цикл. Поскольку
гиперребро двойственного гиперграфа получается из этого цикла удале-
нием e′, оно является обобщённым путём в G∗.

С другой стороны, пусть выполнена гипотеза двойственности. В связ-
ном графе G = (V,E) без мостов выберем остовное дерево T, для кратко-
сти так же обозначаем множество его рёбер. Поскольку между любыми
двумя вершинами дерева есть ровно один простой путь и в G нет мостов,
корректно определён гиперграф базисных путей B(T,E \ T ), в котором
B(e), где e ∈ E \T, e = {u, v}, состоит из рёбер пути по T с теми же кон-
цами. Это сильно древесный гиперграф. Из гипотезы двойственности
следует, что двойственный гиперграф BT (E \ T, T ) графический; пусть
он реализуется на графе H(C,E \ T ). Расширим этот граф до графа
H ′(C,E), добавляя ребро e ∈ T с концами c1, c2 — вершинами нечётной
степени в реализации e на графе H.

В дереве каждое ребро — мост, поэтому каждому ребру e остовного
дерева отвечает разрез Ee в исходном графе (разбиение вершин, задава-
емое разрезом в остовном дереве, задаваемым ребром e). Легко видеть,
что такие разрезы образуют базис пространства разрезов, так как каж-
дый содержит лишь одно ребро дерева.

В графе H ′ разрезы, отвечающие рёбрам остовного дерева, являются
обобщёнными циклами, поэтому C∗(G) ⊆ C(H ′) и C(G) ⊇ C∗(H ′) (из анти-
монотонности ортогональных дополнений). Значит, 1-вершинные разре-
зы H ′ задают двойное покрытие циклами рёбер G. Теорема 1 доказана.

3. Усиления гипотезы CDC

Во второй части доказательства теоремы 1 остовное дерево в гра-
фе выбиралось произвольно. Это означает, что гипотеза CDC следует
уже из графичности гиперграфов, двойственных к гиперграфам базис-
ных путей для такого класса остовных деревьев, который реализуется
в любом связном графе. Например, достаточно ограничиться деревьями
обхода в глубину или деревьями обхода в ширину и т. п.

Деревья обхода в глубину корневые и обладают таким свойством: кон-
цы любого ребра графа лежат на некотором пути из корня в лист. Полу-
чаем равносильное CDC ослабление гипотезы двойственности: требуется
графическая реализация лишь гиперграфов, двойственных к монотонно
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сильно древесным гиперграфам — тем которые реализуются на корневом
дереве подпутём пути из корня в лист.

Другое наблюдение состоит в том, что вторая часть доказательства
теоремы не только строит геометрически двойственный граф H ′(C,E)
для некоторого двойного покрытия циклами, но и разделяет его на ча-
сти: на рёбра из остовного дерева T и на рёбра из дополнения. Последние
задают реализацию H(C,E \T ) двойственного гиперграфа. Это позволя-
ет усилить гипотезу двойственности, требуя реализации двойственного
гиперграфа на ограниченном классе графов.

Например, рассмотрим следующие классы графов:
• утолщения звезды K1,4;
• утолщения пути P6 длины 5;
• утолщения графа-вилки F5 (дерево на 5 вершинах с вершиной сте-

пени 3).
Компьютерные эксперименты показывают, что для каждого из этих

классов и для каждого графа с не более чем 26 вершинами существу-
ет такое остовное дерево, что гиперграф, двойственный к гиперграфу
базисных циклов, реализуется в этом классе.

Это позволяет сформулировать три усиления гипотезы CDC в виде
усиления гипотезы двойственности.

Гипотеза K1,4. В любом графе без мостов существует такое остов-

ное дерево, что гиперграф, двойственный к гиперграфу базисных путей

относительно этого дерева, реализуется на утолщении K1,4.

Гипотеза P6. В любом графе без мостов существует такое остовное

дерево, что гиперграф, двойственный к гиперграфу базисных путей от-

носительно этого дерева, реализуется на утолщении P6.

Гипотеза F5. В любом графе без мостов существует такое остовное

дерево, что гиперграф, двойственный к гиперграфу базисных путей от-

носительно этого дерева, реализуется на утолщении F5.

Заметим, что из гипотез K1,4 и F5 следует гипотеза 5-CDC.

4. Алгоритмическая сложность задач графической реализации

Назовём граф алгоритмическую задачу, в которой на входе дан гипер-
граф (X,H) и нужно узнать, графический ли он. Аналогично на входе
задачи с-граф дан гиперграф (X,H) и нужно узнать, сильно графиче-
ский ли он, т. е. существует ли его реализация на простом графе.

Для класса графов G алгоритмическая задача граф(G) имеет сле-
дующий вид. Дан гиперграф (X,H). Нужно узнать, существует ли его
реализация на утолщении графа G ∈ G. Если класс состоит из одного
графа G, то задачу обозначаем граф(G).
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Для маленьких графов G задача граф(G) эффективно решается. Рас-
смотрим реализации на утолщениях графа K2, т. е. на графах, у которых
все рёбра имеют одинаковые концы. В этом случае очевидно, что реали-
зация (H,X) существует тогда и только тогда, когда каждое гиперребро
содержит нечётное число элементов. Это даёт и простой структурный
критерий, и простой алгоритм решения граф(K2), работающий за поли-
номиальное время.

Утверждение 1. Задача граф(K1,2) = граф(P3) решается за поли-

номиальное время.

Доказательство. Зададим реализацию гиперграфа (X,H) на утол-
щении пути P3 = ({1, 2, 3}, {{1, 2}, {2, 3}}) двоичным вектором размер-
ности |X|: nx = 0, если вершина x реализована ребром с концами {1, 2},
и nx = 1, если x реализована ребром с концами {2, 3}.

Степени вершин в подграфе, отвечающем ребру H ∈ H, равны соот-
ветственно

d1 = |H| −
∑

x∈H

nx, d2 = |H|, d3 =
∑

x∈H

nx.

Если |H| нечётно, то ровно две степени будут нечётными, что и требуется
для обобщённого пути. Если |H| чётно, то и d2 чётно, так что две другие
степени обязаны быть нечётными. Таким образом, существование реали-
зации равносильно разрешимости системы уравнений в поле F2 из двух
элементов ∑

x∈H

nx = 1, H ∈ H, |H| ≡ 0 (mod 2).

Разрешимость такой системы проверяется стандартными методами ли-
нейной алгебры за полиномиальное время. Утверждение 1 доказано.

Утверждение 2. Для любого гиперграфа из существования реали-

зации на утолщении P4 следует существование реализации на утолще-

нии P3.

Доказательство. Предположим, что имеется реализация гипергра-
фа (X,H) на утолщении пути P4 с множеством вершин {1, 2, 3, 4} и рёбра-
ми, соединяющими различающиеся на 1 вершины. Обозначим через Xi

множество вершин гиперграфа, соответствующих ребру {i, i + 1}. По-
строим реализацию на утолщении пути P3 с множеством вершин {1, 2, 3}
и рёбрами, соединяющими различающиеся на 1 вершины, по правилу:
вершинам из X1 ∪X3 соответствует ребро {1, 2}, а вершинам из X2 со-
ответствует ребро {2, 3}.

Докажем, что такое соответствие задаёт реализацию. Для гиперреб-
ра H ∈ H обозначим через hi число его вершин, сопоставленных ребру
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{i, i+1} в исходной реализации. Тогда в новом соответствии H отвечает
подграф со степенями вершин h1 + h3, h1 + h2 + h3, h2. Нужно доказать,
что среди этих чисел ровно два нечётных. Предположим противное. Сум-
ма степеней вершин чётна, поэтому все указанные числа чётные, т. е. h2
чётно, а h1 и h3 имеют одинаковую чётность. В реализации на P4 гипер-
ребру H отвечает подграф со степенями вершин h1, h1 + h2, h2 + h3, h3,
и при сделанном предположении чётности всех этих чисел одинаковы,
что противоречит условию реализации (ровно два из этих чисел нечёт-
ные). Утверждение 2 доказано.

Утверждение 3. Задачи граф(K1,3) и граф(С3) NP-полны.

Доказательство. Сводимость NP-полной задачи о 3-раскраске к за-
даче граф(K1,3) сопоставляет графу G его сам, но рассматриваемый как
гиперграф.

Рассмотрим простой граф G = (V,E) как гиперграф и его графиче-
скую реализацию с носителем на утолщении звезды K({0, 1, 2, . . . , k}, V ),
где рёбра звезды имеют вид {0, i}. Вершинам G соответствуют рёбра
утолщённой звезды K. Получаем раскраску вершин G: если v соответ-
ствует ребро {0, i}, то красим v в цвет i. Рёбрам G отвечают простые
пути длины 2 в K. Это означает, что построенная раскраска в k цветов
правильная. Верно и обратное: по любой правильной k-раскраске полу-
чаем реализацию на утолщении звезды.

Заметим, что множества простых путей длины 2 в звезде K1,3 и цикле
С3 одинаковы. Значит, описанная выше сводимость даёт также доказа-
тельство NP-полноты задачи граф(С3). Утверждение 3 доказано.

Заметим, что гиперграфы в построенной сводимости являются про-
стыми графами, поэтому всегда реализуются на утолщении некоторой
звезды K1,s (используем раскраску в s цветов).

Теорема 2. Задача граф(дерево) NP-полна.

Доказательство. Строим сводимость задачи о 3-раскраске к зада-
че граф(дерево). По простому графу G = (V,E) построим гиперграф
(X,H) на множестве X = V ∪{a, b, c1, c2, c3} размера 5+ |V |. Гиперрёбра
зададим так:

{a, b}, {a, ci}, {b, ci}, {ci, cj}, 1 6 i, j 6 3, i 6= j,

{a, v}, {b, v}, v ∈ V,
{a, c1, c2, c3, u, v}, {u, v} ∈ E.

Пусть T (U,X) — реализация этого гиперграфа на утолщении дерева. Ги-
перребро размера 2 всегда реализуется простым путём, поэтому у рёбер
π(a), π(b) есть ровно одна общая вершина, обозначим её u.
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Если t1t2, t2t3, t3t1 — простые пути на утолщённом дереве, то у рёбер
t1, t2, t3 обязана быть общая вершина. Тройка простых путей T (a)T (b),
T (a)T (ci), T (b)T (ci), 1 6 i 6 3, показывает, что u является концом T (ci).
Тройка T (a)T (b), T (a)T (v), T (b)T (v), v ∈ V, показывает, что u является
концом T (v). Вторые концы рёбер T (a), T (b), T (ci), T (v) обозначим через
xa, xb, xi, xv соответственно; здесь 1 6 i 6 3, v ∈ V. Вершины xa, xb, xi
различны, так как каждой паре гиперрёбер {a, b}, {a, ci}, {b, ci} из H
соответствует простой путь.

Пусть {p, q} ∈ E. Обобщённый путь

{T (a), T (c1), T (c2), T (c3), T (p), T (q)}
содержит вершины xa, xi, 1 6 i 6 3, степень хотя бы двух из них должна
быть чётной. У xa степень равна 1, так как T (a)T (p), T (a)T (q), T (b)T (p),
T (b)T (q)— простые пути. Значит, xp, xq ∈ {x1, x2, x3} и xp 6= xq.

Покрасим неизолированную вершину p в цвет i, если xp = xi. Изо-
лированные вершины красим произвольно. Получаем правильную рас-
краску графа G, так как xp 6= xq для {p, q} ∈ E. И наоборот, любая 3-рас-
краска графа G даёт реализацию гиперграфа (X,H), в которой xv = xi,
где i— цвет v.

Таким образом, получаем искомую сводимость. Ясно, что она реали-
зуется полиномиальным алгоритмом. Теорема 2 доказана.

Теорема 3. Задача граф(путь) NP-полна.

Доказательство. Задача о 4-раскраске графа также NP-полна: для
сводимости 3-раскраски к 4-раскраске достаточно добавить к графу уни-
версальную вершину, связанную со всеми остальными. Построим своди-
мость задачи о 4-раскраске к задаче граф(путь).

Ориентируем рёбра простого неориентированного графа (V,E) про-
извольным образом. Построим гиперграф (X,H) на множестве

X = {x, y} ∪ V ∪ {ae, be | e ∈ E}
размера 2 + |V |+ 2|E|. Его гиперрёбра зададим так: {x, y},

{x, y, v}, v ∈ V,
{ae, u}, {be, v}, {ae, be, u, v}, e = {u, v} ∈ E.

В последнем случае нам требуется порядок на {u, v}. Считаем, что в вы-
бранной ориентации u— начало ребра e, а v— конец.

Пусть этот гиперграф реализован на утолщении пути P (U,X), где
U = {1, 2, . . . , k}, а рёбра пути имеют вид {i, i + 1}, 1 6 i < k.

Поскольку P (x)P (y)— простой путь длины 2, у рёбер P (x), P (y) есть
ровно одна общая вершина, обозначим её d. Не ограничивая общности,
считаем, что вторые концы этих рёбер суть d− 1 и d+1 соответственно.
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Так как P (x)P (y)P (v) — обобщённый путь для любой v ∈ V, получаем
для P (v) четыре возможности: {d − 2, d − 1}, {d − 1, d}, {d, d + 1}, {d +
1, d + 2}. Покрасим вершину v в цвет c(v), равный меньшему из концов
P (v).

Докажем, что если e = {p, q} ∈ E, то c(p) 6= c(q). Достаточно прове-
рить, что P (p) и P (q) имеют разные множества концов, так как концы
P (v), v ∈ V, различаются на 1. Предположим, напротив, что P (p) =
P (q) = {i, i+ 1}. Так как P (ae)P (be)P (p)P (q) — обобщённый путь, а па-
ры рёбер P (ae), P (p) и P (be), P (q) имеют ровно один общий конец, полу-
чаем две возможности: либо оба ребра P (ae), P (be) равны {i − 1, i} или
{i+1, i+2}, либо одно из них — {i− 1, i}, а другое — {i+1, i+2}. В пер-
вом случае в подграфе с рёбрами P (ae), P (be), P (p), P (q) все вершины
имеют чётную степень, во втором все вершины имеют нечётную степень.
Тем самым этот подграф не является обобщённым путём; противоречие.

Обратно, пусть существует правильная раскраска c : V → {1, 2, 3, 4}
графа G в 4 цвета. Построим реализацию гиперграфа (X,H) на утол-
щении пути P7 с множеством вершин {0, 1, . . . , 6} и рёбрами {i, i + 1},
0 6 i < 6. Полагаем P (x) = {2, 3}, P (y) = {3, 4} и P (v) = {c(v), c(v) + 1}
для v ∈ V. Для каждого ребра e = {p, q} дополняем рёбра P (p), P (q)
рёбрами P (ae), P (be) до простого пути τ длины 4. С учётом условия
c(p) 6= c(q) есть три возможности:

1) если |c(p)− c(q) = 1|, то P (ae), P (be)— висячие рёбра в τ ;
2) если |c(p) − c(q) = 2|, то одно из рёбер P (ae), P (be) висячее в τ,

а другое лежит между P (p) и P (q);
3) если |c(p)−c(q) = 3|, то P (p), P (q)— висячие рёбра в τ, соединённые

простым путём P (ae)P (be). Теорема 3 доказана.

Теорема 4. Задача граф NP-полна.

Доказательство. Применим ту же сводимость, что в теореме 2. До-
статочно доказать, что в любой реализации вершинам a, b, ci, 1 6 i 6 3,
гиперграфа соответствуют рёбра звезды K1,5, а дальнейший анализ оста-
ётся прежним.

Любая пара этих рёбер образует путь длины 2, поэтому вместе они об-
разуют простой граф, в котором каждая пара рёбер инцидентна. Тройка
попарно инцидентных рёбер может быть реализована как цикл длины 3.
Однако уже четвёртое ребро не может быть инцидентно всем рёбрам
этого цикла. Теорема 4 доказана.

Проверка сильной графичности также трудна, так как к ней сводится
проверка графичности.

Теорема 5. Задача с-граф NP-полна.

Доказательство. Строим сводимость задачи граф к с-граф.
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По гиперграфу (X,H) построим гиперграф (Y,K), где Y представляет
собой дизъюнктное объединение двух копий X: Y = X ′∪X ′′, X ′∩X ′′ = ∅,
а каждому элементу x ∈ X соответствуют x′ ∈ X ′, x′′ ∈ X ′′.

Множество гиперрёбер K включает в себя множества вида {x′, x′′}
для всех x ∈ X и для каждого гиперребра H ∈ H обе его копии, т. е.
множество {y ∈ {x′, x′′} | x ∈ H}.

Пусть (X,H) реализуется на графе G(V,E), возможно, с кратными
рёбрами. Тогда (Y,K) реализуется на простом графе G′, полученном под-
разбиением рёбер графа G. Подразбиение ребра e с концами u,w состо-
ит в том, что к множеству вершин графа добавляется новая вершина
ve, из множества рёбер удаляется ребро e и добавляются два ребра: e′

(с концами u, ve) и e′′ (с концами ve, w). После подразбиения всех рёбер
кратных рёбер не остаётся. Если при реализации (X,H) на G гипервер-
шине x соответствует ребро e ∈ E, то реализация (Y,K) сопоставляет
паре x′, x′′ рёбра e′, e′′, полученные подразбиением e.

В обратную сторону: пусть (Y,K) реализуется на простом графе G =
(V,E). Построим граф G′(V ′, E′), V ′ ⊆ V, по следующему правилу. Каж-
дое гиперребро вида {x′, x′′} реализуется как простой путь v0v1v2. Вер-
шины v0, v2 входят в V ′. Каждая пара {v0, v2} включается в E′ (воз-
можно, несколько раз). Других вершин и рёбер в G′ нет. Вершине x
гиперграфа (X,H) сопоставим ребро G′ с концами v0, v2 простого пу-
ти, реализующего {x′, x′′} в G = (V,E). Получаем реализацию (X,H)
на G′(V ′, E′). Теорема 5 доказана.

Заключение

Связь между графическими реализациями гиперграфов и гипотезой
CDC позволяет сформулировать усиления гипотезы CDC, ограничивая
классы графов для графических реализаций. Даже если эти гипотезы
неверны, опровержение любой из них позволит лучше понять структуру
двойных покрытий циклами.

Результаты об алгоритмической сложности проверки графичности ги-
перграфа получены для общих гиперграфов. Интересно установить их
алгоритмическую сложность для сильно древесных гиперграфов.

Другой интересный открытый вопрос: можно ли для заданного класса
деревьев (например, путей) указать один универсальный граф, на утол-
щениях которого реализуются все двойственные к гиперграфам путей
на этом классе деревьев? Для путей ответ известен. В [11] доказана ги-
потеза CDC для графов, в которых есть гамильтонов путь. Конструкция
из этой работы строит по любому гиперграфу, реализованному подпутя-
ми пути, реализацию двойственного гиперграфа на утолщении графа
P2 � P3 (декартово произведение путей на 2 и 3 вершинах, т. е. (2 × 3)-
решётка). Это означает, что граф P2 � P3 универсальный для путей.
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Существуют ли универсальные графы для других классов деревьев, не-
известно.

Авторы благодарят рецензента за внимание к работе и ценные заме-
чания.
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ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ АППРОКСИМАЦИОННЫЕ СХЕМЫ
ДЛЯ ЗАДАЧ ВЫБОРА ВЕКТОРОВ И КЛАСТЕРИЗАЦИИ

С РАЗНЫМИ ЦЕНТРАМИ
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Аннотация. Рассматриваются две близкие в постановочном плане
задачи. Во-первых, общая задача кластеризации, т. е. разбиения
множества d-мерных евклидовых векторов на заданное число кла-
стеров с разными типами центров, при котором суммарная диспер-
сия будет минимальной. Под дисперсией понимается сумма квад-
ратов расстояний между элементами кластера и его центром. При
этом для одной части кластеров центр может быть выбран про-
извольно (очевидно, что в этом случае следует выбрать центро-
ид), для другой части в качестве центра должен быть выбран один
из векторов исходного множества, а для остальных кластеров цен-
трами являются заранее заданные точки. Также на входе задаются
размеры каждого кластера. Вторая рассматриваемая задача — это
задача выбора подмножества векторов заданной мощности с ми-
нимальной суммой квадратов расстояний от его элементов до цен-
троида. В статье построены полиномиальные аппроксимационные
схемы (PTAS) для обеих задач. Библиогр. 23.

Ключевые слова: кластеризация, центроид, медоид, аппрокси-
мация, PTAS-схема, задача MSSC.

Введение

В настоящей статье изучаются две задачи, связанные с кластериза-
цией множества векторов евклидова пространства на непустые подмно-
жества похожих векторов и поиском в нём одного подмножества из наи-
более похожих векторов. Такого рода задачи весьма актуальны для ана-
лиза и обработки данных, искусственного интеллекта, вычислительной
геометрии, математической статистики и дискретной оптимизации [1–3].

Исследование выполнено в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект
№ FWNF–2022–0019).
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По сути, это целый класс задач, отличающихся способами выбора кри-
териев похожести, а также ограничений на число и размеры кластеров.

Одним из наиболее часто встречающихся критериев является мини-
мизация дисперсии, под которой понимается сумма квадратов расстоя-
ний между элементами кластера и некоторой точкой, которая называет-
ся центром кластера. Определим для произвольного кластера C и его
центра x функцию

f(C, x) =
∑

y∈C

‖x− y‖2.

Обычно рассматриваются следующие ограничения на выбор центра
кластера:

а) произвольная точка (т. е. ограничений нет);
б) точка из исходного множества;
в) фиксированная (заданная) точка пространства.
Такой выбор центров можно обосновать следующим образом. Допу-

стим, что в заданной географической области имеются несколько город-
ков, в которых нужно мониторить ситуацию с помощью сенсоров. Неко-
торые сенсоры автономны, и их можно поместить куда угодно. Другие
сенсоры требуют постоянного обслуживания людьми, и поэтому их сле-
дует помещать в поселениях (городках). Также в области могут иметь-
ся уже установленные ранее сенсоры (неважно каких типов), которые
нельзя перемещать, но можно также использовать для мониторинга. По-
скольку расход энергии пропорционален квадрату расстояния от сенсора
до объекта, задачу кластеризации с разными типами сенсоров можно ин-
терпретировать как проблему размещения сенсоров двух имеющихся ти-
пов с учётом ранее установленных сенсоров, минимизируя общий расход
энергии.

Если все векторы из кластера C известны и центр кластера можно
выбрать произвольно, то нетрудно показать с помощью частных про-
изводных, что оптимальным выбором будет так называемый центроид,
определяемый как среднее значение всех векторов из кластера C:

y(C) = 1

|C|
∑

y∈C

y.

Заметим, что если это ограничение задано для всех центров класте-
ров, то получается классическая задача MSSC (minimum sum-squared
clustering) [4, 5]. Если центр кластера должен быть выбран среди точек
исходного множества, то такой центр назовём медоидом. Отметим, что
термин медоид был введён в работе [6] как представитель кластера, чьё
среднее отличие от остальных объектов кластера минимально. Хотя ме-
доиды обычно ассоциируются с задачами, в которых используется сумма
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расстояний, применение этого же термина для задач с квадратами рас-
стояний не противоречит исходному определению. Наконец, третий тип
центров кластеров (заданная точка пространства) будем называть фик-

сированным.
Основным объектом изучения является

Задача 1 (p центроидов, q медоидов, r фиксированных центров). Да-

но конечное множество векторов Y = {y1, . . . , yn} ⊂ R
d, множество точек

{z1, . . . , zr} ⊂ R
d и положительные целые числа m1, . . . ,mk, удовлетво-

ряющие соотношениям m1+ . . .+mk = n и p+q+r = k. Найти разбиение

множества Y на k кластеров C1, . . . , Ck, где |Ci| = mi для всех i = 1, . . . , k
такое, что значение

F (C1, . . . , Ck;X) =
k∑

i=1

f(Ci, xi)

было бы минимально, где X = {x1, . . . , xk} — множество центров кла-

стеров, удовлетворяющих следующим ограничениям:

• xi = y(Ci) при 1 6 i 6 p;
• xi ∈ Y при p+ 1 6 i 6 p+ q;
• xi = zi−p−q при p+ q + 1 6 i 6 k.

Другими словами, центры первых p кластеров должны быть центро-
идами, центры следующих q кластеров — медоидами, а центры послед-
них r кластеров — фиксированными точками z1, . . . , zr.

Известно, что эта задача NP-трудна даже в случае p > 1 и k = 2. Дей-
ствительно, при p = 2 и q = r = 0 получаем задачу MSSC с k = 2, NP-
трудность которой была доказана в [7] для случая нефиксированных раз-
меров кластеров (очевидно, что если вариант задачи с фиксированными
размерами кластеров полиномиально разрешим, то и задача с нефикси-
рованными размерами кластеров также полиномиально разрешима с по-
мощью полного перебора всех размеров; отсюда NP-трудность задачи
с нефиксированными мощностями кластеров влечёт NP-трудность зада-
чи с фиксированными мощностями). Первая полиномиальная аппрокси-
мационная схема (PTAS) для задачи MSSC с нефиксированными разме-
рами кластеров при k = 2 была предложена в [8]; она находит (1 + ε)-
приближённое решение за время O(n(1/ε)d). В работе [9] предложена
PTAS-схема для той же задачи с произвольным числом кластеров k, на-
ходящая (1+ ε)-приближённое решение за время O(dn2(k/ε)

O(1)
). Обе эти

PTAS-схемы рандомизированные.
Случай p = r = 1, q = 0 был рассмотрен в [10–13]. NP-трудность

задачи была сначала доказана для фиксированных [10, 11], а затем для
нефиксированных [12, 13] размеров кластеров. Для обоих вариантов за-
дачи известны 2-приближённые алгоритмы [14, 15] временной сложности
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O(n2d). Кроме того, в [16] для задачи 1 с p = r = 1 и q = 0 построена
PTAS-схема трудоёмкости O(dn1+2/ε(9/ε)3/ε).

Наконец, NP-трудность задачи 1 в случае p = q = 1, r = 0 была
доказана в [17] для фиксированных размеров кластеров, а в [18] — для
нефиксированных. В [18] также предложен 2-приближённый алгоритм
трудоёмкости O(n2d + n3) для последней задачи. Что касается случая
p = 0, то он является полиномиально разрешимым для любого k, как
показано в следующем разделе.

Основным результатом настоящей статьи является построение PTAS-
схемы для общего случая задачи 1. Ранее для случая p > 0 и q > 0 таких
схем известно не было.

Заметим, что в [19] была построена PTAS-схема для следующей близ-
кой по смыслу задачи выбора подмножества похожих векторов.

Задача 2 (выбор подмножества векторов). Дано множество векторов

Y = {y1, . . . , yn} ⊂ R
d и положительное целое m 6 n. Найти подмноже-

ство C ⊆ Y размера m, минимизирующее функцию f(C, y(C)).

Предложенная в [19] полиномиальная схема находит (1 + ε)-прибли-
жённое решение задачи 2 за время O(dn1+2/ε(9/ε)3/ε). Отметим, что
прямое применение указанной схемы для решения задачи 1 не позво-
ляет построить для неё PTAS-схему, что может быть проиллюстрирова-
но на следующем простом примере. Пусть d = 1 и Y содержит четыре
числа y1 = −2, y2 = y3 = 0 и y4 = 2. Пусть также p = q = 1, r = 0
и m1 = m2 = 2. Очевидно, что при достаточно малом ε > 0 PTAS-схема
найдёт решение C = {y2, y3} (которое является оптимальным решением
задачи 2 с таким множеством Y и m = 2). Тогда F (C,Y \ C; {0, 0}) = 8
(в качестве центра второго кластера берётся точка y2), в то время как
оптимальным решением является C1 = {y1, y2} и C2 = {y3, y4}, поскольку
F (C1, C2; {−1, 0}) = 6. Таким образом, при малом ε > 0 относительная
погрешность остаётся равной 1/3. Однако, используя одно из геометри-
ческих свойств, доказанных в [19], можно предложить иную технику, ко-
торая позволяет построить как PTAS-схему для задачи 1, так и лучшую
PTAS-схему для задачи 2.

Статья имеет следующую структуру. В разд. 1 приводятся предва-
рительные результаты, а также улучшенная PTAS-схема для задачи 2.
Основной результат статьи (а именно, PTAS-схема для задачи 1) доказы-
вается в разд. 2. Заключение завершает статью. Отметим, что укорочен-
ная версия данной статьи (без улучшенной PTAS-схемы для задачи 2)
подавалась в виде тезисов на конференцию MOTOR-2023.
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1. Предварительные результаты

В данном разделе приводятся предварительные результаты, необхо-
димые для обоснования PTAS-схемы. Отметим, что некоторые резуль-
таты известны (фольклорны), но их строгое доказательство приводится
в тексте для полноты изложения.

Прежде всего покажем, что задача 1 с k фиксированными центра-
ми полиномиально разрешима для любого заданного k. Это известный
фольклорный результат, доказательство которого можно найти, напри-
мер, в [20]. Однако, приведённое ниже доказательство более короткое,
хотя и основано на той же идее. Через x(j) обозначим j-ю координату
вектора x.

Утверждение 1 [20]. В случае p = q = 0 задача 1 разрешима за вре-

мя O(n2d+ n3).

Доказательство. Пусть z1, . . . , zr и m1, . . . ,mr являются центрами
и мощностями искомых кластеров соответственно. Заметим, что m1 +
. . .+mr = n. Для каждого i = 1, . . . , r зададим вектор ai ∈ R

n по прави-
лу ai(j) = ‖zi − yj‖2 для всех j = 1, . . . , n. Возьмём mi копий вектора ai
для каждого i = 1, . . . , r и составим из этих n векторов квадратную мат-
рицу A размера n. Тогда, очевидно, F (Y) равно оптимальному решению
задачи о назначениях для матрицы A. Поскольку задача о назначениях
решается классическим Венгерским методом [21] за время O(n3), а по-
строение матрицы A требует O(n2d) операций, исходная задача разре-
шима за время O(n2d+ n3). Утверждение 1 доказано.

Заметим, что если все элементы матрицы A являются целыми поло-
жительными числами, не превосходящими некоторой константы C, то за-
дачу о назначениях можно решить быстрее с помощью алгоритма из ра-
боты [22], а именно, за время O(M

√
n log (nC)), где через M обозначено

число ненулевых элементов матрицы A. Однако, в нашем случае этот
алгоритм может работать хуже, поскольку M = n2 − n, и даже в слу-
чае целочисленных координат векторов, константа C может оказаться
больше чем 2n.

Также заметим, что из утверждения 1 вытекает полиномиальная раз-
решимость задачи 1 в случае p = 0. Действительно, задача о поис-
ке q медоидов и r фиксированных центров сводится к решению не более
чем nq задач с q+ r фиксированными центрами (полным перебором всех
вариантов выбора медоидов).

Ключевую роль играет

Лемма 1. Пусть C ⊂ Y — произвольный кластер мощности m. То-

гда для любого положительного целого t 6 m существует подмножество
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T ∗ ⊂ C мощности t такое, что

‖y(C)− y(T ∗)‖2 6 f(C, y(C))
mt

.

Доказательство. Рассмотрим функцию g(T ) = ‖y(C)−y(T )‖2. Вы-
берем произвольное подмножество T = {y1, . . . , yt}. Тогда

g(T ) =
∥∥∥∥∥y(C)−

1

t

t∑

i=1

yi

∥∥∥∥∥

2

=
1

t2

∥∥∥∥∥ty(C)−
t∑

i=1

yi

∥∥∥∥∥

2

=
1

t2

∥∥∥∥∥

t∑

i=1

(y(C)− yi)
∥∥∥∥∥

2

=
1

t2

Å∑

y∈T

‖y(C)− y‖2 +
∑

y∈T

∑

y′∈T ,
y′ 6=y

〈y(C)− y, y(C)− y′〉
ã

.

Значит, среднее значение функции g(T ) по всем подмножествам T ⊂ C
мощности t равно

1(m
t

)
t2

∑

T ⊂C,
|T |=t

Å∑

y∈T

‖y(C) − y‖2 +
∑

y∈T

∑

y′∈T ,
y′ 6=y

〈y(C)− y, y(C)− y′〉
ã

.

Поскольку каждый y ∈ C лежит ровно в
(m−1
t−1

)
подмножествах T ⊂ C

размера t, имеем

∑

T ⊂C,
|T |=t

∑

y∈T

‖y(C) − y‖2 =
Ç

m− 1

t− 1

å∑

y∈C

‖y(C)− y‖2

=

Ç

m− 1

t− 1

å

f(C, y(C)). (1)

Очевидно, что для любого z ∈ R
d выполняется тождество

∑

y∈C

〈y(C)− y, z〉 =
≠

my(C)−
∑

y∈C

y, z

∑

= 0,

поэтому

0 =
∑

y∈C

∑

y′∈C

〈y(C)−y, y(C)−y′〉 =
∑

y∈C

‖y(C)−y‖2+
∑

y∈C

∑

y′∈C,
y′ 6=y

〈y(C)−y, y(C)−y′〉,

а значит,
∑

y∈C

∑

y′∈C,
y′ 6=y

〈y(C)− y, y(C)− y′〉 = −
∑

y∈C

‖y(C)− y‖2.
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Отметим, что каждая упорядоченная пара y, y′ ∈ C, в которой y 6= y′,
принадлежит ровно

(m−2
t−2

)
подмножествам T ⊂ C размера t. Следова-

тельно,

∑

T ⊂C,
|T |=t

∑

y∈T

∑

y′∈T ,
y′ 6=y

〈y(C)−y, y(C)−y′〉 =
Ç

m− 2

t− 2

å∑

y∈C

∑

y′∈C,
y′ 6=y

〈y(C)−y, y(C)−y′〉

= −
Ç

m− 2

t− 2

å∑

y∈C

‖y(C)− y‖2 = −
Ç

m− 2

t− 2

å

f(C, y(C)). (2)

Объединяя (1) и (2), получим формулу для среднего значения функ-
ции g(T ) по всем подмножествам мощности t:
(m−1
t−1

)
−
(m−2
t−2

)
(m
t

)
t2

f(C, y(C)) =
Å

1

mt
− t− 1

(m− 1)mt

ã

f(C, y(C)

=
(m− t)

(m− 1)mt
f(C, y(C)).

Поскольку минимальное значение функции g(T ) не превосходит её
среднего значения, найдётся подмножество T ∗ ⊂ C размера t, для кото-
рого выполняется неравенство

g(T ∗) 6
(m− t)

(m− 1)mt
f(C, y(C)) 6 f(C, y(C))

mt
.

Лемма 1 доказана.

Следующее утверждение было доказано в [19].

Утверждение 2 [19]. Для любого кластера C ⊂ Y мощности m и точ-

ки z ∈ R
d выполняется тождество

f(C, z) = f(C, y(C)) +m‖y(C)− z‖2.

Из утверждения 2 и леммы 1 следует основной инструмент для по-
строения PTAS-схемы для обеих рассматриваемых задач.

Лемма 2. Обозначим через Z множество центроидов всех кластеров

мощности не более t в множестве Y. Тогда для любого кластера C ⊂ Y
найдётся такая точка z ∈ Z, что f(C, z) 6 (1 + 1/t)f(C, y(C)).

Доказательство. Рассмотрим произвольный кластер C ⊂ Y и поло-
жим m = |C|. Ясно, что если m 6 t, то множество Z содержит центроид
кластера C и можно положить z = y(C). В противном случае рассмотрим
для кластера C подмножество T ∗ мощности t, существование которого
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доказано в лемме 1. Тогда точка z = y(T ∗) лежит в Z, и по утвержде-
нию 2 и лемме 1 получаем

f(C, z) = f(C, y(C)) +m‖y(C)− z‖2 6
Å

1 +
1

t

ã

f(C, y(C)).

Лемма 2 доказана.

Таким образом, множество Z, построенное в лемме 2, содержит не бо-
лее чем 2nt кандидатов на роль примерного центра каждого из пер-
вых p кластеров в задаче 1. Более того, для каждого такого кластера C
по крайней мере один из этих центров даёт (1+ε)-приближённое решение
для f(C, y(C)), где ε = 1/t.

Лемма 2 также позволяет построить новую PTAS-схему для задачи 2
с лучшей оценкой трудоёмкости, чем в [19]. Действительно, рассмотрим
следующий простой алгоритм.

Алгоритм 1

Вход: множество векторов Y = {y1, . . . , yn} ⊂ R
d, размер кластера

m 6 n и положительный целый параметр t 6 m.

Шаг 0. Положим Z = ∅ и рекорд R =∞.
Шаг 1. Рассмотрим все подмножества T ⊂ Y размера t и добавим

в Z центроид y(T ) каждого из рассмотренных подмножеств.
Шаг 2. Для каждого z ∈ Z рассмотрим подмножество Cz, состоящее

из m ближайших к z векторов из Y. Если f(Cz, z) < R, то обновляем
рекорд R := f(Cz, z).

Шаг 3. Обозначим через z∗ и Cz∗ точку и подмножество, на которых
достигается рекорд R.

Выход: точка z∗ и множество Cz∗.
Теорема 1. Для любого ε > 0 алгоритм 1 находит (1 + ε)-прибли-

жённое решение для задачи 2 за время O(n1+1/εd).

Доказательство. Обозначим через C∗ оптимальный кластер в за-
даче 2 и положим t = ⌈1/ε⌉. Тогда по лемме 2 существует такая точка
z′ ∈ Z, что f(C∗, z′) 6 (1 + 1/t)f(C∗, y(C∗)). Обозначим через C′ под-
множество из m ближайших к z′ векторов из Y (напомним, что это
подмножество рассматривалось на шаге 2 алгоритма 1). Тогда

f(Cz∗ , y(Cz∗)) 6 f(Cz∗, z∗) 6 f(C′, z′) 6 f(C∗, z′) 6 (1 + ε)f(C∗, y(C∗)),
так как ε > 1/t.

Множество Z содержит не более чем nt элементов. Поиск m ближай-
ших к точке z ∈ Z векторов из Y занимает O(nd) операций (детали мож-
но найти, например, в [23]). Значит, временная сложность алгоритма 2
для решения задачи 2 не превосходит O(dn1+1/ε). Теорема 1 доказана.



104 А. В. Пяткин

2. Основной результат

Предлагаемая PTAS-схема для решения задачи 1 действует следую-
щим образом. После выбора параметра t строится множество Z, содер-
жащее центроиды всех подмножеств мощности не более t в Y. Далее
множество Z рассматривается как множество кандидатов на роль при-
ближённого центра каждого из первых p кластеров (для которых центра-
ми являются центроиды) в задаче 1, множество Y — как множество воз-
можных центров для следующих q кластеров (медоиды) и одноэлемент-
ные множества {zj}— как множества центров оставшихся r кластеров
(с фиксированными центрами). Далее рассматриваются все возможные
способы выбора по одному центру для каждого кластера из соответству-
ющего ему множества кандидатов, и для каждого такого выбранного
набора центров решается задача с k фиксированными центрами с помо-
щью утверждения 1. Тогда наилучшее из найденных решений является
(1 + ε)-приближённым решением задачи 1.

Приведём теперь формальное описание аппроксимационной схемы.

Алгоритм 2

Вход: множество векторов Y = {y1, . . . , yn} ⊂ R
d, множество точек

(фиксированных центров) {z1, . . . , zr} ⊂ R
d, положительные целые числа

p, q, r,m1, . . . ,mk, удовлетворяющие соотношениям m1 + . . . + mk = n
и p+ q + r = k, а также положительный целый параметр t.

Шаг 0. Положим Z = ∅ и рекорд R =∞.
Шаг 1. Рассмотрим каждое подмножество T ⊂ Y мощности не бо-

лее t и добавим к Z его центроид y(T ).
Шаг 2. Положим Zi = Z для всех i = 1, . . . , p, а также Zi = Y для

всех i = p+ 1 . . . , p+ q и Zi = {zi−p−q} для всех i = p+ q + 1, . . . , k.

Шаг 3. Рассмотрим все возможные способы выбора точек xi ∈ Zi

для каждого i = 1, . . . , k и для каждого такого набора точек решим за-
дачу 1 с k фиксированными центрами для множества Y с помощью алго-
ритма из утверждения 1. Обозначим через C1, . . . , Ck найденные класте-
ры и положим X = {x1, . . . , xk}. Если F (C1, . . . , Ck;X) < R, то обновляем
рекорд R := F (C1, . . . , Ck;X).

Шаг 4. Обозначим через CA1 , . . . , CAk и XA = {x1, . . . , xk} кластеры
множество центров, на которых достигается рекорд R.

Выход: кластеры CA1 , . . . , CAk и XA = {x1, . . . , xk}.
Осталось доказать корректность и оценить трудоёмкость алгоритма 2.

Теорема 2. Алгоритм 2 находит (1 + ε)-приближённое решение за-

дачи 1 за время O((d+ n)nq+2+p/ε), где ε = 1/t.
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Доказательство. Докажем корректность алгоритма. Пусть класте-
ры CA1 , . . . , CAk и множество их центров XA = {x1, . . . , xk} получены
на выходе алгоритма 2. Обозначим через C∗1 , . . . , C∗k и X∗ = {x∗1, . . . , x∗k}
набор кластеров и их центров в оптимальном решении задачи 1. По лем-
ме 2 для каждого i = 1, . . . , p существует такая точка x′i ∈ Zi, что
f(C∗i , x′i) 6 (1 + ε)f(C∗i , x∗i ). Положим x′i = x∗i для всех i = p + 1, . . . , k,
и пусть X ′ = {x′1, . . . , x′k}. Тогда, очевидно, что

F (C∗1 , . . . , C∗k ;X ′) 6 (1 + ε)F (C∗1 , . . . , C∗k ;X∗). (3)

Заметим, что набор центров X ′ рассматривался на шаге 3 алгоритма 2.
Обозначим через C′1, . . . , C′k множество кластеров, найденных для набо-
ра X ′ на шаге 3. Поскольку этот набор является оптимальным решени-
ем задачи с k фиксированными центрами (заданными множеством X ′)
для множества Y, а разбиение CA1 , . . . , CAk и множество центров XA —
наилучшее решение, найденное алгоритмом 2, имеют место следующие
неравенства:

F (CA1 , . . . , CAk ;XA) 6 F (C′1, . . . , C′k;X ′) 6 F (C∗1 , . . . , C∗k ;X ′). (4)

Объединяя (3) и (4), получаем требуемое соотношение

F (CA1 , . . . , CAk ;XA) 6 (1 + ε)F (C∗1 , . . . , C∗k ;X∗).

Оценим трудоёмкость алгоритма. Очевидно, что шаги 0, 2 и 4 вы-
полняются за константное время, а шаг 1 алгоритма 2 требует O(dnt)
операций. Наиболее трудоёмким является шаг 3, на котором для каждо-
го из возможных наборов центров решается задача с фиксированными
центрами. Поскольку всего имеется не более (2nt)pnq возможных спосо-
бов выборов центров, а решение задачи с k фиксированными центрами
требует O(n2d+n3) операций по утверждению 1, трудоёмкость алгорит-
ма 2 равна O((d+ n)npt+q+2). Теорема 2 доказана.

Заключение

Основным результатом статьи является полиномиальная аппрокси-
мационная схема (PTAS) трудоёмкости O((d+n)nq+2+p/ε) для достаточ-
но общей задачи кластеризации, в которой центры первых p кластеров
являются центроидами, следующих q кластеров — медоидами, а центры
оставшихся r кластеров фиксированы (числа p, q и r известны зара-
нее, т. е. не являются частью входа). Мощности искомых кластеров со-
ставляют часть входа. Ключевая идея схемы заключается в построении
не слишком большого множества кандидатов на роли центроидов, содер-
жащего хорошее приближение для центров всех таких кластеров. Схе-
ма рассматривает все возможные комбинации выбора центров и решает
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для каждого набора задачу с k фиксированными центрами сведением
последней к задаче о назначениях.

В качестве дополнительного результата получена улучшенная PTAS-
схема для задачи выбора подмножества векторов.

Автор благодарит рецензента за тщательное изучение работы и сде-
ланные замечания, позволившие улучшить её представление.
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Abstract. Two close in statements problems are considered. The first
one is clustering, i. e. partitioning the set of d-dimensional Euclidean
vectors into the given number of clusters with different types of centers
so that the total dispersion would be minimum. By dispersion here
we mean the sum of squared distances between the elements of the
clusters and their centers. There are three types of centers: an arbitrary
point (clearly, the centroid is the best choice), a point of the initial
set (so-called medoid) or a fixed point of the space given in advance.
The sizes of the clusters are also given as a part of the input. The
second problem is the vector subset choice problem, which is finding
a subset of vectors of fixed cardinality having the minimum sum of
squared distances between its elements and the centroid. For each of
these problems a PTAS is constructed. Bibliogr. 23.
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Аннотация. Множество вершин графа называется k-дистанцион-
ным независимым, если расстояние между любыми двумя его вер-
шинами больше некоторого целого числа k > 1. В работе рассмат-
ривается задача описания n-вершинных деревьев фиксированного
диаметра d, содержащих максимально и минимально возможное
число k-дистанционных независимых множеств среди всех таких
деревьев. Задача на максимум решается для случая 1 < k < d 6 5
при всех достаточно больших значениях n. Задача на минимум су-
щественно более простая и решается для всех значений параметров
1 < k < d < n. Ил. 4, библиогр. 10.

Ключевые слова: дерево, независимое множество, k-дистанцион-
ное независимое множество, диаметр.

Введение

Независимым множеством графа называется произвольное подмно-
жество попарно не смежных его вершин. k-Дистанционным независи-

мым множеством (сокращённо k-ДНМ) графа называется подмноже-
ство его вершин, любые две из которых находятся на расстоянии более
k > 1 друг от друга. В частности, 1-ДНМ является обычным незави-
симым множеством. Диаметром diam(G) связного графа G называется
максимально возможное расстояние между двумя его вершинами. Через
ik(G) обозначается число различных k-ДНМ, которое содержит граф G.
Будем называть n-вершинное дерево диаметра d (ik, d, n)-максимальным

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект № 21–11–00194).

© Д. С. Талецкий, 2023
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((ik, d, n)-минимальным), если оно содержит максимально (минимально)
возможное число k-ДНМ среди всех таких деревьев.

Обозначим через Sd,n n-вершинное дерево диаметра d, полученное
из пути Pd присоединением n − d листьев к одному из его концов. Оче-
видно, что звезда Sn, изоморфная S2,n, является единственным (i1, 2, n)-
максимальным деревом. В [1] показано, что для всех 2 < d < n един-
ственным (i1, d, n)-максимальным деревом является граф Sd,n. С другой
стороны, (i1, d, n)-минимальные деревья устроены значительно сложнее,
и задача их описания в случае d > 8 остаётся открытой. В работе [2]
описаны (i1, d, n)-минимальные деревья при d 6 4 и произвольном n,
а также при d = 5 и всех достаточно больших n. В [3] доказаны неко-
торые важные свойства (i1, d, n)-минимальных деревьев при d > 6 и ча-
стично описана структура (i1, 6, n)-минимальных деревьев. В недавней
работе [4] описаны (i1, 6, n)-минимальные и (i1, 7, n)-минимальные дере-
вья при n > 160 и n > 400 соответственно.

На сегодняшний день известно сравнительно мало результатов, свя-
занных с k-ДНМ в графах. В [5–9] получены оценки на число k-ди-

станционной независимости графа (т. е. на наибольшую мощность его
k-ДНМ). В [10] перечисляются k-ДНМ простого пути Pn при некоторых
дополнительных ограничениях.

В настоящей работе исследуются (ik, d, n)-максимальные и (ik, d, n)-
минимальные деревья в случае k > 2. Ясно, что при k > d каждое
n-вершинное дерево диаметра d содержит ровно n + 1 k-ДНМ (каждое
k-ДНМ в этом случае содержит не более одной вершины дерева), по-
этому интерес представляет только нетривиальный случай k < d. Для
всех 1 < k < d 6 5 и n > 120 найдено (ik, d, n)-максимальное дерево T̂k,d,n
и доказано, что оно единственно. Кроме того, для всех 1 < k < d < n най-
дено (ik, d, n)-минимальное дерево Tk,d,n и указаны все тройки (k, d, n),
для которых это дерево единственно.

1. Некоторые определения и обозначения

Как обычно, через N [v] обозначается замкнутая окрестность вер-
шины v, т. е. множество, состоящее из v и всех смежных с ней вершин.
Для s > 1 обозначим через Ns[v] множество всех вершин, находящихся
на расстоянии не более чем s от вершины v.

Вершина дерева T называется предлистовой, если она смежна хотя
бы с одним его листом; центральной, если она находится на расстоянии
не более

⌊diam(T )+1
2

⌋
от всех его листьев. Как известно, деревья чётного

диаметра содержат ровно одну центральную вершину, а деревья нечёт-
ного диаметра — ровно две. Диаметральным путём дерева T называет-
ся его простой путь, содержащий diam(T ) + 1 вершин. Лист дерева T,
являющийся концом диаметрального пути T, назовём диаметральным.
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Напомним, что через ik(G) обозначается число различных k-ДНМ,
которое содержит граф G. Через i+k (G, v) (i−k (G, v)) обозначается число
k-ДНМ графа G, содержащих (не содержащих) вершину v. Нетрудно ви-
деть, что при всех n > 2 и k > 1 для любого n-вершинного дерева T и лю-
бой его вершины v имеет место строгое неравенство i+k (T, v) < i−k (T, v).
Действительно, обозначим через u произвольного соседа v. Тогда

i−k (T, v) > ik(T \N1[v]) + i+k (T, u) > ik(T \Nk[v]) = i+k (T, v).

Обозначим через M l
a,b дерево диаметра 4, центральная вершина ко-

торого смежна с l листьями, a путями P2 и b центральными вершинами
путей P3. Обозначим через Mp,q

a,b,c,d′ дерево диаметра 5, полученное из ле-
са Mp

a,b ∪M
q
c,d′ соединением центральных вершин двух его поддеревьев.

Будем использовать обозначение Ma,b для дерева M0
a,b и Mn — для n-вер-

шинного дерева Ma,b, где a 6 2 (см. рис. 1). Кроме того, через M ′
a,b,c,d′

обозначим дерево M1,0
a,b,c,d′ , а через Ma,b,c,d′ — дерево M0,0

a,b,c,d′ .

M8 M3,1
2,0,0,2

Рис. 1. Деревья M8 и M3,1
2,0,0,2

Будем называть (ik, d, n)-максимальное ((ik, d, n)-минимальное) дере-
во максимальным (минимальным), если значения параметров k, d и n
понятны из контекста.

2. Случай (i2k′ , 2k
′ + 1, n)-максимальных деревьев

Рассмотрим дерево T диаметра 2k′ +1 с центральными вершинами u
и v. Обозначим через Tu максимальное по включению поддерево T, со-
держащее вершину u и не содержащее вершины v. Аналогичным образом
определим поддерево Tv. Обозначим через lu и lv число диаметральных
листьев T, содержащихся в поддеревьях Tu и Tv соответственно.

Теорема 1. Для всех n > 2k′+2 и k′ > 1 каждое (i2k′ , 2k
′+1, n)-мак-

симальное дерево единственно и изоморфно пути P2k′ , к концам которого

присоединено
⌊
n−2k′+1

2

⌋
и
⌊
n−2k′

2

⌋
листьев соответственно.

Доказательство. Очевидно, что каждое 2k′-ДНМ дерева T содер-
жит не более одной вершины из поддерева Tu и не более одной вершины
из поддерева Tv. При этом если оно содержит ровно две вершины, то обе
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они являются диаметральными листьями T. Тогда найдётся (lu+1)(lv+1)
k-ДНМ (включая пустое множество), все элементы которых являются
диаметральными листьями. Кроме того, существует (n− lu− lv) k-ДНМ,
состоящих из одной вершины, не являющейся диаметральным листом.
Таким образом,

i2k′(T ) = (n− lu − lv) + (lu + 1)(lv + 1) = n+ lulv + 1.

Ясно, что величина lulv будет принимать наибольшее значение в слу-
чае, если T содержит минимально возможное число нелистовых вершин
и |lu − lv| 6 1. Значит, T изоморфно простому пути P2k′ , к концам кото-
рого присоединено lu и lv листьев соответственно. Считаем, что lu > lv,
тогда lu = ⌊n−2k′+1

2 ⌋ и lv = ⌊n−2k′

2 ⌋. Теорема 1 доказана.

Таким образом, в этом разделе описаны (i2, 3, n)-максимальные дере-
вья T̂2,3,n и (i4, 5, n)-максимальные деревья T̂4,5,n (см. рис. 2). Показано,
что при всех допустимых значениях n такие деревья единственны с точ-
ностью до изоморфизма.

T̂2,3,10 T̂4,5,10

Рис. 2. Деревья T̂2,3,10 и T̂4,5,10

3. Cлучай (ik, 4, n)-максимальных деревьев

Напомним, что граф S4,n является единственным с точностью до изо-
морфизма (i1, 4, n)-максимальным деревом [1]. В этом разделе покажем,
что при k ∈ {2, 3} и n > 53 граф Mn является единственным (ik, 4, n)-
максимальным деревом.

3.1. Вариант d = 4, k = 2. Пусть центральная вершина u дере-
ва T диаметра 4 смежна с l листьями, а также с m > 2 предлистовыми

вершинами u1, . . . , um. Введём обозначение L =
m∏
i=1

deg(ui).

Лемма 1. Имеет место равенство

i2(T ) = 1 +

m∑

i=1

L
deg(ui)

+ (l + 1) · L.
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Доказательство. Нетрудно видеть, что существует L 2-ДНМ, все
элементы которых являются диаметральными листьями. Тогда найдётся
(l+1) · L 2-ДНМ, не содержащих ни одной нелистовой вершины дерева.
Кроме того, для каждого 1 6 i 6 m существует L

deg(ui)
2-ДНМ, содер-

жащих вершину ui, причём каждое из них не содержит других вершин
из окрестности N [u]. Наконец, найдётся единственное 2-ДНМ {u}, содер-
жащее центральную вершину u. Лемма 1 доказана.

Для деревьев вида M l
a,b имеет место равенство L = 2a · 3b, а значит,

i2
(
M l

a,b

)
= 1 + a · 2a−1 · 3b + b · 2a · 3b−1 + (l + 1) · 2a · 3b.

Теорема 2. Для всех n > 53 единственным (i2, 4, n)-максимальным

деревом является дерево Mn.

Доказательство. Рассмотрим некоторое (i2, 4, n)-максимальное де-
рево T и докажем по шагам, что оно совпадает с Mn.

Шаг 1. Покажем, что T имеет вид M l
a,b. Пусть это не так. Тогда его

центральная вершина u смежна хотя бы с одной вершиной u0 степени
q0 > 4. Обозначим через w1 и w2 два произвольных листа, смежных с u0.
Через T1 обозначим дерево, полученное удалением этих листьев из T,
а через T2 — дерево, полученное удалением вершины u0 и всех смежных
с ней листьев из T. Заменим в дереве T рёбра u0w1 и u0w2 на uw1 и w1w2

и обозначим через T ′ получившееся дерево. Нетрудно видеть, что

i2(T ) = i2(T1) + i+2 (T,w1) + i+2 (T,w2) = i2(T1) + 2 · i−2 (T2, u),
i2(T

′) = i2(T1) + i+2 (T
′, w2) + i+2 (T

′, w1) > i2(T1) + i−2 (T1, u) + 1.

Обозначим через w3 произвольный лист, смежный с u0 в T1. Тогда

i−2 (T1, u) > (q0 − 2) · i+2 (T1, w3) > (q0 − 2) · i−2 (T2, u),
откуда i2(T ′) > i2(T ), что противоречит максимальности T.

Шаг 2. Покажем, что T имеет вид Ma,b. Пусть это не так. Тогда T

имеет вид M l
a,b, где l > 0. Если при этом a > 0, то рассмотрим дерево

M l−1
a−1,b+1. Имеют место равенства

i2
(
M l

a,b

)
= 1 + a · 2a−1 · 3b + b · 2a · 3b−1 + (l + 1) · 2a · 3b,

i2
(
M l−1

a−1,b+1

)
= 1 + (a− 1) · 2a−2 · 3b+1 + (b+ 1) · 2a−1 · 3b + l · 2a−1 · 3b+1.

Легко проверить, что при a, b, l > 0 неравенство

i2
(
M l−1

a−1,b+1

)
> i2

(
M l

a,b

)

равносильно неравенству 3a+2b+6l > 15, которое верно при всех n > 53.
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Если же a = 0, то T имеет вид M l
0,b и i2

(
M l

0,b

)
= 1+b ·3b−1+(l+1) ·3b.

Тогда при всех b, l > 1 имеем

i2
(
M l−1

2,b−1

)
= 1 + 4 · 3b−1 + 4 · (b− 1) · 3b−2 + 4 · l · 3b−1 > i2

(
M l

0,b

)
.

Таким образом, при l > 0 дерево M l
a,b не максимальное.

Шаг 3. Покажем, что T изоморфно Mn. Достаточно доказать, что
при n > 53 и a > 3 верно неравенство i2(Ma,b) < i2(Ma−3,b+2). Имеем

i2(Ma,b) = 1 + a · 2a−1 · 3b + b · 2a · 3b−1 + 2a · 3b,

i2(Ma−3,b+2) = 1 + (a− 3) · 2a−4 · 3b+2 + (b+ 2) · 2a−3 · 3b+1 + 2a−3 · 3b+2.

Поскольку при n > 53 и a > 3 верно 3a+2b > 40, требуемое неравенство
выполнено. Теорема 2 доказана.

Заметим, что при n = 52 утверждение теоремы неверно, так как

i2(M3,15) = i2(M0,17).

3.2. Вариант d = 4, k = 3. Объектом нашего изучения по-прежнему
является дерево T диаметра 4 с центральной вершиной u, смежной с l > 0
листьями, а также с предлистовыми вершинами u1, . . . , um, при этом

L =
m∏
i=1

deg(ui).

Лемма 2. Имеет место равенство i3(T ) = 1 + deg(u) + L.
Доказательство. Ясно, что существует ровно 1 + deg(u) 3-ДНМ,

содержащих хотя бы одну вершину из окрестности N [u]. Кроме того,
найдётся L 3-ДНМ, не содержащих ни одной вершины из N [u], откуда
и следует требуемое равенство. Лемма 2 доказана.

Теорема 3. При n > 5, n 6= 7 единственным (i3, 4, n)-максимальным

деревом является дерево Mn. При n = 7 деревья M7 и M3,0 и только они

(i3, 4, n)-максимальны.

Доказательство. При 5 6 n 6 7 выполнение условия теоремы лег-
ко проверить перебором всех n-вершинных деревьев диаметра 4. Предпо-
ложим, что при n > 8 найдётся (i3, 4, n)-максимальное дерево T, не изо-
морфное Mn. Аналогично предыдущей теореме проведём доказательство
по шагам.

Шаг 1. Покажем, что T имеет вид M l
a,b. Пусть это не так. Тогда

его центральная вершина u смежна с некоторой вершиной u0 такой, что
deg(u0) = q0 > 4. Обозначим через u1, . . . , um других соседей вершины u

и положим L′ =
m∏
i=1

deg(ui). Обозначим через w1 и w2 два произвольных



О деревьях заданного диаметра 117

листа, смежных с u0. Заменим в T рёбра u0w1 и u0w2 рёбрами uw1 и w1w2.
Обозначим через T ′ полученное дерево. Тогда

i3(T
′) = 1 + (deg(u) + 1) + 2 · (q0 − 2) · L′ > 1 + deg(u) + q0 · L′ = i3(T );

противоречие с максимальностью T.

Шаг 2. Покажем, что T имеет вид Ma,b. Пусть это не так. Тогда T

имеет вид M l
a,b, где l > 1, т. е. вершина u смежна хотя бы с одним

листом w. В этом случае i+3 (T,w) = 1, поскольку все вершины дере-
ва T находятся на расстоянии не более 3 от w. Рассмотрим некото-
рый диаметральный путь w1u1uu2w2 в T, заменим ребро uw ребром
u1w и обозначим через T ′ получившееся дерево. Ясно, что множество
{w,w2} является 3-НДМ в T ′, откуда i+3 (T

′, w) > 2. С другой стороны,
i−3 (T,w) = i−3 (T

′, w) = i3(M
l−1
a,b ), откуда i3(T ) < i3(T

′), что противоречит
максимальности T.

Шаг 3. Покажем, что T изоморфно Mn. Пусть это не так. Тогда T
изоморфно дереву Ma,b, где a > 3. Покажем, что i3(Ma,b) < i3(Ma−3,b+2).

Поскольку при n > 8 и a > 3 верно 2a−3 · 3b > 1, то

i3(Ma,b) = 1+ (a+ b)+ 2a · 3b < 1+ (a+ b− 1)+ 2a−3 · 3b+2 = i3(Ma−3,b+2);

противоречие с максимальностью T. Теорема 3 доказана.

4. Случай (ik, 5, n)-максимальных деревьев

4.1. Вариант d = 5, k = 2. Обозначим через T ′′ дерево M1,1
a,b,c,d′

с центральными вершинами u и v, которые смежны с листьями u′ и v′

соответственно. Обозначим через T ′ результат удаления листа v′ из T ′′,
а через T результат удаления листа u′ из T ′. Отметим, что деревья T
и T ′ изоморфны деревьям Ma,b,c,d′ и M ′

a,b,c,d′ соответственно.

Лемма 3. Имеют место равенства

i−2 (Tu, u) = 2a · 3b + a · 2a−1 · 3b + b · 2a · 3b−1,

i−2 (Tv, v) = 2c · 3d′ + c · 2c−1 · 3d′ + d′ · 2c · 3d′−1,

i2(T ) = 2a · 3b + 2c · 3d′ + i−2 (Tu, u) · i−2 (Tv, v),
i2(T

′) = i2(T ) + 2a · 3b · i−2 (Tv, v),
i2(T

′′) = i2(T
′) + 2c · 3d′ · i−2 (Tu, u) + 2a+c · 3b+d′ .

Доказательство. Первые два равенства вытекают из леммы 1. До-
кажем третье равенство. Если некоторое 2-ДНМ I дерева T содержит его
центральную вершину u (соответственно v), то все остальные вершины I
являются диаметральными листьями поддерева Tv (Tu). Кроме того, для
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каждого 2-НДМ Iu дерева Tu и каждого 2-ДНМ Iv дерева Tv, не содер-
жащих вершин u и v соответственно, множество Iu∪ Iv является 2-ДНМ
дерева T. Четвёртое равенство следует из соотношений i−2 (T

′, u′) = i2(T )
и i+2 (T

′, u′) = 2a ·3b ·i−2 (Tv, v). Аналогично пятое равенство вытекает из со-
отношений i−2 (T

′′, v′) = i2(T
′) и i+2 (T

′′, v′) = 2c ·3d′ · i−2 (Tu, u)+2a+c ·3b+d′ .
Лемма 3 доказана.

Лемма 4. При n > 120 каждое (i2, 5, n)-максимальное дерево имеет

вид Ma,b,c,d′ .

Доказательство. Предположим, что найдётся (i2, 5, n)-максималь-
ное дерево T, для которого утверждение леммы неверно. Рассмотрим
четыре случая.

Случай 1. Хотя бы одна из центральных вершин T (считаем, что
вершина u) смежна с вершиной u0 степени q0 > 4. В этом случае дей-
ствуем аналогично шагу 1 теоремы 2. Обозначим через w1 и w2 два про-
извольных листа, смежных с u0. Через T1 обозначим дерево, полученное
удалением этих листьев из T. Через T2 обозначим дерево, полученное
удалением вершины u0 и всех смежных с ней листьев из T. Заменим
в дереве T рёбра u0w1 и u0w2 на uw1 и w1w2, обозначим через T ′ полу-
чившееся дерево. Нетрудно видеть, что

i2(T ) = i2(T1) + i+2 (T,w1) + i+2 (T,w2) = i2(T1) + 2 · i−2 (T2, u),
i2(T

′) = i2(T1) + i+2 (T
′, w2) + i+2 (T

′, w1) > i2(T1) + (q0 − 2) · i−2 (T2, u) + 1.

Таким образом, i2(T ′) > i2(T ), что противоречит максимальности T.

Случай 2. Хотя бы одна из центральных вершин T (считаем, что это
вершина u) смежна с двумя различными листьями u′ и u′′. Удалим реб-
ро uu′′, добавим ребро u′u′′ и обозначим получившееся дерево через T ′.
Очевидно, что i−2 (T, u

′′) = i−2 (T
′, u′′). Кроме того, любое 2-ДНМ дерева T,

содержащее вершину u′′, является 2-ДНМ дерева T ′, поскольку оно не со-
держит вершин u и u′. Однако множество {u′′, v} является 2-ДНМ T ′,
но не является 2-ДНМ T, откуда i+2 (T

′, u′′) > i+2 (T, u
′′) и i2(T

′) > i2(T ),
что противоречит максимальности T.

Случай 3. Дерево T имеет вид M1,1
a,b,c,d′ . Напомним, что через u и v

обозначаются его центральные вершины, а через u′ и v′ — смежные с ни-
ми листья. Обозначим через T̂ результат удаления этих листьев из T.
По лемме 3 имеем

i2(T ) = i2(T̂ ) + 2a · 3b · i−2 (T̂v, v) + 2c · 3d′ · i−2 (T̂u, u) + 2a+c · 3b+d′ .

Рассмотрим дерево T ′, полученное из дерева T заменой ребра vv′ на u′v′.
Тогда

i2(T
′) = i2(T̂ ) + i+2 (T

′, v′) + i+2 (T
′, u′) = i2(T̂ ) + i−2 (T̂ , u) + 2a · 3b · i−2 (T̂v, v).
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Покажем, что i2(T ′) > i2(T ). Предполагаем, что n > 120, тем самым
2 · (a+ c) + 3 · (b+ d′) > 118. В этом случае верно неравенство

i−2 (T̂ , u) > i−2 (T̂u, u) · i−2 (T̂v , v) = 2a+c · 3b+d′ ·
Å

1 +
a

2
+
b

3

ã

·
Å

1 +
c

2
+
d′

3

ã

> 2a+c · 3b+d′ ·
Å

2 +
a

2
+
b

3

ã

= 2c · 3d′ · i−2 (T̂u, u) + 2a+c · 3b+d′ .

Таким образом, i2(T ) < i2(T
′), что противоречит максимальности T.

Случай 4. Дерево T имеет вид M ′
a,b,c,d′ . Рассмотрим все возможные

варианты и покажем, что в каждом из них T не максимально.
Вариант b > 1. Рассмотрим дерево Ma+2,b−1,c,d′ . Имеем

i2(M
′
a,b,c,d′) = 2a · 3b + 2c · 3d′

+ (2a+1 · 3b + a · 2a−1 · 3b + b · 2a · 3b−1) · i−2 (Tv, v),
i2(Ma+2,b−1,c,d′) = 2a+2 · 3b−1 + 2c · 3d′ + (2a+2 · 3b−1

+ (a+ 2) · 2a+1 · 3b−1 + (b− 1) · 2a+2 · 3b−2) · i−2 (Tv, v).
Тогда для всех b > 1 верно i2(M ′

a,b,c,d′) < i2(Ma+2,b−1,c,d′).

Вариант a > 3, b = 0. Рассмотрим дерево Ma−1,1,c,d′ . Имеем

i2(M
′
a,0,c,d′) = 2a + 2c · 3d′ + 2a−2 · (2a+ 8) · i−2 (Tv, v),

i2(Ma−1,1,c,d′) = 3 · 2a−1 + 2c · 3d′ + 2a−2 · (3a+ 5) · i−2 (Tv, v).
Тогда для всех a > 3 верно i2(M ′

a,0,c,d′) < i2(Ma−1,1,c,d′).

Вариант a 6 2, b = 0, c = 1. Рассмотрим дерево M ′
a+1,0,0,d′ . Имеем

i2(M
′
a,0,1,d′) = 2a + 2 · 3d′ + 2a−1 · 3d′−1 · (a+ 4) · (2d′ + 9),

i2(M
′
a+1,0,0,d′) = 2a+1 + 3d

′
+ 2a−1 · 3d′−1 · (2a+ 10) · (d′ + 3).

Тогда для всех a 6 2 и d′ > 7 верно i2(M ′
a,0,1,d′) < i2(M

′
a+1,0,0,d′).

Вариант a 6 2, b = 0, c = 2. Рассмотрим дерево M ′
a+2,0,0,d′ . Имеем

i2(M
′
a,0,2,d′) = 2a + 4 · 3d′ + 2a−1 · 3d′−1 · (a+ 4) · (4d′ + 24),

i2(M
′
a+2,0,0,d′) = 2a+2 + 3d

′
+ 2a−1 · 3d′−1 · (4a+ 24) · (d′ + 3).

Тогда для всех a 6 2 и d′ > 7 верно i2(M ′
a,0,2,d′) < i2(M

′
a+2,0,0,d′).

Вариант a 6 2, b = 0, c > 3. Рассмотрим дерево M ′
a,0,c−3,d′+2. Имеем

i2(M
′
a,0,c,d′) = 2a + 2c · 3d′ + 2c−4 · 3d′−1 · (48 + 24c + 16d′) · i−2 (Tu, u),

i2(M
′
a,0,c−3,d′+2) = 2a + 2c−3 · 3d′+2

+ 2c−4 · 3d′−1 · (27c+ 18d′ + 9) · i−2 (Tu, u).
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Так как a 6 2, то 3c+ 2d′ > 40, а значит, i2(M ′
a,0,c,d′) > i2(M

′
a,0,c−3,d′+2).

Вариант a = 1, b = c = 0. Рассмотрим дерево M0,3,0,d′−2. Имеем

i2(M
′
1,0,0,d′) = 2 + 3d

′
+ 5 · (3d′ + d′ · 3d′−1),

i2(M0,3,0,d′−2) = 27 + 3d
′−2 + 54 · (3d′−2 + (d′ − 2) · 3d′−3).

Тогда для всех d′ > 12 верно i2(M ′
1,0,0,d′) < i2(M0,3,0,d′−2).

Вариант a = 2, b = c = 0. Рассмотрим дерево M1,3,0,d′−2. Имеем

i2(M
′
2,0,0,d′) = 4 + 3d

′
+ 12 · (3d′ + d′ · 3d′−1),

i2(M1,3,0,d′−2) = 54 + 3d
′−2 + 135 · (3d′−2 + (d′ − 2) · 3d′−3).

Тогда для всех d′ > 3 верно i2(M ′
2,0,0,d′) < i2(M1,3,0,d′−2). Лемма 4 дока-

зана.

Лемма 5. Пусть (i2, 5, n)-максимальное дерево T имеет вид Ma,b,c,d′ .
Если при этом 3a+ 2b > 40, то a 6 2. Если же 3c+ 2d′ > 40, то c 6 2.

Доказательство. Предположим, что 3a+ 2b > 40 и a > 3. По лем-
ме 3 имеют место соотношения

i2(Ma,b,c,d′) = 2a · 3b + 2c · 3d′ + 2a · 3b ·
Å

1 +
a

2
+
b

3

ã

· i−2 (Tv , v),

i2(Ma−3,b+2,c,d′) = 2a−3 · 3b+2 + 2c · 3d′

+ 2a−3 · 3b+2 ·
Å

1

6
+
a

2
+
b

3

ã

· i−2 (Tv, v).

Легко проверить, что в случае 3a + 2b > 40 имеет место неравен-
ство i2(Ma,b,c,d′) < i2(Ma−3,b+2,c,d′), что противоречит максимальности T.
Случай 3c+ 2d′ > 40 рассматривается аналогично. Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Если n > 120, то каждое (i2, 5, n)-максимальное дерево

имеет вид Ma,b,c,d′ , при этом |(3a + 2b)− (3c+ 2d′)| 6 2.

Доказательство. По лемме 4 каждое максимальное дерево имеет
видMa,b,c,d′ .Предположим, что 3a+2b+3 6 3c+2d′. Если d′ = 0, то c 6 13
по лемме 5, откуда 3a + 2b 6 36 и n < 120, что противоречит условию
леммы. Если же d′ > 1, то рассмотрим дерево Ma,b+1,c,d′−1. Имеем

i2(Ma,b,c,d′) = 2a · 3b + 2c · 3d′ + 2a+c · 3b+d′ ·
Å

1 +
a

2
+
b

3

ã

·
Å

1 +
c

2
+
d′

3

ã

,

i2(Ma,b+1,c,d′−1) = 2a · 3b+1 + 2c · 3d′−1

+ 2a+c · 3b+d′ ·
Å

4

3
+
a

2
+
b

3

ã

·
Å

2

3
+
c

2
+
d′

3

ã

.
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Из этих соотношений следует неравенство

i2(Ma,b+1,c,d′−1)− i2(Ma,b,c,d′) >

2a+c−1 · 3b+d′−2(3c+ 2d′ − 3a− 2b− 2)− 2c+1 · 3d′−1.

Предполагаем, что 2a+3b+2c+3d′ > 118 и 3c+2d′ > 3a+2b+3. Тогда,
как нетрудно проверить, выполнено хотя бы одно из неравенств 2a−2 ·
3b−1 > 1 и 3c + 2d′ > 3a + 2b + 14, откуда i2(Ma,b+1,c,d′−1) > i2(Ma,b,c,d′),
что противоречит экстремальности Ma,b,c,d′ . Лемма 6 доказана.

Теорема 4. Для всех n > 120 максимальное дерево T̂2,5,n единствен-

но, при этом

T̂2,5,n =





M1,p−1,1,p−1, если n = 6p,

M1,p−1,0,p, если n = 6p+ 1,

M0,p,0,p, если n = 6p+ 2,

M2,p−2,0,p+1, если n = 6p+ 3,

M1,p−1,0,p+1, если n = 6p+ 4,

M0,p+1,0,p, если n = 6p+ 5.

Доказательство. Назовём дерево вида Ma,b,c,d′ подходящим, если
выполнены условия |(3a+2b)− (3c+2d′)| 6 2 и max(a, c) 6 2. Покажем,
что при n > 120 искомое дерево T̂2,5,n подходящее. Достаточно проверить
условие max(a, c) 6 2. Если 3a + 2b 6 39, то 3c + 2d′ 6 41 по лемме 6.
Тогда 2a+3b+2c+3d′ 6 117, что противоречит предположению. Случай
3c+2d′ 6 39 рассматривается аналогично. Если же min(3a+2b, 3c+2d′) >
40, то max(a, c) 6 2 по лемме 5, что и требовалось. Считаем, что c 6 a 6 2
и, если a = c, то b > d′ (так как деревья Ma,b,c,d′ и Ma,d′,c,b в этом случае
совпадают).

Случай n = 6p. Здесь сумма 2a + 3b + 2c + 3d′ + 2 кратна 3, отку-
да a + c = 2. Найдутся три подходящих дерева: M1,p−1,1,p−1, M2,p−2,0,p

и M2,p−3,0,p+1. Тогда

i2(M1,p−1,1,p−1) = 4 · 3p−1 + (3p + 2 · (p − 1) · 3p−2)2,

i2(M2,p−2,0,p) = 13 · 3p−2 + (8 · 3p−2 + 4 · (p− 2) · 3p−3) · (3p + p · 3p−1),

i2(M2,p−3,0,p+1) = 85 · 3p−3 + (8 · 3p−3 + 4 · (p − 3) · 3p−4) · (4 · 3p + p · 3p).
Нетрудно проверить, что при всех p > 20 дерево M1,p−1,1,p−1 будет един-
ственным (i2, 5, 6p)-максимальным.

Случай n = 6p + 1. Здесь a + c ∈ {1, 4}. Найдутся два подходящих
дерева: M1,p−1,0,p и M2,p−1,2,p−2. Нетрудно проверить, что i2(M1,p−1,0,p) >
i2(M2,p−1,2,p−2) при p > 20.
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Случай n = 6p+2. В этом случае a+ c ∈ {0, 3}. Найдутся два подхо-
дящих дерева:M0,p,0,p иM2,p−2,1,p.Нетрудно проверить, что i2(M0,p,0,p) >
i2(M2,p−2,1,p) при p > 20.

Случай n = 6p+ 3. Здесь a+ c = 2, деревья M1,p,1,p−1 и M2,p−2,0,p+1

подходящие и нетрудно проверить, что i2(M2,p−2,0,p+1) > i2(M1,p,1,p−1)
при p > 20.

Случай n = 6p + 4. В этом случае a + c ∈ {1, 4}. Найдутся два
подходящих дерева: M1,p−1,0,p+1 и M2,p−1,2,p−1. Нетрудно проверить, что
i2(M1,p−1,0,p+1) > i2(M2,p−1,2,p−1) при p > 20.

Случай n = 6p+5. Здесь a+c ∈ {0, 3}, деревья M0,p+1,0,p и M2,p−1,1,p

подходящие и нетрудно проверить, что i2(M0,p+1,0,p) > i2(M2,p−1,1,p) при
p > 20. Теорема 4 доказана.

4.2. Вариант d = 5, k = 3. Объектом нашего изучения по-прежнему
является дерево T диаметра 5 с центральными вершинами u и v, кото-
рые смежны с вершинами u1, . . . , up и v1, . . . , vq соответственно. Введём

обозначения Lu =
p∏

i=1
deg(ui) и Lv =

q∏
i=1

deg(vi).

Лемма 7. Имеет место равенство

i3(T ) = 2 + (deg(u)− 1) · Lv + (deg(v)− 1) · Lu + Lu · Lv.
Доказательство. Ясно, что существует ровно два 3-ДНМ, содер-

жащих хотя бы одну из центральных вершин T. Кроме того, существует
(deg(u)− 1) · Lv 3-ДНМ, содержащих хотя бы одну из вершин u1, . . . , up
и (deg(v)−1) ·Lu 3-ДНМ, содержащих хотя бы одну из вершин v1, . . . , vq.
Наконец, найдётся Lu · Lv 3-ДНМ, все элементы которых являются диа-
метральными листьями T. Лемма 7 доказана.

Заметим, что для дерева Ma,b,c,d′ выполнено соотношение

i3(Ma,b,c,d′) = 2 + (a+ b) · 2c · 3d′ + (c+ d′) · 2a · 3b + 2a+c · 3b+d′ .

Лемма 8. Каждое (i3, 5, n)-максимальное дерево T имеет видMa,b,c,d′ ,
при этом max(a, c) 6 2.

Доказательство снова проведём по шагам.

Шаг 1. Покажем, что T имеет вид Mp′,q′

a,b,c,d′ . Пусть это не так. Тогда
найдётся хотя бы одна предлистовая вершина u0 степени q0 > 4, смежная
с одной из центральных вершин (считаем, что с вершиной u). Обозначим
соседей u, отличных от v и u0, через u1, . . . , up, а соседей v, отличных от u,

через v1, . . . , vq. Положим L′u =
p∏

i=1
deg(ui), если p > 1, и L′u = 1, если

p = 0. Обозначим через w1 и w2 два произвольных листа, смежных с u0.
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Заменим в дереве T рёбра u0w1 и u0w2 рёбрами uw1 и w1w2, обозначим
через T ′ получившееся дерево. Тогда

i3(T ) = 2 + (deg(u)− 1) · Lv + (deg(v) − 1) · q0 · L′u + q0 · L′u · Lv,
i3(T

′) = 2+ deg(u) · Lv + (deg(v)− 1) · 2 · (q0− 2) · L′u +2 · (q0− 2) · L′u · Lv.
Поскольку q0 > 4, то i3(T ′) > i3(T ) и T не максимальное; противоре-

чие.
Шаг 2. Покажем, что T имеет вид Ma,b,c,d′ . Предположим, что это

не так и хотя бы одна из центральных вершин (например, вершина u)
смежна с листом u′. Рассмотрим в дереве T некоторый диаметральный
путь u2u1uvv1v2. Удалим ребро uu′ и добавим ребро u1u′, обозначим че-
рез T ′ получившееся дерево. Ясно, что i−3 (T, u

′) = i−3 (T
′, u′). Поскольку

каждое 3-ДНМ дерева T, содержащее u′, не содержит других вершин
поддерева Tu и вершин из окрестности N [v], оно является 3-ДНМ дере-
ва T ′. С другой стороны, множество {u′, v1} не является 3-ДНМ дерева T,
но является 3-ДНМ дерева T ′, откуда i3(T ) < i3(T

′); противоречие.
Шаг 3. Покажем, что max(a, c) 6 2. Предположим, что a > 3. Тогда

i3(Ma,b,c,d′) = 2 + (a+ b) · 2c · 3d′ + (c+ d′) · 2a · 3b + 2a+c · 3b+d′ ,

i3(Ma−3,b+2,c,d′) = 2 + (a+ b− 1) · 2c · 3d′

+ (c+ d′) · 2a−3 · 3b+2 + 2a+c−3 · 3b+d′+2.

Ясно, что i3(Ma−3,b+2,c,d′) > i3(Ma,b,c,d′) при a > 3 и min(c, d′) > 0, что
противоречит максимальности T. Случай c > 3 рассматривается анало-
гично. Лемма 8 доказана.

Лемма 9. Для всех n > 13 каждое (i3, 5, n)−максимальное дерево

имеет вид Ma,b,c,d′ , при этом либо min(a, c) = 0 и min(b, d′) = 1, либо

min(b, d′) = 0.

Доказательство. Предположим, что некоторое максимальное де-
рево T имеет вид Ma,b,c,d′ и при этом либо min(a, c) = 0 и min(b, d′) > 2,
либо min(a, b, c, d′) > 1 и max(a, b, c, d′) > 2. Введём обозначение

j3(Ma,b,c,d′) = i3(Ma,b,c,d′)−2−2a+c ·3b+d′ = (a+ b) ·2c ·3d′ +(c+d′) ·2a ·3b.
По предположению деревья Ma,b−1,c,d′+1 иMa,b+1,c,d′−1 существуют и име-
ют диаметр 5. При этом, так как дерево Ma,b,c,d′ максимально, имеем

i3(Ma,b,c,d′) > max(i3(Ma,b−1,c,d′+1), i3(Ma,b+1,c,d′−1)).

Тем самым j3(Ma,b,c,d′) > max(j3(Ma,b−1,c,d′+1), j3(Ma,b+1,c,d′−1)) и выпол-
няется система неравенств
®

2c3d
′
(a+ b) + 2a3b(c+ d′) > 2c3d

′+1(a+ b− 1) + 2a3b−1(c+ d′ + 1),

2c3d
′
(a+ b) + 2a3b(c+ d′) > 2c3d

′−1(a+ b+ 1) + 2a3b+1(c+ d′ − 1).
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Преобразуя эту систему, получаем
®

(2c + 2d′ − 1) · 2a · 3b−1 > (2a+ 2b− 3) · 2c · 3d′ ,
(2a + 2b− 1) · 2c · 3d′−1 > (2c+ 2d′ − 3) · 2a · 3b,

откуда следует неравенство
2a+ 2b− 1

2c+ 2d′ − 3
> 9 · 2a+ 2b− 3

2c+ 2d′ − 1
.

Поскольку min(a + b, c + d′) > 2, данное неравенство имеет решения
лишь в случае a+b = c+d′ = 2. По предположению это возможно только
при a = c = 0 и b = d′ = 2. В этом случае i3(M0,2,0,2) < i3(M2,0,1,2). Таким
образом, каждое дерево Ma,b,c,d′ , не удовлетворяющее условию леммы,
не максимальное, что и требовалось. Лемма 9 доказана.

Теорема 5. Для всех n > 11 максимальное дерево T̂3,5,n единственно,

при этом

T̂3,5,n =





M2,0,0,q−2, если n = 3q,

M1,0,0,q−1, если n = 3q + 1,

M2,0,1,q−2, если n = 3q + 2.

Доказательство. Назовём максимальное дерево подходящим, если
оно имеет вид Ma,b,c,d′ , где c 6 a 6 2 и либо min(a, c) = 0 и min(b, d′) = 1,

либо min(b, d′) = 0. По леммам 8 и 9 при n > 13 искомое дерево T̂3,5,n
подходящее. Считаем, что если a = c, то b 6 d′ (так как деревья Ma,b,c,d′

и Ma,d′,c,b в этом случае совпадают).
Случай n = 3q.

Вариант q = 4. По лемме 4 каждое (i3, 5, 12)-максимальное дерево
имеет вид Ma,b,c,d′ , где max(a, c) 6 2. Поскольку число вершин дерева
чётно, то b+ d′ ∈ {0, 2}, откуда b+ d′ = a+ c = 2. Так как

i3(M2,0,0,2) > max(i3(M1,1,1,1), i3(M1,0,1,2), i3(M2,1,0,1)),

дерево M2,0,0,2 единственное (i3, 5, 12)-максимальное.
Вариант q > 5. Если a = c = 1, то единственным подходящим дере-

вом является M1,0,1,q−2, при этом i3(M1,0,1,q−2) = 2 · 3q−1 + 2q. Если же
a = 2 и c = 0, то найдутся три подходящих дерева: M2,0,0,q−2, M2,q−3,0,1

и M2,1,0,q−3. При этом i3(M2,0,0,q−2) = 2 · 3q−1 + 4q − 6, i3(M2,q−3,0,1) =
16 · 3q−3 + 2q и i3(M2,1,0,q−3) = 5 · 3q−2 + 12q − 34. Поскольку при всех
q > 5 верно неравенство

i3(M2,0,0,q−2) > max(i3(M1,0,1,q−2), i3(M2,q−3,0,1), i3(M2,1,0,q−3)),

дерево M2,0,0,q−2 единственное (i3, 5, 3q)-максимальное.
Случай n = 3q +1. Если a = 1 и c = 0, то найдутся три подходящих

дерева: M1,0,0,q−1, M1,q−2,0,1 и M1,1,0,q−2, при этом i3(M1,0,0,q−1) = 3q+2q,
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i3(M1,q−2,0,1) = 8 · 3q−2 + 2q и i3(M1,1,0,q−2) = 8 · 3q−2 + 6q − 10. Если
же a = c = 2, то единственным подходящим деревом является дерево
M2,0,2,q−3, при этом i3(M2,0,2,q−3) = 8 · 3q−2 +4q− 2. Поскольку при q > 4
верно

i3(M1,0,0,q−1) > max(i3(M1,q−2,0,1), i3(M1,1,0,q−2), i3(M2,0,2,q−3)),

дерево M1,0,0,q−1 единственное (i3, 5, 3q + 1)-максимальное.

Случай n = 3q + 2.

Вариант q = 3. По лемме 8 каждое (i3, 5, 11)-максимальное дерево
имеет вид Ma,b,c,d′ , где max(a, c) 6 2. Поскольку число вершин дерева
нечётно, то b+ d′ ∈ {1, 3}, тогда a+ c ∈ {0, 3}. Имеем

i3(M2,0,1,1) > max(i3(M0,1,0,2), i3(M2,1,1,0)),

а значит, дерево M2,0,1,1 единственное (i3, 5, 11)-максимальное.

Вариант q > 4. Если a = c = 0, то единственным подходящим дере-
вом является M0,1,0,q−1, при этом i3(M0,1,0,q−1) = 4 ·3q−1+3q−1. Если же
a = 2 и c = 1, то найдутся два подходящих дерева: M2,q−2,1,0 и M2,0,1,q−2,
при этом i3(M2,q−2,1,0) = 4 ·3q−1+2q+2 и i3(M2,0,1,q−2) = 4 ·3q−1+4q−2.
Поскольку

i3(M2,0,1,q−2) > max(i3(M0,1,0,q−1), i3(M2,q−2,1,0)),

дерево M2,0,1,q−2 единственное (i3, 5, 3q+2)-максимальное. Теорема 5 до-
казана.

Заметим, что при n = 10 условие теоремы не выполнено, поскольку
i3(M2,0,2,0) > i3(M1,0,0,2).

5. Cлучай (ik, d, n)-минимальных деревьев

Напомним, что задача описания (i1, d, n)-минимальных деревьев оста-
ётся открытой при d > 8. В этом разделе для всех 1 < k < d < n постро-
ено (ik, d, n)-минимальное дерево Tk,d,n и указаны все тройки (k, d, n),
при которых оно единственно. Кроме того, описаны все минимальные
деревья в случае 1 < k < d 6 5.

Из определения k-ДНМ следует, что при n, k > 1 верно равенство

ik(Pn) = ik(Pn−1) + ik(Pn−k−1),

где ik(P−s) = 1 при 0 6 s 6 k. Заметим, что ik(Pn) = n + 1 при 0 6 n 6

k + 1.

Лемма 10. Пусть k > 2 и 1 6 m 6 n− 1. Тогда

ik(Pn) < ik(Pm) · ik(Pn−m).
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Доказательство. Индукция по n при фиксированном k > 2. База
индукции n 6 k+1 очевидна. По предположению индукции имеют место
соотношения

ik(Pn−1)

ik(Pn−m−1)
6 ik(Pm),

ik(Pn−k−1)

ik(Pn−m−k−1)
6 ik(Pm).

Первое неравенство переходит в равенство лишь в случае m = n− 1,
но тогда, очевидно, второе неравенство строгое. Таким образом, верно
строгое неравенство

ik(Pn)

ik(Pn−m)
=

ik(Pn−1) + ik(Pn−k−1)

ik(Pn−m−1) + ik(Pn−m−k−1)
< ik(Pm).

Лемма 10 доказана.

Обозначим через Tk,d,n дерево, полученное из пути Pd+1 присоедине-
нием n−d−1 листьев либо к его k-ой от конца вершине, если d > 2k−2,
либо к его центральной вершине, если d 6 2k − 2. Определим дерево
T ′
k,d,n следующим образом. Если d чётно, то T ′

k,d,n получается из пути
Pd+1 присоединением n − d − 1 листьев к одной из вершин, смежной
с центральной вершиной пути (см. рис. 3). Если же d нечётно, то T ′

k,d,n
получается из пути Pd+1 присоединением листа к одной из его централь-
ных вершин и n− d− 2 листьев — к другой из его центральных вершин.

T4,6,10

T ′
4,6,10

Рис. 3. Деревья T4,6,10 и T ′
4,6,10

Теорема 6. При всех значениях 1 < k < d < n дерево Tk,d,n будет

(ik, d, n)-минимальным. Кроме того, оно единственное минимальное, если

и только если выполнено одно из следующих условий:

1) n = d+ 1;
2) n = d+ 2 и d > 2k − 3;
3) n > d+ 3 и либо d = 2k − 2, либо d > 3k − 3.

Доказательство. Рассмотрим три случая.
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Случай n = d+1. Единственным (d+1)-вершинным деревом диамет-
ра d является путь Pd+1, совпадающий с деревом Tk,d,d+1. Таким образом,
это единственное (ik, d, d + 1)-минимальное дерево.

Случай n > d+ 3. Рассмотрим два варианта.

Вариант d 6 2k − 2. По определению дерева Tk,d,n все его листья,
не лежащие на диаметральном пути, смежны с одной из центральных
вершин. Тогда каждый из этих листьев находится на расстоянии не бо-
лее k от всех остальных вершин дерева и

ik(Tk,d,n) = ik(Pd+1) + (n− d− 1).

Докажем, что ik(T ) > ik(Tk,d,n) для любого n-вершинного дерева T диа-
метра d. Зафиксируем некоторый диаметральный путь P в дереве T.
Ясно, что T содержит ровно ik(Pd+1) k-ДНМ, содержащих только вер-
шины P и не менее чем n − d − 1 k-ДНМ, содержащих хотя бы одну
вершину не из P, откуда сразу же вытекает требуемое неравенство.

Если d = 2k− 2, то равенство ik(T ) = ik(Tk,d,n) возможно лишь в том
случае, когда все вершины T, не принадлежащие P, являются листья-
ми, смежными с центральной вершиной T. Поскольку при чётном зна-
чении d центральная вершина единственна, дерево Tk,d,n единственное
минимальное. Если же d < 2k − 2, то ik(Tk,d,n) = ik(T

′
k,d,n), причём де-

ревья Tk,d,n и T ′
k,d,n не совпадают. Значит, дерево Tk,d,n не единственное

минимальное.

Вариант d > 2k − 2. Поскольку для каждого листа дерева Tk,d,n,
не лежащего на его диаметральном пути, вершины на расстоянии более k
от него образуют путь Pd−2k+2, имеет место равенство

ik(T
′
k,d,n) = ik(Pd+1) + (n− d− 1) · ik(Pd−2k+2).

Докажем, что ik(T ) > ik(Tk,d,n) для любого n-вершинного дерева T диа-
метра d. Зафиксируем в T некоторый диаметральный путь P. Для лю-
бой вершины u, не лежащей на P, найдётся хотя бы d − 2k + 2 вершин
P на расстоянии более k от u. При этом такие вершины образуют либо
один простой путь, либо два простых пути. Тогда по лемме 10 имеем

ik(T ) > ik(Pd+1) + (n− d− 1) · min
06m6d−2k+2

(ik(Pm) · ik(Pd−2k+2−m))

= ik(Pd+1) + (n− d− 1) · ik(Pd−2k+2) = ik(Tk,d,n).

Равенство ik(T ) = ik(Tk,d,n) означает, что каждая вершина T, не ле-
жащая на P, является листом, находящимся на расстоянии k от одного
из концов P, и все такие листья находятся на расстоянии не более k
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друг от друга. При d > 2k − 2 путь P содержит две различные верши-
ны, находящиеся на расстоянии k − 1 от одного из его концов, обозна-
чим их через v1 и v2. Тогда каждый лист T, не лежащий на P, сме-
жен с одной из этих вершин. При этом если T не изоморфно Tk,d,n,
то min(deg(v1),deg(v2)) > 3. Поскольку расстояние между v1 и v2 не пре-
восходит k−2, путь P содержит не более 3k−3 вершин и T имеет диаметр
не более 3k − 4. Значит, при d > 3k − 3 дерево Tk,d,n единственно, что
и требовалось.

Случай n = d+ 2.

Вариант d > 2k − 2. Из рассуждений предыдущего случая следует,
что единственное (ik, d, d + 2)-минимальное дерево получается из пути
Pd+1 присоединением листа к его k-ой от конца вершине. Значит, оно
совпадает с деревом Tk,d,d+2.

Вариант d ∈ {2k − 2, 2k − 3}. Ясно, что ik(Tk,d,d+2) = ik(Pd+1) + 1.
Рассмотрим произвольное (d + 2)-вершинное дерево T диаметра d. Оно
состоит из диаметрального пути Pd+1 и некоторого листа u, не лежащего
на нём. При этом если T не совпадает с Tk,d,d+2, то лист u не смежен
с центральной вершиной пути, откуда i+k (T, u) > 1 и ik(T ) > ik(Tk,d,d+2),
тогда дерево Tk,d,d+2 единственное минимальное.

Вариант d < 2k − 3. Обозначим через T ′′
k,d,d+2 дерево, полученное

из пути Pd присоединением листа к его вершине, которая смежна с одной
из центральных вершин. Тогда ik(Tk,d,d+2) = ik(T

′′
k,d,d+2) = ik(Pd+1) + 1

и дерево Tk,d,d+2 минимально, но не единственно. Теорема 6 доказана.

Дадим явное описание всех (ik, d, n)-минимальных деревьев в случае
1 < k < d 6 5.

Следствие 1. Для всех n > 4 единственным (i2, 3, n)-минимальным

деревом является граф S3,n, при этом i2(S3,n) = 2n − 2.

Следствие 2. Для всех n > 5 верны следующие утверждения.

1) Единственным (i2, 4, n)-минимальным деревом является граф S4,n,
при этом i2(S4,n) = 3n − 6.

2) Единственным (i3, 4, n)-минимальным деревом являетсяMn−5
2,0 , при

этом i3(M
n−5
2,0 ) = n+ 2.

Следствие 3. Для всех n > 6 верны следующие утверждения.

1) Единственным (i2, 5, n)-минимальным деревом является граф S5,n,
при этом i2(S5,n) = 4n − 11.

2) При k ∈ {3, 4} каждое (ik, 5, n)-максимальное дерево имеет вид

Mp,q
1,0,1,0, где p + q = n − 6, при этом i3

(
Mp,q

1,0,1,0

)
= 2n − 2 и i4

(
Mp,q

1,0,1,0

)
=

n+ 2.
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Отметим, что число попарно неизоморфных (ik, 5, n)-максимальных
деревьев при k ∈ {3, 4} растёт линейно от n (см. рис. 4).

Рис. 4. Два попарно не изоморфных (i3, 5, 10)-минимальных дерева
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Abstract. The set of vertices of a graph is called distance-k indepen-
dent if the distance between any two of its vertices is greater than some
integer k > 1. In this paper we describe n-vertex trees with a given
diameter d which have maximum and minimum possible number of
distance-k independent sets among all such trees. The maximum prob-
lem is solved for the case 1 < k < d 6 5. The minimum problem is
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