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ВЫПУКЛОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ БУЛЕВОЙ ФУНКЦИИ
И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ

Д. Н. Баротов

Финансовый университет при Правительстве Российской Федерации,
4-й Вешняковский пр-д, 4, 109456 Москва, Россия

E-mail: dnbarotov@fa.ru

Аннотация. Строится выпуклое продолжение произвольной бу-
левой функции на множество [0, 1]n. Более того, доказывается, что
для любой булевой функции f(x1, x2, . . . , xn), не имеющей соседних
точек на множестве supp f , построенная функция fC(x1, x2, . . . , xn)
является единственным суммарно максимально выпуклым продол-
жением на [0, 1]n. На базе этого, в частности, конструктивно утвер-
ждается, что задача решения произвольной системы булевых урав-
нений может быть сведена к задаче минимизации функции, любой
локальный минимум которой в искомой области является глобаль-
ным минимумом, и тем самым для этой задачи проблема локальных
минимумов полностью решается. Библиогр. 15.

Ключевые слова: выпуклое продолжение функции, система бу-
левых уравнений, SAT, безусловная оптимизация, булева функция,
локальный минимум.

Введение

Системы булевых уравнений являются важным объектом в матема-
тике, компьютерных и прикладных науках, появляющимся повсеместно
в различном виде [1–5]. В связи с этим, с одной стороны, для таких си-
стем разрабатываются новые направления, методы и алгоритмы, а с дру-
гой — совершенствуются существующие направления, методы и алгорит-
мы решения таких систем. Одно из направлений заключается в том, что,
во-первых, система булевых уравнений, заданная над кольцом булевых
полиномов, трансформируется в систему уравнений над полем действи-
тельных чисел, а во-вторых, трансформированная система сводится ли-
бо к задаче численной минимизации соответствующей целевой функции
[6–8], либо к задаче MILP или QUBO [9], либо к системе полиномиальных

© Д. Н. Баротов, 2024



6 Д. Н. Баротов

уравнений, решаемой на множестве целых чисел [1], либо к эквивалент-
ной системе полиномиальных уравнений, решаемой символьными мето-
дами [10]. Имеется много способов, позволяющих трансформировать си-
стему булевых уравнений в задачу непрерывной минимизации, посколь-
ку принципиальное отличие таких методов от «переборных» алгоритмов
локального поиска — на каждой итерации алгоритма сдвиг по антигра-
диенту производится по всем переменным одновременно [2, 3, 6–8, 11–14].
Однако, одна из основных проблем, возникающая при применении этих
способов, состоит в том, что минимизируемая целевая функция в иско-
мой области может иметь множество локальных минимумов, что зна-
чительно усложняет их практическое использование [2, 3, 6–8, 11, 12].
По теореме Д. Н. Баротова полилинейное продолжение булевой функции
тоже играет важную роль в том числе и для уменьшения числа локаль-
ных минимумов целевой функции [3, 11]. По данной тематике недавно
в [11] были найдены явные формы полилинейных продолжений для про-
извольных функций, определённых на множестве вершин n-мерного еди-
ничного куба, произвольного куба и параллелепипеда, и в каждом кон-
кретном случае была доказана единственность соответствующего поли-
линейного продолжения. С учётом этого в данной работе конструирует-
ся выпуклое продолжение произвольной булевой функции на множество
[0, 1]n. Доказывается, что для любой булевой функции f , не имеющей
соседних точек на множестве supp f , построенная функция fC является
не только выпуклым продолжением f на [0, 1]n, но и её единственным
суммарно максимально выпуклым продолжением на [0, 1]n. На основе
этого конструктивно утверждается, что задача решения произвольной
системы булевых уравнений может быть сведена к задаче минимизации
функции, любой локальный минимум которой в искомой области явля-
ется глобальным минимумом, и тем самым для этой задачи проблема
локальных минимумов полностью решается.

1. Определения и обозначения

Пусть Bn = {b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ {0, 1}n}— множество всех двоичных
слов (булевых векторов) длины n, Kn = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ [0, 1]n}—
n-мерный куб, натянутый на булевы вектора длины n.

Пусть Pn
b =

{
x ∈ Kn |

n∑
k=1

(2bk−1)xk > b1+b2+ · · ·+bn−1
}

— n-мерная

пирамида, прилежащая к вершине b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Bn.

Определение 1. Функцию вида f : Bn → B назовём булевой функ-

цией.

Пусть supp f = {b ∈ Bn | f(b) = 1}— носитель f , т. е. множество всех
булевых векторов, на которых булева функция f принимает значение 1.
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Определение 2. Функцию вида f : Kn → R назовём выпуклой на Kn,
если для любых x, y ∈ Kn и любого α ∈ [0, 1] выполняется

f(αx+ (1− α)y) 6 αf(x) + (1− α)f(y).
Определение 3. Непрерывную функцию вида fC : Kn → R назовём

выпуклым продолжением булевой функции f на Kn, если fC на Kn вы-
пуклая и для любого (b1, b2, . . . , bn) ∈ Bn

fC(b1, b2, . . . , bn) = f(b1, b2, . . . , bn).

Определение 4. Функцию вида fCM : Kn → R назовём суммарно

максимально выпуклым продолжением булевой функции f на Kn, если
1) fCM является выпуклым продолжением f на Kn,
2) имеет место равенство

max
fC

∫∫
· · ·
∫

Kn

fC(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn =

=

∫∫
· · ·
∫

Kn

fCM(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn.

2. Конструирование выпуклых и суммарно максимально
выпуклых продолжений булевых функций

Лемма 1. Пусть fb(x1, x2, . . . , xn) = xb11 ∧xb22 ∧· · ·∧xbnn , b ∈ Bn, — буле-

ва функция. Тогда существует единственная функция f bC(x1, x2, . . . , xn),
являющаяся суммарно максимально выпуклым продолжением fb на Kn.

Доказательство. Существование. Пусть gC — произвольное вы-
пуклое продолжение булевой функции fb на Kn. В этом пункте на осно-
вании выпуклости функции gC оцениваем её значение сверху с помощью
неравенства Йенсена [15]. По оценке сверху конструируем новое — сум-
марно максимально выпуклое — продолжение fCM булевой функции fb.

Сначала покажем, что для любого x∗ ∈ Kn \ Pn
b имеем

gC(x
∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) 6 0. (1)

В силу выпуклости множества Kn \Pn
b условие x∗ ∈ Kn \Pn

b означает, что

(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) =

∑

a∈Bn\{b}

λ∗a · (a1, a2, . . . , an),

где λ∗a > 0 и
∑

a∈Bn\{b}

λ∗a = 1. Тогда в силу неравенства Йенсена [15] имеем

gC(x
∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) = gC

( ∑

a∈Bn\{b}

λ∗a · (a1, a2, . . . , an)
)
6
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6
∑

a∈Bn\{b}

λ∗a · gC(a1, a2, . . . , an) =
∑

a∈Bn\{b}

λ∗a · fb(a1, a2, . . . , an) =

=
∑

a∈Bn\{b}

λ∗a · 0 = 0.

Далее покажем, что для любого x∗ ∈ Pn
b

gC(x
∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) 6 1 +

n∑

k=1

((2bk − 1)x∗k − bk). (2)

В силу выпуклости множества Pn
b условие x∗ ∈ Pn

b означает, что

(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) =

∑

a∈Bn :
ρ(a,b)61

λ∗a · (a1, a2, . . . , an),

где λ∗a > 0 и
∑

a∈Bn :
ρ(a,b)61

λ∗a = 1. Приравняв покоординатно, заметим, что

λ∗b = 1 +
n∑

k=1

((2bk − 1)x∗k − bk). Тогда в силу неравенства Йенсена [15]

gC(x
∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) =

= gC

( ∑

a∈Bn :
ρ(a,b)61

λ∗a · (a1, a2, . . . , an)
)
6

∑

a∈Bn :
ρ(a,b)61

λ∗a · gC(a1, a2, . . . , an) =

=
∑

a∈Bn :
ρ(a,b)=0

λ∗a · gC(a1, a2, . . . , an) +
∑

a∈Bn :
ρ(a,b)=1

λ∗a · gC(a1, a2, . . . , an) =

= λ∗b · gC(b) +
∑

a∈Bn :
ρ(a,b)=1

λ∗a · 0 = λ∗b = 1 +
n∑

k=1

((2bk − 1)x∗k − bk).

Объединив (1) и (2), для любого x ∈ Kn получим

gC(x1, x2, . . . , xn) 6

6





0, если 1 +
n∑

k=1

((2bk − 1)xk − bk) 6 0,

1 +
n∑

k=1

((2bk − 1)xk − bk), если 1 +
n∑

k=1

((2bk − 1)xk − bk) > 0





=

=
1

2

(
1 +

n∑

k=1

((2bk − 1)xk − bk) +
∣∣∣∣∣1 +

n∑

k=1

((2bk − 1)xk − bk)
∣∣∣∣∣

)
. (3)
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Докажем, что сконструированная оценка наиболее точная, т. е.

f bC(x1, x2, . . . , xn) =
1

2

(
1+

n∑

k=1

((2bk−1)xk−bk)+
∣∣∣∣∣1+

n∑

k=1

((2bk−1)xk−bk)
∣∣∣∣∣

)
.

Для этого осталось проверить справедливость следующих свойств:
1) f bC(a1, a2, . . . , an) = fb(a1, a2, . . . , an) для любого a ∈ Bn;
2) функция f bC на множестве Kn непрерывна и выпукла;
3) имеет место равенство

max
gC

∫∫
· · ·
∫

Kn

gC(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn =

=

∫∫
· · ·
∫

Kn

f bC(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn. (4)

1. Действительно, для любого a ∈ Bn

f bC(a1, a2, . . . , an) =

ß
1, если a = b,
0, если a 6= b

™
= fb(a1, a2, . . . , an).

2. Непрерывность очевидна, поэтому проверим только выпуклость.
Пусть x, y ∈ Kn, α ∈ [0, 1]. Тогда

f bC(αx+ (1− α)y) = 1

2

(
1 +

n∑

k=1

((2bk − 1)(αxk + (1− α)yk)− bk) +

+

∣∣∣∣∣1 +
n∑

k=1

((2bk − 1)(αxk + (1− α)yk)− bk)
∣∣∣∣∣

)
=

=
1

2

(
α

(
1+

n∑

k=1

((2bk − 1)xk− bk)
)
+(1−α)

(
1+

n∑

k=1

((2bk − 1)yk− bk)
)
+

+

∣∣∣∣∣α
(
1+

n∑

k=1

((2bk − 1)xk − bk)
)
+(1−α)

(
1+

n∑

k=1

((2bk − 1)yk − bk)
)∣∣∣∣∣

)
6

6
1

2

(
α

(
1+

n∑

k=1

((2bk − 1)xk− bk)
)
+(1−α)

(
1+

n∑

k=1

((2bk − 1)yk− bk)
)
+

+ α

∣∣∣∣∣1 +
n∑

k=1

((2bk − 1)xk − bk)
∣∣∣∣∣+ (1− α)

∣∣∣∣∣1 +
n∑

k=1

((2bk − 1)yk − bk)
∣∣∣∣∣

)
=

= α · 1
2

(
1 +

n∑

k=1

((2bk − 1)xk − bk) +
∣∣∣∣∣1 +

n∑

k=1

((2bk − 1)xk − bk)
∣∣∣∣∣

)
+
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+ (1− α) · 1
2

(
1 +

n∑

k=1

((2bk − 1)yk − bk) +
∣∣∣∣∣1 +

n∑

k=1

((2bk − 1)yk − bk)
∣∣∣∣∣

)
=

= αf bC(x) + (1− α)f bC(y).
3. Действительно, с одной стороны, из пп. 1 и 2 следует, что f bC явля-

ется одним из выпуклых продолжений функции fb и тем самым
∫∫
· · ·
∫

Kn

f bC(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn 6

6 max
gC

∫∫
· · ·
∫

Kn

gC(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn,

с другой стороны, из (3) следует, что

max
gC

∫∫
· · ·
∫

Kn

gC(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn 6

6

∫∫
· · ·
∫

Kn

f bC(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn.

Из этого рассуждения получим требуемое равенство (4).

Единственность. Докажем от противного. Пусть существует функ-
ция r : Kn → R, которая также является суммарно максимально вы-
пуклым продолжением функции fb на Kn, причём r(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) 6=

f bC(x
∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) для некоторого (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) ∈ Kn. Тогда, с одной

стороны, в силу (4)
∫∫
· · ·
∫

Kn

(r(x1, x2, . . . , xn)− f bC(x1, x2, . . . , xn)) dx1dx2 . . . dxn = 0, (5)

с другой стороны, в силу (3) для любого x ∈ Kn

r(x1, x2, . . . , xn)− f bC(x1, x2, . . . , xn) 6 0. (6)

Тогда, во-первых, из (6) следует, что

d = r(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n)− f bC(x∗1, x∗2, . . . , x∗n) < 0,

во-вторых, в силу непрерывности функции r − f bC существует δ-окрест-
ность

Oδ = {x ∈ Kn | ||(x1, x2, . . . , xn)− (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n)|| < δ}, δ > 0,

такая, что для любого x ∈ Oδ

r(x1, x2, . . . , xn)− f bC(x1, x2, . . . , xn) <
d

2
,
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а значит,
∫∫
· · ·
∫

Kn

(
r(x1, x2, . . . , xn)− f bC(x1, x2, . . . , xn)

)
dx1dx2 . . . dxn =

=

∫∫
· · ·
∫

Kn\Oδ

(
r(x1, x2, . . . , xn)− f bC(x1, x2, . . . , xn)

)
dx1dx2 . . . dxn +

+

∫∫
· · ·
∫

Oδ

(
r(x1, x2, . . . , xn)− f bC(x1, x2, . . . , xn)

)
dx1dx2 . . . dxn 6

6

∫∫
· · ·
∫

Kn\Oδ

0 · dx1dx2 . . . dxn +

∫∫
· · ·
∫

Oδ

d

2
· dx1dx2 . . . dxn =

= 0 +
d

2

∫∫
· · ·
∫

Oδ

dx1dx2 . . . dxn 6
d

2
· 1
2n
· πn

Γ(n2 + 1)
· δn < 0;

противоречие с равенством (5). Лемма 1 доказана.

Теперь на основе леммы 1, теоремы 2 из [11] и формы СДНФ констру-
ируем выпуклое продолжение произвольной булевой функции f в следу-
ющем виде:

fC(x1, x2, . . . , xn) =
∑

b∈Bn

f(b)f bC(x1, x2, . . . , xn).

Далее докажем, что для любой булевой функции f(x1, x2, . . . , xn), не име-
ющей соседних точек на множестве supp f , функция fC(x1, x2, . . . , xn)
является не только выпуклым продолжением функции f(x1, x2, . . . , xn)
на Kn, но и единственным суммарно максимально выпуклым продолже-
нием этой функции f(x1, x2, . . . , xn) на Kn.

Теорема 1. Если булева функция f не имеет соседних вершин на мно-

жестве supp f , то

fC(x1, x2, . . . , xn) =
∑

b∈supp f

f bC(x1, x2, . . . , xn)

является единственным суммарно максимально выпуклым продолжени-

ем f на Kn.

Доказательство. 1. Сначала заметим, что функция fC выпукла
по построению, как сумма некоторых непрерывно выпуклых функций
на множестве Kn. Действительно, пусть x, y ∈ Kn, α ∈ [0, 1]. Тогда в силу
леммы 1 имеем

fC(αx+ (1− α)y) =
∑

b∈Bn

f(b)f bC(α · x+ (1− α) · y) 6
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6
∑

b∈Bn

f(b)
(
αf bC(x) + (1− α)f bC(y)

)
= α

∑

b∈Bn

f(b)f bC(x) +

+ (1− α)
∑

b∈Bn

f(b)f bC(y) = αfC(x) + (1− α)fC(y).

Проверим, что fC = f на Bn. Действительно, в силу леммы 1 для
любого a ∈ Bn имеем

fC(a1, a2, . . . , an) =
∑

b∈Bn

f(b)f bC(a1, a2, . . . , an) =

= f(a)faC(a1, a2, . . . , an) +
∑

b∈Bn\{a}

f(b)f bC(a1, a2, . . . , an) =

= f(a) · 1 +
∑

b∈Bn\{a}

f(b) · 0 = f(a1, a2, . . . , an).

2. Пусть pC : Kn → R— произвольное выпуклое продолжение булевой
функции f на Kn. Докажем оценку

pC(x1, x2, . . . , xn) 6 fC(x1, x2, . . . , xn), x ∈ Kn.

С этой целью рассмотрим два случая.

Случай 1. Пусть supp f = ∅. Тогда для любого x∗ ∈ Kn имеем

pC(x
∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) = pC((1 − x∗1) · 0 + x∗1 · 1, x∗2, . . . , x∗n) =

= pC((1− x∗1) · 0 + x∗1 · 1, (1 − x∗1)x∗2 + x∗1x
∗
2, . . . , (1 − x∗1)x∗n + x∗1x

∗
n) 6

6 (1− x∗1)pC(0, x∗2, . . . , x∗n) + x∗1pC(1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) 6

6 (1− x∗1)(1− x∗2)pC(0, 0, . . . , x∗n) + (1− x∗1)x∗2pC(0, 1, . . . , x∗n) +
+ x∗1(1− x∗2)pC(1, 0, . . . , x∗n) + x∗1x

∗
2pC(1, 1, . . . , x

∗
n) 6

6 . . . 6
∑

b∈Bn

pC(b)

n∏

k=1

((2bk − 1)x∗k + 1− bk) =

=
∑

b∈Bn

f(b)
n∏

k=1

((2bk − 1)x∗k + 1− bk) =
∑

b∈Bn

0 ·
n∏

k=1

((2bk − 1)x∗k + 1− bk) =

= 0 =
∑

b∈Bn

f(b)f bC(x
∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) = fC(x

∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n).

Случай 2. Пусть supp f = {sk = (sk1, sk2, . . . , skn)}mk=1 6= ∅. Относи-
тельно x∗ ∈ Kn рассмотрим ещё два случая.

Случай 2.1. Пусть x∗ ∈ Pn
s1∪Pn

s2∪· · ·∪Pn
sm , т. е. x∗ ∈ Pn

sk
для некоторо-

го единственного k ∈ {1, 2, . . . ,m}, так как элементы supp f не соседниe
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и, следовательно, множества Pn
s1 ,P

n
s2 , . . . ,P

n
sm попарно не пересекаются.

В силу выпуклости Pn
sk

условие x∗ ∈ Pn
sk

означает, что

(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) =

∑

a∈Bn :
ρ(a,sk)61

λ∗a · (a1, a2, . . . , an),

где λ∗a > 0 и
∑

a∈Bn :
ρ(a,sk)61

λ∗a = 1. Приравняв покоординатно, заметим, что

λ∗sk = 1 +
n∑

i=1
(2ski − 1)x∗i − ski. В силу неравенства Йенсена [15] имеем

pC(x
∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) =

= pC

( ∑

a∈Bn :
ρ(a,sk)61

λ∗a · (a1, a2, . . . , an)
)
6

∑

a∈Bn :
ρ(a,sk)61

λ∗a · pC(a1, a2, . . . , an) =

=
∑

a∈Bn :
ρ(a,sk)=0

λ∗a · pC(a1, a2, . . . , an) +
∑

a∈Bn :
ρ(a,sk)=1

λ∗a · pC(a1, a2, . . . , an) =

= λ∗sk · pC(sk) +
∑

a∈Bn :
ρ(a,sk)=1

λ∗a · 0 = λ∗sk = 1 +

n∑

i=1

(2ski − 1)x∗i − ski.

Случай 2.2. Пусть x∗ ∈ Kn\
(
Pn
s1∪Pn

s2∪· · ·∪Pn
sm

)
. В силу выпуклости

множества Kn \
(
Pn
s1 ∪ Pn

s2 ∪ · · · ∪ Pn
sm

)
это означает, что

(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) =

∑

a∈Bn\supp f

λ∗a · (a1, a2, . . . , an),

где λ∗a > 0 и
∑

a∈Bn\supp f

λ∗a = 1. В силу неравенства Йенсена [15] имеем

pC(x
∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) =

= pC

( ∑

a∈Bn\supp f

λ∗a · (a1, a2, . . . , an)
)
6

∑

a∈Bn\supp f

λ∗a · pC(a1, a2, . . . , an) =

=
∑

a∈Bn\supp f

λ∗a · f(a1, a2, . . . , an) =
∑

a∈Bn\supp f

λ∗a · 0 = 0.

Таким образом, для любого x ∈ Kn получаем

pC(x1, x2, . . . , xn) 6

6




1 +

n∑
i=1

((2ski − 1)xi − ski), если x ∈ Pn
sk

, k = 1, 2, . . . ,m,

0 иначе



 =
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=

ß
f skC (x1, x2, . . . , xn), если x ∈ Pn

sk
, k = 1, 2, . . . ,m,

0 иначе

™
=

=
m∑

k=1

f skC (x1, x2, . . . , xn) =
∑

b∈supp f

f bC(x1, x2, . . . , xn) =

= fC(x1, x2, . . . , xn),

так как множества Pn
s1 ,P

n
s2 , . . . ,P

n
sm попарно не пересекаются и {x ∈ Kn |

f skC (x) 6= 0} = Pn
sk

для любого k ∈ {1, 2, . . . ,m} в силу леммы 1. Исходя
из доказанного в п. 1 и рассуждения, аналогичного рассуждению п. 3
в доказательстве леммы 1, получим

max
pC

∫∫
· · ·
∫

Kn

pC(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn =

=

∫∫
· · ·
∫

Kn

fC(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn.

Единственность суммарно максимально выпуклого продолжения бу-
левой функции f доказывается аналогично тому, как это сделано в до-
казательстве леммы 1. Теорема 1 доказана.

Замечание. На основе полученных результатов задача решения си-
стемы булевых уравнений вида

pk(x1, x2, . . . , xn) = 0, k = 1, 2, . . . ,m,

может быть трансформирована в соответствующую систему выпуклых
уравнений вида

pCk(x1, x2, . . . , xn) = 0, k = 1, 2, . . . ,m, (7)

где pCk(x) =
∑

b∈Bn

pk(b)f
b
C(x)— неотрицательное выпуклое продолжение

булевой функции pk. В свою очередь, задача решения системы (7) может
быть сведена к задаче минимизации выпуклой функции

tfC(x1, x2, . . . , xn) =
m∑

k=1

pCi(x1, x2, . . . , xn).

Заключение

В настоящей работе построено выпуклое продолжение произвольной
булевой функции на множество [0, 1]n. Доказано, что для любой булевой
функции f , не имеющей соседних точек в своём носителе supp f , по-
строенная функция fC является не просто выпуклым продолжением f
на [0, 1]n, но и её единственным суммарно максимально выпуклым про-
должением на [0, 1]n. На основе этого, в частности, показано, что задача
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решения произвольной системы булевых уравнений может быть сведе-
на к задаче минимизации функции, любой локальный минимум которой
в искомой области является глобальным минимумом, и тем самым упо-
мянутая выше проблема локальных минимумов полностью решена.
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Abstract. A convex continuation of an arbitrary Boolean function to
the set [0, 1]n is constructed. Moreover, it is proved that for any Boolean
function f(x1, x2, . . . , xn) that has no neighboring points on the set
supp f , the constructed function fC(x1, x2, . . . , xn) is the only totally
maximally convex continuation to [0, 1]n. Based on this, in particular, it
is constructively stated that the problem of solving an arbitrary system
of Boolean equations can be reduced to the problem of minimizing
a function any local minimum of which in the desired region is a global
minimum, and thus for this problem the problem of local minima is
completely resolved. Bibliogr. 15.
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Аннотация. В 1961 г. Л. М. Глускин доказал, что множество X
с заданным на нём нетривиальным квазипорядком ρ с точностью
до изоморфизма или антиизоморфизма определяется полугруппой
Tρ(X) изотонных преобразований множества X (т. е. преобразова-
ний, сохраняющих ρ). Позже Л. М. Попова доказала аналогичное
утверждение для полугруппы Pρ(X) частичных изотонных преоб-
разований, причём ρ— необязательно квазипорядок, а любое нетри-
виальное рефлексивное или антирефлексивное бинарное отношение
на X. В настоящей работе доказано, что полугруппа Bρ(X) изо-
тонных бинарных отношений (многозначных отображений) при тех
же самых ограничениях на отношение ρ также определяет данное
отношение ρ с точностью до изоморфизма или антиизоморфизма.
Кроме того, для каждого из условий Tρ(X) = T (X), Pρ(X) = P (X),
Bρ(X) = B(X) авторами охарактеризованы n-арные отношения ρ,
удовлетворяющие данному условию. Библиогр. 8.

Ключевые слова: полугруппа бинарных отношений, изотонное
преобразование.

Введение

Пусть ρ— бинарное отношение, заданное на множестве X. Отображе-
ние α : X → X сохраняет отношение ρ, если (x, y) ∈ ρ→ (xα, yα) ∈ ρ для
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всех x, y ∈ X. Обозначим через Tρ(X) множество всех преобразований
множества X, сохраняющих отношение ρ ⊆ X2:

Tρ(X) = {α ∈ T (X) | α сохраняет ρ}.
Здесь через T (X) обозначена симметрическая полугруппа на множе-
стве X, т. е. множество всех преобразований X → X.

Пусть заданы бинарные отношения ρ ⊆ X2 и ρ′ ⊆ X ′2. Предположим,
что их полугруппы Tρ(X) и Tρ′(X ′) изоморфны друг другу. Как в таком
случае могут быть связаны между собой ρ и ρ′? Данный вопрос, а также
ряд похожих вопросов, изучались в ряде работ разных авторов.

Л. М. Глускин рассмотрел в [1] обозначенную проблему в случае, ко-
гда ρ— отношение квазипорядка, а ρ′ — произвольное рефлексивное от-
ношение. Им было доказано, что при определённых ограничениях на ква-
зипорядок ρ его полугруппа Tρ(X) определяет ρ с точностью до изо-
морфизма или антиизоморфизма [1, лемма 4]. Эти ограничения очень
простые: ρ 6= ∆X и ρ 6= ∇X , где ∆X = {(x, x) | x ∈ X}— отношение
равенства элементов множества X, а ∇X = X ×X = {(x, y) | x, y ∈ X}—
универсальное отношение на X.

В случае ρ = ∆X или ρ = ∇X полугруппа Tρ(X), вообще говоря,
не определяет отношение ρ, поскольку в обоих этих случаях Tρ(X) =
T (X).

Л. М. Попова получила в [2] результаты, аналогичные результатам
Глускина, для полугрупп Pρ(X) и Pρ′(X

′), состоящих из всех частичных
преобразований множеств X и X ′, сохраняющих бинарные отношения ρ
и ρ′ соответственно. Из леммы 2 в [2] следует, что если ρ— рефлексивное
или антирефлексивное бинарное отношение, а ρ′ — произвольное отноше-
ние и выполнено условие

ρ 6∈ {∅,∆X ,∇X}, (1)

то полугруппа Pρ(X) определяет данное отношение ρ с точностью до изо-
морфизма или антиизоморфизма.

Бинарные отношения, удовлетворяющие условию (1), будем далее на-
зывать нетривиальными.

Поскольку множество X с заданным на нём бинарным отношени-
ем ρ— это то же самое, что ориентированный граф G = (X, ρ) (возмож-
но, содержащий петли) с множеством вершин X и множеством рёбер ρ,
вопрос о выявлении связей между отношением ρ и полугруппами преоб-
разований, сохраняющих ρ, сводится к вопросу о связи между графом G
и его производными полугруппами: полугруппой его полных эндомор-
физмов EndG, частичных эндоморфизмов PEndG и т. д. Результаты,
описывающие связи такого рода, приведены в обзорной работе В. А. Мол-
чанова [4].
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Одним из основных результатов настоящей работы является дока-
зательство того, что множество X с заданным на нём нетривиальным
рефлексивным или антирефлексивным бинарным отношением ρ с точно-
стью до изоморфизма или антиизоморфизма определяется полугруппой
Bρ(X) бинарных отношений, сохраняющих ρ. Соответствующую теорему
можно считать продолжением исследований, представленных теоремой 1
в [1] и теоремами 1 и 2 в [2].

Для заданного на множестве X n-арного отношения ρ также мож-
но ввести полугруппы Tρ(X), Pρ(X) и Bρ(X). Их можно рассматривать
как полугруппы изотонных преобразований — преобразований, сохраня-
ющих информацию о структуре ориентированного гиперграфа (X, ρ).
В данной работе мы находим условия выполнения каждого из равенств
Tρ(X) = T (X), Pρ(X) = P (X) и Bρ(X) = B(X), интересных тем, что удо-
влетворяющие им n-арные отношения представляют тривиальный слу-
чай решения проблемы, о которой было сказано выше: найти условия
на гиперграф (X, ρ), при которых он определяется какой-либо из своих
полугрупп изотонных преобразований.

Авторы придерживаются определений и обозначений из теории по-
лугрупп, содержащихся в монографии [5]. В доказательстве теоремы 1
используются соображения, связанные с тем, что многие значимые под-
множества полугрупп T (X), Tρ(X), Pρ(X) и других полугрупп преобра-
зований могут быть заданы формулами узкого исчисления предикатов 1).
Сведения по математической логике, связанные с проблематикой данной
статьи, можно почерпнуть, например, из книги [7].

1. Основные определения и обозначения

Пусть X — множество. Квазипорядком на множестве X называется
рефлексивное и транзитивное бинарное отношение на X. Пусть T (X)
обозначает полугруппу всех преобразований множества X, т. е. отобра-
жений X → X с умножением, осуществляемым слева направо: x(αβ) =
(xα)β для всех x ∈ X, α, β ∈ T (X). Если на X задано бинарное отно-
шение ρ, то будем называть отображение α : X → X изотонным (или
сохраняющим отношение ρ), если для любых x, y ∈ X

(x, y) ∈ ρ→ (xα, yα) ∈ ρ.
Множество Tρ(X) всех изотонных отображений X → X является подпо-
лугруппой полугруппы T (X).

Обозначим через ∆X отношение равенства на множестве X, а че-
рез ∇X — универсальное отношение, т. е. ∆X = {(x, x) | x ∈ X}, ∇X =

1) В другой терминологии — формулами логики первого порядка; формулами за-
данной сигнатуры.
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X ×X. Будем часто опускать индекс X и писать ∆, ∇ вместо ∆X , ∇X .
Бинарное отношение σ на множестве X называется тривиальным, если
σ ∈ {∅,∆,∇}, в противном случае σ называется нетривиальным. Би-
нарное отношение σ называется антирефлексивным, если σ ∩ ∆ = ∅.
Для отношения σ полагаем σ−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ σ}.

Частичным преобразованием множества X называется отображение
α : X1 → X, где X1 ⊆ X. Множество X1 — это область определения отоб-
ражения α: X1 = domα. Образом частичного преобразования α назы-
вается множество imα = {xα | x ∈ domα}. Обозначим через P (X)
множество всех частичных преобразований множества X с умножени-
ем, определённым правилом

x(αβ) = (xα)β, если x ∈ domα и xα ∈ domβ.

Очевидно, что P (X)— полугруппа с нулём, причём нулём является пу-
стое отображение — отображение, у которого область определения — пу-
стое множество.

Полугруппу бинарных отношений на X обозначим через B(X). Умно-
жение бинарных отношений обычное: (x, y) ∈ ρσ в том и только том
случае, если (x, z) ∈ ρ, (z, y) ∈ σ для некоторого z ∈ X. Бинарное от-
ношение можно рассматривать как многозначное отображение: x 7→ y,
если (x, y) ∈ σ. Для σ ∈ B(X) обозначим

domσ = {x ∈ X | ∃ y ∈ X : (x, y) ∈ σ},
im σ = {y ∈ X | ∃x ∈ X : (x, y) ∈ σ}.

Нетрудно проверить, что T (X) ⊆ P (X) ⊆ B(X), причём каждая преды-
дущая из этих полугрупп является подполугруппой следующей.

Для частичных отображений α ∈ P (X) понятие сохранения бинарно-
го отношения ρ может быть определено различными не эквивалентными
способами (см. [3]). Мы примем следующее определение, согласующееся
с определением из [2]. Будем говорить, что частичное преобразование
α ∈ P (X) сохраняет заданное на X бинарное отношение ρ, если для
любых x, y ∈ domα

(x, y) ∈ ρ→ (xα, yα) ∈ ρ.
Легко проверяется, что множество Pρ(X) всех сохраняющих ρ частич-
ных преобразований α образует подполугруппу полугруппы P (X). Ана-
логично будем говорить, что бинарное отношение α ∈ B(X) сохраняет

бинарное отношение ρ, если для любых x, y, x′, y′ ∈ X имеем

(x, y) ∈ ρ ∧ (x, x′), (y, y′) ∈ α→ (x′, y′) ∈ ρ.
Пусть Bρ(X)— множество всех бинарных отношений, сохраняющих ρ.
Непосредственно проверяется, что Bρ(X)— подполугруппа полугруппы
B(X), кроме того, Bρ(X) ∩ P (X) = Pρ(X) и Bρ(X) ∩ T (X) = Tρ(X).
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Пару (X, ρ), где X — множество, а ρ— бинарное отношение на X, бу-
дем называть структурой. Пусть (X, ρ) и (X ′, ρ′)— две структуры. Вза-
имно однозначное отображение f : X → X ′ называется изоморфизмом

структур (X, ρ) и (X ′, ρ′), если для любых x, y ∈ X верно

(x, y) ∈ ρ⇔ (xf, yf) ∈ ρ′.
Отображение f : X → X ′ — антиизоморфизм структур (X, ρ) и (X ′, ρ′),
если f — изоморфизм (X, ρ) и (X ′, ρ′−1). Очевидно, что всякий изомор-
физм f : (X, ρ)→ (X ′, ρ′) индуцирует изоморфизмы полугрупп:

Tρ(X) ∼= Tρ′(X), Pρ(X) ∼= Pρ′(X), Bρ(X) ∼= Bρ′(X). (2)

Например, отображение

Bρ(X)→ Bρ′(X) : α 7→ α′ = {(xf, yf) | (x, y) ∈ α}
представляет собой изоморфизм полугрупп, индуцированный изомор-
физмом f множеств X и X ′. Далее, нетрудно видеть, что

Tρ(X) = Tρ−1(X), Pρ(X) = Pρ−1(X), Bρ(X) = Bρ−1(X), (3)

поэтому антиизоморфизм g : (X, ρ)→ (X ′, ρ′) также индуцирует изомор-
физмы (2). Таким образом, отношение ρ на множестве X, вообще говоря,
не определяется однозначно полугруппой Tρ(X), или Pρ(X), или Bρ(X).
Однако, как отмечалось во введении, для многих отношений ρ имеет ме-
сто определяемость с точностью до изоморфизма или антиизоморфизма.

2. Предварительные рассмотрения

Пусть S — полугруппа. Подмножество M ⊆ Sn назовём L-подмноже-

ством, если существует формула ϕ(x1, . . . , xn) логики первого порядка
такая, что для всех a1, . . . , an ∈ S соотношение (a1, . . . , an) ∈ M выпол-
няется тогда и только тогда, когда высказывание ϕ(a1, . . . , an) истин-
но. L-подмножество, являющееся подполугруппой, называется L-подпо-

лугруппой. В настоящей работе доказано, что ряд интересных подмно-
жеств полугрупп преобразований являются L-подмножествами, а значит,
сохраняются при изоморфизмах. Если предикат u(x1, . . . , xn) на S экви-
валентен формуле логики первого порядка ξ(x1, . . . , xn), то этот факт
будем записывать так: u ≡ ξ.

Определим некоторые специальные элементы полугруппы B(X): кон-
станта cx = X×{x}; частичное тождественное отображение (для Y ⊆ X)
iY = {(y, y) | y ∈ Y }; локальная единица ix = {(x, x)}; атомарное отно-
шение jxy = {(x, y)}. Множество C(X) всех констант является правым
идеалом полугруппы T (X), а если ρ рефлексивно, то C(X) ⊆ Tρ(X).
Положим

PI(X) = {iY | Y ⊆ X}, I(X) = {ix | x ∈ X}, J(X) = {jxy | x, y ∈ X}.
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Нетрудно проверить, что

B∅(X) = B∇(X) = B(X), T∅(X) = T∆(X) = T (X),

но при |X| > 1 B∆(X) 6= B(X), а B∆(X) = P (X).
Следующая лемма описывает случай, когда ρ ∈ {∅,∆,∇}. Её доказа-

тельство является фактически небольшим видоизменением доказатель-
ства леммы 1 в [2]. Также отметим, что ниже утверждение (1) леммы 1
будет обобщено на n-арные отношения (см. теорему 3(1)).

Лемма 1. Пусть |X| > 1. Тогда

(1) Bρ(X) = B(X) в том и только том случае, когда ρ = ∅ или ρ = ∇;
(2) Bρ(X) = P (X) в том и только том случае, когда ρ = ∆.

Доказательство. Достаточность очевидна, докажем необхо-

димость.
(1) Пусть Bρ(X) = B(X). Если ρ 6= ∅ и ρ 6= ∇, то существуют

x, y, u, v ∈ X такие, что (x, y) ∈ ρ и (u, v) /∈ ρ. Рассмотрим бинарное от-
ношение α = {(x, u), (y, v)}. Нетрудно проверить, что α ∈ B(X) \Bρ(X).

(2) Пусть Bρ(X) = P (X). Если ρ 6⊆ ∆, то (x, y) ∈ ρ для некоторых
x 6= y. Рассмотрим бинарное отношение α = {(x, x), (x, y)}. Нетрудно
проверить, что α ∈ Bρ(X) \ P (X). Пусть ρ ⊂ ∆ (т. е. ρ ⊆ ∆ и ρ 6= ∆).
Возьмём x ∈ X такое, что (x, x) /∈ ρ. Тогда для β = {(x, y)} имеем
β ∈ P (X) \Bρ(X). Лемма 1 доказана.

Следующая лемма является видоизменением леммы 2 из [2].

Лемма 2. Пусть ρ— нетривиальное рефлексивное бинарное отноше-

ние на множестве X, а ρ′ — произвольное бинарное отношение на этом

множестве. Тогда равенство Bρ(X) = Bρ′(X) имеет место в том и только

том случае, когда ρ = ρ′ или ρ = ρ′−1.

Доказательство. Достаточность очевидна ввиду равенств (3).
Докажем необходимость.

Пусть Bρ(X) = Bρ′(X). Если ρ′ тривиально, то ρ также тривиально
по лемме 1, что противоречит условию. Тем самым, ρ′ нетривиально.

Докажем, что ρ′ рефлексивно. Возьмём любой элемент x ∈ X. Так
как ρ рефлексивно, то (x, x) ∈ ρ. Так как ρ′ 6= ∅, существует пара
(u, v) ∈ ρ′. Положим α = {(u, x), (v, x)}. Очевидно, что α ∈ Bρ(X). Тогда
α ∈ B′

ρ(X). Это означает, что (x, x) ∈ ρ′. Таким образом, ρ′ рефлексивно.
Докажем, что

ρ ∩ ρ−1 = ρ′ ∩ ρ′−1. (4)

Ясно, что достаточно доказать включение ρ′ ∩ ρ′−1 ⊆ ρ ∩ ρ−1. Пусть
(x1, y1) ∈ ρ′∩ρ′−1. Если x1 = y1, то (x1, y1) ∈ ∆, а значит, (x1, y1) ∈ ρ∩ρ−1.
Далее будем считать, что x1 6= y1. Пусть (x, y) ∈ ρ ∩ ρ−1. Положим α =
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{(x1, x), (y1, y)}. Очевидно, что α ∈ Bρ(X), следовательно, α ∈ Bρ′(X),
а значит, (x1, y1) ∈ ρ ∩ ρ−1.

Рассмотрим случай, когда ρ симметрично. Пусть (x1, y1) ∈ ρ′. Дока-
жем, что (x1, y1) ∈ ρ. Если (y1, x1) ∈ ρ′, то (x1, y1) ∈ ρ′∩ρ′−1 = ρ∩ρ−1, от-
куда (x1, y1) ∈ ρ. Пусть (y1, x1) 6∈ ρ′. Положим α = {(x1, y1), (y1, x1)}. Так
как ρ рефлексивно и симметрично, то α ∈ Bρ(X). Значит, α ∈ Bρ′(X),
что противоречит соотношениям (x1, y1) ∈ ρ′, (y1, x1) 6∈ ρ′. Таким обра-
зом, доказано, что ρ′ ⊆ ρ. Ввиду симметричности отношения ρ из (4)
вытекает, что ρ ⊆ ρ′. Следовательно, ρ = ρ′.

Осталось рассмотреть случай, когда ρ несимметрично. В этом случае
найдётся пара элементов x, y ∈ X таких, что

(x, y) ∈ ρ, (y, x) 6∈ ρ. (5)

Далее доказательство разбивается на несколько случаев.
(а) (x, y), (y, x) 6∈ ρ′. Положим α = {(x, y), (y, x)}. Тогда ввиду (5)

α ∈ Bρ′(X) \Bρ(X), что противоречит равенству Bρ′(X) = Bρ(X).
(б) (x, y), (y, x) ∈ ρ′. Тогда (x, y) ∈ ρ′∩ρ′−1 = ρ∩ρ−1, откуда (y, x) ∈ ρ,

что противоречит условию.
(в) (x, y) ∈ ρ′, (y, x) 6∈ ρ′. Возьмём любые u, v ∈ X и положим α =

{(u, x), (v, y)}. Тогда (u, v) ∈ ρ↔ α ∈ Bρ(X). Ввиду (5) (u, v) ∈ ρ′ ↔ α ∈
Bρ′(X). Так как Bρ(X) = Bρ′(X), то (u, v) ∈ ρ ↔ (u, v) ∈ ρ′. Следова-
тельно, ρ = ρ′.

(г) (x, y) 6∈ ρ′, (y, x) ∈ ρ′. Как и в случае (в), возьмём любые элементы
u, v ∈ X и положим α = {(u, x), (v, y)}. Очевидно, что α ∈ Bρ′(X) ↔
(u, v) ∈ ρ′−1(X), а ввиду (5) α ∈ Bρ(X) ↔ (u, v) ∈ ρ. Так как Bρ(X) =
Bρ′(X), то ρ = ρ′. Лемма 2 доказана.

3. L-подмножества полугрупп B(X) и Bρ(X)

В этом разделе построим логические формулы, выделяющие опреде-
лённые подмножества в полугруппе бинарных отношений. Не все из по-
лученных здесь результатов будут использованы для доказательства ос-
новной теоремы. Мы их приводим, так как считаем, что они представ-
ляют самостоятельный интерес.

Пусть S — полугруппа с нулём. Рассмотрим её подмножества

al(S) = {σ ∈ S | ∀α ∈ S (σα = 0→ α = 0)},
ar(S) = {σ ∈ S | ∀α ∈ S (ασ = 0→ α = 0)}. (6)

Элементы из al(S) будем называть левыми, а элементы из ar(S)— пра-

выми неделителями нуля. Если S — полугруппа с единицей, то эти мно-
жества непусты, так как 1 ∈ al(S)∩ar(S). Нетрудно проверить, что al(S)
и ar(S)— подполугруппы полугруппы S, а S \al(S) и S \ar(S)— соответ-
ственно левый и правый идеалы.
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Утверждение 1. Полугруппа T (X) является L-подполугруппой по-

лугруппы P (X). Кроме того, для произвольного бинарного отношения ρ
на множестве X полугруппа Tρ(X) является L-подполугруппой полу-

группы Pρ(X).

Доказательство. Ввиду равенства (6) достаточно доказать, что

T (X) = ar(P (X)), Tρ(X) = ar(Pρ(X)).

Пусть α ∈ ar(P (X)). Предположим, что domα 6= X. Возьмём любой
элемент x ∈ X \ domα. Локальная единица ix такова, что ix ∈ P (X),
ix 6= 0 и ixα = 0; противоречие с тем, что α ∈ ar(P (X). Следовательно,
domα = X, а значит, α ∈ T (X). Наоборот, если α ∈ T (X), то для любого
β 6= 0 имеем domβα = domβ 6= ∅, а значит, α ∈ ar(P (X)).

Очевидно, что для любого бинарного отношения ρ на множестве X
имеет место соотношение ix ∈ Pρ(X), поэтому предыдущие рассужде-
ния остаются верными для доказательства равенства Tρ(X) = ar(Pρ(X)).
Утверждение 1 доказано.

Рассмотрим вновь произвольную полугруппу S с нулём. Для элемента
a ∈ S определим его правый аннулятор r(a) и левый аннулятор l(a)
равенствами

r(a) = {b ∈ S | ab = 0}, l(a) = {b ∈ S | ba = 0}.
Очевидно, что r(a) и l(a)— левый и правый идеалы полугруппы S. Пусть
R = {r(a) | a 6= 0}, L = {l(a) | a 6= 0}. Заметим, что R и L частично
упорядочены отношением включения ⊆ . Условие r(a1) ⊆ r(a2) можно
выразить формулой логики первого порядка:

r(a1) ⊆ r(a2) ≡ ∀ b ∈ S (a1b = 0→ a2b = 0).

Аналогично логической формулой можно записать условие l(a1) ⊆ l(a2).
Тот факт, что r(a), a 6= 0,— максимальный элемент в R, также записы-
вается логической формулой:

a 6= 0 ∧ ∀ a′ 6= 0 (∀ b (ab = 0→ a′b = 0)→ ∀ b (a′b = 0→ ab = 0)). (7)

Аналогично формулой логики первого порядка записывается максималь-
ность в L левого аннулятора l(a), a 6= 0:

a 6= 0 ∧ ∀ a′ 6= 0 ((∀ b (ba = 0→ ba′ = 0)→ (∀ b (ba′ = 0→ ba = 0)). (8)

Пусть S = B(X). Нетрудно проверить, что для α ∈ B(X) имеем

r(α) = {β | domβ ∩ imα = ∅}, l(α) = {β | imβ ∩ domα = ∅},
поэтому для любого α 6= 0

r(α) максимален в R⇔ | imα| = 1, (9)

l(α) максимален в L ⇔ |domα| = 1. (10)
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Для произвольного бинарного отношения ρ на множестве X положим
Jρ(X) = J(X) ∩Bρ(X).

Лемма 3. Для любого бинарного отношения ρ на множестве X мно-

жество I(X) всех локальных единиц и множество Jρ(X) являются L-под-

множествами полугруппы Bρ(X).

Доказательство. Нетрудно видеть, что утверждения (9) и (10) вер-
ны не только при S = B(X), но и при S = Bρ(X). Ввиду (9) и (10) ло-
кальные единицы ix таковы, что правый аннулятор r(ix) максимален вR,
а левый аннулятор l(ix) максимален в L. Максимальность правого анну-
лятора r(a) для a 6= 0 отмечается формулой (7), а левого аннулятора —
формулой (8). Формулы (7) и (8) являются формулами логики первого
порядка. Очевидно, что формулы (7) и (8), взятые вместе, определяют
множество Jρ(X), поэтому Jρ(X)— L-подмножество. Нетрудно видеть,
что ix ∈ Bρ(X) для любого x ∈ X (и любого бинарного отношения ρ)
и ix = jxx. Локальные единицы ix выделяются среди элементов множе-
ства Jρ(X) свойством идемпотентности: α2 = α для α = ix и α2 6= α
для α = jxy при x 6= y. Следовательно, I — L-подмножество полугруппы
Bρ(X). Лемма 3 доказана.

Утверждение 2. Для любого бинарного отношения ρ на множест-

ве X полугруппа Pρ(X) является L-подполугруппой полугруппы Bρ(X).

Доказательство. Очевидно, что для отношения α ∈ Bρ(X) име-
ет место α ∈ Pρ(X) в том и только том случае, когда α не содержит
одновременно двух пар вида (x, y), (x, z), где y 6= z. Проверим, что

α ∈ Pρ(X) ≡ ∀ β ∈ I(X) (βα = 0 ∨ βα ∈ Jρ(X)). (11)

Действительно, пусть α ∈ Bρ(X) \ Pρ(X). Тогда существуют x, y, z ∈ X
такие, что (x, y), (x, z) ∈ α и y 6= z. Имеем ixα ∋ (x, y), (x, z), поэтому
ixα 6= 0 и ixα 6∈ Jρ(X), т. е. правая часть (11) ложна. Пусть α ∈ Pρ(X),
а β ∈ I(X) таково, что βα 6= 0. Имеем β = ix при некотором x, поэтому
|dom(βα)| = 1. Если βα 6∈ Jρ(X), то | im(βα)| > 2, т. е. (x, y), (x, z) ∈ βα
для некоторых y, z ∈ X, y 6= z. Очевидно, что βα = ({x}×X)∩α. Отсюда
(x, y), (x, z) ∈ βα, что противоречит условию α ∈ Pρ(X). Таким образом,
доказано (11), а так как I(X) и Jρ(X) — L-подмножества (по лемме 3),
то Pρ(X)— L-подполугруппа. Утверждение 2 доказано.

4. Теорема Глускина для многозначных отображений

Перед тем как перейти к доказательству теоремы, сделаем

Замечание 1. Понятие бинарного отношения на множестве A, как
подмножества σ ⊆ A × A, можно обобщить, считая для произвольных
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множеств A и B бинарным отношением между элементами этих мно-
жеств произвольное подмножество σ ⊆ A×B. Умножение στ отношений
σ ⊆ A× B и τ ⊆ B × C осуществляется обычным образом: στ ⊆ A × C,
причём (a, c) ∈ στ в том и только том случае, когда (a, b) ∈ σ и (b, c) ∈ τ
для некоторого b ∈ B (см. [8]). В этом смысле всякое отображение A→ B,
частичное отображение A1 → B и многозначное отображение A → 2B

являются бинарными отношениями — подмножествами множества A×B.
При этом произведение отображений совпадает с произведением бинар-
ных отношений.

Теорему Глускина [1, теорема 1] можно переформулировать так: если
ϕ : Tρ1(X1) → Tρ2(X2)— изоморфизм полугрупп, где ρ1 — квазипорядок
на X1, а ρ2 — нетривиальное рефлексивное бинарное отношение на X2,
то ϕ имеет вид ϕ : α 7→ f−1αf, где f : X1 → X2 — изоморфизм или анти-
изоморфизм структуры (X1, ρ1) на структуру (X2, ρ2):

X1
f−−−−→ X2

α

y
yαϕ

X1 −−−−→
f

X2

.

Отметим, что правую часть равенства αϕ = f−1αf можно понимать
как произведение бинарных отношений f−1 ⊆ X2 × X1, α ⊆ X1 × X1,
f ⊆ X1 ×X2, а левую часть — как бинарное отношение αϕ ⊆ X2 ×X2.

Теорема 1. Пусть ρ1 — нетривиальное рефлексивное или антирефлек-

сивное отношение на множестве X1, ρ2 — произвольное нетривиальное

отношение на множестве X2. Полугруппы Bρ1(X1) и Bρ2(X2) изоморф-

ны тогда и только тогда, когда структура (X1, ρ1) изоморфна одной

из структур (X2, ρ2) или
(
X2, ρ

−1
2

)
. При этом всякий изоморфизм ϕ по-

лугруппы Bρ1(X1) на Bρ2(X2) имеет вид

α ∈ Bρ1(X1) 7→ αϕ = f−1αf ∈ Bρ2(X2),

где f — изоморфизм или антиизоморфизм структуры (X1, ρ1) на (X2, ρ2).

Доказательство. Достаточность очевидна, докажем необхо-

димость. Пусть имеется изоморфизм полугрупп ϕ : Bρ1(X1)→ Bρ2(X2).
Поскольку Pρ1(X1) и Pρ2(X2) являются L-полугруппами, изоморфизм ϕ
индуцирует изоморфизм ϕ′ : Pρ1(X1) → Pρ2(X2). По теоремам Попо-
вой [2, теоремы 1, 2] существует изоморфизм или антиизоморфизм f
структур (X1, ρ1) и (X2, ρ2) такой, что αϕ′ = f−1αf. Проверим, что
αϕ = f−1αf.
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Рассмотрим изоморфизм полугрупп ψ : Bρ2(X2) → Bρ1(X1), который
индуцирован изоморфизмом структур f−1 : (X2, ρ2) → (X1, ρ1). Компо-
зиция ϕψ = ξ даёт автоморфизм полугруппы Bρ1(X1), который действу-
ет тождественно на подполугруппе Pρ1(X1). Докажем, что ξ действует
тождественно на всей полугруппе Bρ1(X1).

Пусть σ ∈ Bρ1(X1) и σξ = τ. Покажем, что σ = τ, для чего проверим
включение σ ⊆ τ. Обратное включение τ ⊆ σ доказывается аналогич-
но. Пусть σ 6⊆ τ, т. е. существует (a, b) ∈ σ \ τ. Рассмотрим частичные
константы ia = {(a, a)} и ib = {(b, b)}, которые, очевидно, принадле-
жат PTρ1(X1). Заметим, что бинарное отношение iaσib = {(a, b)} непусто
и iaσib ∈ PTρ1(X1). Тогда iaσib = iaσibξ = iaτib 6= ∅, а это противоречит
тому факту, что (a, b) 6∈ τ. Следовательно, σ ⊆ τ. Аналогично τ ⊆ σ,
откуда следует σ = τ.

Тем самым показано, что автоморфизм ξ действует тождественно
на всём Bρ1(X1). Это и означает справедливость равенства αϕ = f−1αf.
Теорема 1 доказана.

5. Полугруппы, сохраняющие n-арное отношение

Перейдём к рассмотрению ситуации, когда на множестве X задано
n-арное отношение ρ. Диагональ ∆ и универсальное отношение ∇ опре-
деляются аналогично бинарному случаю:

∆ = {(x, x, . . . , x) ∈ Xn | x ∈ X}, ∇ = Xn.

Элементы x = (x1, . . . , xn) ∈ Xn будем рассматривать как отображения
x : {1, 2, . . . , n} → X : i 7→ xi (i = 1, 2, . . . , n). Будем говорить, что отно-
шение ρ ⊆ Xn удовлетворяет условию (∗), если

∀x, y ∈ Xn (x ∈ ρ ∧ ker y ⊇ ker x→ y ∈ ρ).

Нетрудно видеть, что в случае n = 2 для x = (x1, x2) имеем

ker x =

®
∇{1,2} при x1 = x2,

∆{1,2} при x1 6= x2,

поэтому в случае n = 2 условию (∗) удовлетворяют только бинарные
отношения ∅, ∆X и ∇X , в случае n > 2 имеются и другие отношения
с этим свойством.

Для дальнейшего понадобится ещё одно хорошо известное утвержде-
ние, доказательство которого не приводим. Напомним, что умножение
отображений осуществляем слева направо, т. е. x(αβ) = (xα)β.
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Лемма 4. Пусть A,B,C — произвольные множества. Тогда

(1) для отображений α : A → C и β : A → B существует γ : B → C
такое, что α = βγ, в том и только том случае, когда kerα ⊇ ker β;

(2) для отображений α : B → A и β : C → A существует γ : B → C
такое, что α = γβ, в том и только том случае, когда imα ⊆ imβ.

Определим полугруппы Tρ(X), Pρ(X) и Bρ(X) в случае n-арного от-
ношения ρ на множестве X. Для x = (x1, . . . , xn) ∈ Xn и α ∈ T (X) по-
лагаем xα = (x1α, . . . , xnα). Если α ∈ P (X) и x1, . . . , xn ∈ domα, также
полагаем xα = (x1α, . . . , xnα). В этих обозначениях

Tρ(X) = {α ∈ T (X) | ∀x ∈ Xn (x ∈ ρ→ xα ∈ ρ},
Pρ(X) = {α ∈ P (X) | ∀x ∈ (domX)n (x ∈ ρ→ xα ∈ ρ},

Bρ(X) = {α ∈ B(X) | ∀x1, . . . , xn, x′1, . . . , x′n ∈ X
((x1, . . . , xn) ∈ ρ ∧ (x1, x

′
1), . . . , (xn, x

′
n) ∈ α→ (x′1, . . . , x

′
n) ∈ ρ)}.

Следующая теорема даёт необходимые и достаточные условия выпол-
нения равенств Tρ(X) = T (X) и Pρ(X) = P (X) в n-арном случае.

Теорема 2. Пусть ρ— n-арное отношение на множестве X. Следую-

щие условия эквивалентны:

(1) Tρ(X) = T (X);
(2) Pρ(X) = P (X);
(3) ρ удовлетворяет условию (∗).

Доказательство. (1) ⇒ (3) Пусть x ∈ ρ, y ∈ Xn и ker y ⊇ ker y.
По лемме 4(2) существует отображение α ∈ T (X) такое, что xα = y.
Так как Tρ(X) = T (X), то α ∈ Tρ(X), поэтому y ∈ ρ. Таким образом, ρ
удовлетворяет условию (∗).

(2) ⇒ (3) Рассуждая, как выше, предположим, что x ∈ ρ, y ∈ Xn

и ker y ⊇ kerx. По лемме 4(2) xα = y для некоторого α ∈ T (X). Так
как T (X) ⊆ P (X), то α ∈ P (X). По условию P (X) = Pρ(X), поэтому
α ∈ Pρ(X). Следовательно, y ∈ ρ.

(3) ⇒ (2) Пусть α ∈ P (X) и x ∈ ρ ∩ ((domα)n. Так как x1, . . . , xn ∈
domα, то xα существует. Очевидно, что ker(xα) ⊇ kerx, поэтому из усло-
вия (∗) получаем α ∈ ρ. Следовательно, α ∈ Pρ(X).

(3)⇒ (1) Пусть α ∈ T (X). Тогда α ∈ P (X). Ввиду доказанного (3)⇒
(2) имеем равенство Pρ(X) = P (X). Следовательно, α ∈ Pρ(X). Так как
α ∈ T (X), то α ∈ Tρ(X).

Теорема 3. Пусть ρ— n-арное отношение на множестве X. Тогда

(1) Bρ(X) = B(X) в том и только том случае, если ρ ∈ {∅,∇};
(2) если T (X) ⊆ Bρ(X), то ρ удовлетворяет условию (∗).
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Доказательство. (1) Достаточность очевидна, докажем необ-

ходимость. Пусть ρ 6= ∅ и ρ 6= ∇. Тогда существуют x ∈ ρ, y 6∈ ρ. Оче-
видно, что для бинарного отношения α = {(x1, y1), . . . , (xn), yn)} имеет
место соотношение α 6∈ Bρ(X).

(2) Пусть ρ не удовлетворяет условию (∗). Тогда существуют такие
x, y ∈ Xn, что x ∈ ρ, ker y ⊇ ker x, но y 6∈ ρ. По лемме 4(2) существует
α ∈ T (X) такое, что y = xα. Очевидно, что α 6∈ Bρ(X).

Замечание 2. В бинарном случае (n = 2) условию (∗) удовлетворяют
ровно три отношения —∅, ∆ и ∇. Лемма 1 показывает, что условие (∗)
влечёт выполнение одного из равенств Bρ(X) = B(X), Bρ(X) = P (X).
При n > 2 это неверно, как показывает приводимый ниже пример. Необ-
ходимые и достаточные условия выполнения равенства Bρ(X) = P (X)
авторам неизвестны.

Изложение примера сделаем после введения некоторых обозначений.
Для натурального числа k положим

B(k)(X) = {σ ∈ B(X) | | imσ| 6 k}.
Очевидно, что B(k)(X)— левый идеал полугруппы B(X). Далее, пусть

σk = {x ∈ Xn | | im x| 6 k}.
Так же ясно, что σk удовлетворяет условию (∗).

Пример. Пусть 2 6 k < n и |X| > k. Тогда σk удовлетворяет усло-
вию (∗), но Bσk

(X) 6= B(X), P (X), T (X). Докажем это. Заметим внача-
ле, что B(k)(X) ⊆ Bσk

(X). Действительно, если α ∈ B(k)(X) и x ∈ σk,
то | im(xα)| 6 | imα| 6 k, откуда xα ∈ σk. Далее, так как k > 2,

то P (X) ⊂ B(k)(X) ⊆ Bσk
(X). Кроме того, ввиду неравенства k < n

имеем Bσk
(X) 6= B(X).
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Abstract. In 1961, L. M. Gluskin proved that a given setX with an ar-
bitrary nontrivial quasiorder ρ is determined up to isomorphism or anti-
isomorphism by the semigroup Tρ(X) of all isotone transformations
of (X, ρ), i. e., the transformations of X preserving ρ. Subsequently,
L. M. Popova proved a similar statement for the semigroup Pρ(X) of
all partial isotone transformations of (X, ρ); here the relation ρ does
not have to be a quasiorder but can be an arbitrary nontrivial reflex-
ive or antireflexive binary relation on the set X . In the present paper,
under the same constraints on the relation ρ, we prove that the semi-
group Bρ(X) of all isotone binary relations (set-valued mappings) of
(X, ρ) determines ρ up to an isomorphism or anti-isomorphism as well.
In addition, for each of the conditions Tρ(X) = T (X), Pρ(X) = P (X),
Bρ(X) = B(X), we enumerate all n-ary relations ρ satisfying the given
condition. Bibliogr. 8.
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ВЕРОЯТНОСТНЫЙ ПОДХОД К ИГРЕ В УГАДЫВАНИЕ
В СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЕ
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Аннотация. В статье формализуется и решается следующая игра
двух лиц. Некоторый вопрос задан первому игроку. Второй игрок
знает правильный ответ. Кроме того, оба игрока знают все воз-
можные варианты ответа и их априорные вероятности. Второй иг-
рок должен выбрать подмножество заданной мощности ответов-
обманок. Первый игрок выбирает один из предложенных вариан-
тов ответа. Первый игрок выигрывает у второго игрока единицу,
если он угадал правильный ответ, и нуль иначе. Эта игра сводится
к матричной игре. Однако матрица игры имеет большую размер-
ность, из-за чего классический метод, основанный на решении пары
двойственных задач линейного программирования, не может быть
реализован для каждой индивидуальной задачи, поэтому необхо-
димо разработать метод радикального понижения размерности.

Всё множество таких игр разбивается на два класса. Надравно-
мерный класс игр характеризуется тем условием, что наибольшая
из априорных вероятностей больше вероятности выбора ответа на-
удачу, а подравномерный класс соответствует противоположному
неравенству: каждая из априорных вероятностей при умножении
на общее число предъявляемых первому игроку ответов не превос-
ходит единицы. Для каждого из этих двух классов решение расши-
ренной матричной игры сводится к решению задачи линейного про-
граммирования существенно меньшей размерности. Для подравно-
мерного класса игра переформулируется в терминах теории вероят-
ностей. Условие на оптимальность смешанной стратегии формули-
руется с помощью теоремы Байеса. Для надравномерного класса
решение игры использует вспомогательную задачу, относящуюся
к подравномерному классу. Для обоих классов доказаны результа-
ты о вероятностях угадывания правильного ответа при использова-
нии оптимальных смешанных стратегий обоими игроками, а также
разработаны алгоритмы получения этих стратегий. В подравномер-
ном классе оптимальная смешанная стратегия первого игрока —
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выбирать ответ наудачу, а в надравномерном — выбирать наибо-
лее вероятный ответ. Оптимальные смешанные стратегии второго
игрока имеют значительно более сложную структуру. Библиогр. 7.

Ключевые слова: матричная игра, теорема Байеса, равноверо-
ятное распределение, вероятность угадывания, решение в чистых
стратегиях, решение в смешанных стратегиях.

Введение

Пусть игроку A задан вопрос, на который существует n > 2 возмож-
ных вариантов ответа O1, . . . , On. В каждом раунде игры правильный
ответ на вопрос выбирается случайно и не зависит от предыстории. Ве-
роятность для каждого возможного варианта ответа Oi быть правиль-
ным постоянна и равна ri. Ответы упорядочены таким образом, что
r1 > r2 > . . . > rn > 0. Мы считаем этот порядок фиксированным и бу-
дем употреблять выражение «наиболее вероятный ответ» (из некоторого
множества ответов) в значении «ответ с наименьшим номером».

Игрок A знает вопрос и вероятности r1, . . . , rn. Игрок B, помимо это-
го, знает правильный ответ. Игрок B предлагает игроку A угадать, ка-
кой ответ правильный, предоставляя выбор из k вариантов, 1 < k < n.
Задача игрока B— по правильному ответу подобрать k − 1 вариантов
ложных ответов так, чтобы вероятность того, что A угадает, была наи-
меньшей. Задача игрока A— использовать алгоритм выбора из предло-
женных k вариантов, при котором вероятность угадывания будет наи-
большей.

Эта игра является антагонистической игрой двух лиц и после усредне-
ния по случайной среде, сформированной последовательностью номеров
правильных ответов, формализуется как матричная игра (игра двух лиц
с нулевой суммой [6, гл. 13]). Игрок B выбирает, какие k из n возможных
ответов предложить. Более точно, игрок B в зависимости от варианта
ответа, который верен для данного вопроса, выбирает другие варианты
ответа, которые будут показаны игроку A вместе с верным вариантом
в случайном порядке. Игрок A выбирает один из k предложенных отве-
тов. Средний выигрыш игрока A при каждом выборе стратегий игрока-
ми равен вероятности угадывания верного ответа.

Теорема 1 даёт верхнюю и нижнюю цену игры и показывает, что верх-
няя цена игры больше нижней, т. е. нет решения в чистых стратеги-
ях. Однако решение этой игры в смешанных стратегиях неприемлемо
с вычислительной точки зрения. Как будет показано ниже, платёжная
матрица имеет размерность

(
Ck−1
n−1

)n × kCk
n , где Ck

n — биномиальный ко-
эффициент. Классический подход [6, гл. 17] предполагает решение зада-
чи линейного программирования с системой ограничений, определяемых
платёжной матрицей. Так как матрица имеет скорость роста много выше
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экспоненциальной (по количеству вариантов ответа), решение получить
невозможно даже для малых n и k.

В [4, 5] представлены общие методы понижения размерности для мат-
ричных игр. Они не подходят для изучаемой задачи, так как представ-
ленные в работах алгоритмы имеют псевдополиномиальную по макси-
мальному из размерностей платёжной матрицы временную сложность,
что делает их неприменимыми. Необходимо понизить размерность зада-
чи на основании другого подхода.

Разрабатываемый в данной работе подход использует связи между
теорией игр, теорией вероятностей и линейным программированием. Ряд
полезных связей (помимо прочего и с математической статистикой) из-
ложен в [1, гл. 4].

Отнесём каждую индивидуальную задачу к одному из двух классов
в зависимости от входных параметров. Надравномерный класс игр ха-
рактеризуется условием r1 >

1
k , а подравномерный класс соответствует

условию r1 6 1
k . Для этих двух классов существенно отличаются оп-

тимальные смешанные стратегии игрока A. Для каждого из этих двух
классов решение расширенной матричной игры сводится к решению за-
дачи линейного программирования существенно меньшей размерности.

Теорема 2 содержит результат для подравномерного класса. В этом
случае задача формулируется в терминах теории вероятностей. Условие
на оптимальность смешанной стратегии формулируется с помощью тео-
ремы Байеса. Доказывается, что цена расширенной игры из этого класса
равна 1/k, оптимальной стратегией игрока A в подравномерном случае
является смешанная стратегия «выбирать варианты ответа равноверо-
ятно», а оптимальная смешанная стратегия игрока B вычисляется реше-
нием задачи линейного программирования с матрицей размеров n×Ck

n.
Теорема 3 даёт ответ для надравномерного класса. Она использует

вспомогательную задачу, относящуюся к подравномерному классу. Цена
расширенной игры из этого класса равна r1, а оптимальной стратегией
игрока A в надравномерном случае является чистая стратегия «выби-
рать самый популярный ответ». Размерность задачи линейного програм-
мирования для отыскания оптимальной смешанной стратегии игрока B
остаётся той же, что и в теореме 2.

Современная теория игр изучает, в частности, марковские матричные
игры, в которых предполагается, что платёжная матрица изменяется
от раунда к раунду, образуя цепь Маркова. Данную задачу можно моди-
фицировать, потребовав, чтобы последовательность правильных ответов
образовывала марковскую цепь. В настоящее время теория марковских
игр развивается, и нет аналитических методов получения точного реше-
ния [3]. Тем не менее существуют эффективные алгоритмы для прибли-
жённого решения, аппроксимирующего точное сколь угодно близко [7].
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1. Сведе́ние к матричной игре

Пусть O1, . . . , On — возможные варианты ответа, а событие {T = Oi}
означает, что верным является ответ с номером i. Тогда ri = P (T = Oi).

Игрок B для каждого варианта правильного ответа должен предло-
жить k−1 ответов-ловушек. Игрок A для каждого варианта показанных
ему ответов должен выбрать один ответ.

Чистая (детерминированная) стратегия игрока B состоит в том, что
по известному верному ответу выбираются ещё k−1 ответов, т. е. каждо-
му из ответов Oi сопоставляется подмножество Bi ⊆ {O1, . . . , On}\{Oi},
содержащее k − 1 элементов: |Bi| = k − 1.

Введём обозначения для стратегий игрока B:

δB1...Bn = Bi, если T = Oi, i ∈ {1, . . . , n}.
Число чистых стратегий игрока B— это возведённое в степень n число
способов выбрать k − 1 элементов из n− 1 элементов:

(
Ck−1
n−1

)n
=

Å
(n− 1)!

(k − 1)!(n − k)!

ãn
.

Игрок A из предложенных вариантов ответа выбирает один. Чистая

(детерминированная) стратегия игрока A— из k-элементного множества
ответов Ai выбрать один ответ Di. Ясно, что для каждого множества
этот выбор можно сделать k способами, а всего k-элементных множеств
m = Ck

n штук. Будем предполагать, что множества Ai упорядочены.
Конкретный порядок не играет роли. Удобно считать, что множества
упорядочены в лексикографическом порядке номеров их элементов.

Введём обозначения для стратегий игрока A:

θD1...Dm = Ds, если множество ответов As, s ∈ {1, . . . ,m}.
Таким образом, получено

Утверждение 1. Число чистых стратегий игрока A равно

M = kC
k
n = k

n!
k!(n−k)! ,

а число чистых стратегий игрока B равно

N =
(
Ck−1
n−1

)n
=

Å
(n− 1)!

(k − 1)!(n − k)!

ãn
.

Пример 1. Пусть n = 3, k = 2. У каждого из игроков 23 = 8 страте-
гий. Опишем их детально. Стратегии игрока B:

δijs =





показывать дополнительно ответ i, если верный ответ 1,

показывать дополнительно ответ j, если верный ответ 2,

показывать дополнительно ответ s, если верный ответ 3.
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Стратегии игрока A:

θijs =





выбирать ответ i, если показывают ответы 1 и 2,

выбирать ответ j, если показывают ответы 1 и 3,

выбирать ответ s, если показывают ответы 2 и 3.

Выигрыш игрока A (равный потерям игрока B) в каждой ситуации,
т. е. при каждом сделанном игроками выборе, — это вероятность того,
что игрок A угадает верный ответ. Тем самым соответствующий паре
стратегий (θD1...Dm , δB1...Bn) элемент платёжной матрицы равен

ϕst = ϕ(θD1...Dm , δB1...Bn) =

n∑

i=1

ri

( Ck
n∑

j=1

1(Aj = Bi ∪ {Oi}, Dj = Oi)

)
,

s = 1, . . .M, t = 1, . . . , N.

Вернёмся к примеру 1, в котором k = 2, n = 3. Имеем три вероятности
r1 > r2 > r3. Платёжная матрица имеет вид

δ211 δ212 δ231 δ232 δ311 δ312 δ331 δ332
θ112 r1 r1 r1 + r2 r1 + r2 r1 r1 r1 + r2 r1 + r2
θ113 r1 r1 + r3 r1 r1 + r3 r1 r1 + r3 r1 r1 + r3
θ132 r1 + r3 r1 1 r1 + r2 r3 0 r2 + r3 r2
θ133 r1 + r3 r1 + r3 r1 + r3 r1 + r3 r3 r3 r3 r3
θ212 r2 r2 r2 r2 r1 + r2 r1 + r2 r1 + r2 r1 + r2
θ213 r2 r2 + r3 0 r3 r1 + r2 1 r1 r1 + r3
θ232 r2 + r3 r2 r2 + r3 r2 r2 + r3 r2 r2 + r3 r2
θ233 r2 + r3 r2 + r3 r3 r3 r2 + r3 r2 + r3 r3 r3

Следующая теорема даёт верхнюю и нижнюю цены игры.

Теорема 1. 1) Нижняя цена игры равна

max
s6M

min
t6N

ϕst = r1,

а соответствующая максиминная стратегия игрока A— из предъявлен-

ных выбирать ответ с наименьшим номером (самый вероятный ответ).
2) Верхняя цена игры равна

min
t6N

max
s6M

ϕst =
∑

i: 1+ik6n

r1+ik = r1 + r1+k + · · · > r1,

а соответствующая минимаксная стратегия игрока B— показывать вме-

сте первые k наиболее вероятных ответов (ответы с номерами 1, . . . , k),
вторые k наиболее вероятных ответов (ответы с номерами k+1, . . . , 2k),
и т. д. Если n не кратно k, то в последний набор ответов включаются

дополнительно первые k(⌊n/k⌋+ 1)− n ответов.



40 А. П. Ковалевский

Доказательство. 1) Максиминное решение означает, что игрок A
выбирает свою чистую стратегию, а игрок B, зная его чистую страте-
гию, выбирает свою чистую стратегию так, чтобы минимизировать свой
проигрыш.

У игрока A есть чистая стратегия, состоящая в выборе ответа с наи-
меньшим номером (наиболее вероятного ответа) из множества предъяв-
ленных ответов. В тех случаях, когда первый ответ верный, игрок B
обязан его предъявить. Так как вероятность первого ответа равна r1,
выигрыш первого игрока составляет не меньше r1. В тех случаях, когда
первый ответ не верен, игрок B показывает первый ответ в числе про-
чих, и игрок A выбирает его, при этом он выигрывает 0 (с вероятностью
1− r1). Таким образом, чистая стратегия s0, состоящая в выборе ответа
с наименьшим номером, обеспечивает равенство

min
t6N

ϕs0t = r1.

Покажем, что стратегия s0 максиминная, т. е. её замена любой дру-
гой чистой стратегией не приводит к увеличению минимального (по всем
чистым стратегиям игрока B) среднего выигрыша игрока A. Действи-
тельно, рассмотрим все такие множества Aj предъявляемых игроку A
ответов, которые содержат конкретный ответ Oi. Если хотя бы на одном
из этих множеств игрок A выбирает ответ, не равный Oi, то игрок B
предъявляет именно это множество в том случае, когда Oi является вер-
ным ответом, и выигрыш игрока A в этом случае равен 0.

Значит, будем предполагать, что существует ответ Oi, который выби-
рается игроком A для всех множеств, его содержащих. Тогда игрок B
обязан показать одно из таких множеств, если Oi является верным от-
ветом, и это происходит с вероятностью ri. Если Oi не является верным
ответом, то игрок B также показывает одно из таких множеств Aj , вклю-
чая в него ответ Oi наряду с верным ответом. Таким образом, в любом
случае, когда Oi не является верным ответом, выигрыш игрока A ра-
вен 0. Итак, средний суммарный выигрыш равен ri. Следовательно,

max
s6M

min
t6N

ϕst = max
i6n

ri = r1.

2) Минимаксное решение означает, что игрок B выбирает свою чи-
стую стратегию, а игрок A, зная его чистую стратегию, выбирает свою
чистую стратегию так, чтобы максимизировать свой выигрыш. Каждо-
му ответу O1, . . . , On игрок B сопоставляет содержащее его множество
A1, . . . , An. Если какие-либо из этих множеств совпадают, то игрок A
не может различить, какой из ответов верен, и для максимизации сред-
него выигрыша выбирает наиболее вероятный ответ. Средний выигрыш
игрока A равен сумме наибольших вероятностей по всем различным мно-
жествам из A1, . . . , An. Доказательство проведём индукцией по n.
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Базис индукции: пусть n = k + 1 (минимально возможное значе-
ние). Множество A1 содержит первый ответ и приносит игроку A вы-
игрыш r1. Так как |A1| = k, игрок B выбирает k − 1 множеств сов-
падающими с A1 (что даёт нулевые потери), а одно множество должно
отличаться. Потери будут наименьшими (и равными r1+rk+1), если пер-
вые k множеств совпадают, а последнее отличается. В частности, можно
в множество Ak+1 добавить ответы O1, . . . , Ok−1.

Шаг индукции: предположим, что утверждение теоремы выполне-
но для n > k + 1. Докажем, что оно верно для n + 1. Рассмотрим два
варианта.

Первый вариант: n не кратно k. Тогда игрок B сохраняет множества

A1 = · · · = Ak = {O1, . . . , Ok},
. . .

Ak⌊n/k⌋−k+1 = · · · = Ak⌊n/k⌋ = {Ok⌊n/k⌋−k+1, . . . , Ok⌊n/k⌋}
и выбирает

Ak⌊n/k⌋+1 = · · · = An+1 = {Ok⌊n/k⌋+1, . . . , On+1}
(если n+ 1 кратно k) или

Ak⌊n/k⌋+1 = · · · = An+1 = {Ok⌊n/k⌋+1, . . . , On+1, O1, . . . , Ok−n−1+k⌊(n+1)/k⌋}
(если n + 1 не кратно k), что даёт нулевое увеличение его средних по-
терь. Так как при переходе от n к n + 1 его средние потери не могут
уменьшиться (максимум берётся по более широкому множеству), опти-
мальность решения сохраняется.

Второй вариант: n делится нацело на k. Тогда игрок B сохраняет все
предыдущие множества и выбирает

An+1 = {On+1, O1, . . . , Ok−1}.
Такой выбор оптимален, так как увеличивает цену простой игры на ми-
нимально возможную величину rn+1. Теорема 1 доказана.

Возвращаясь к примеру 1 (k = 2, n = 3), получаем, что здесь нижняя
цена игры равна r1, а верхняя цена игры равна r1 + r3.

2. Подравномерный случай

Согласно теореме 1 нижняя цена простой игры всегда строго мень-
ше верхней, поэтому необходимо рассматривать расширенную матрич-
ную игру, в которой стратегии каждого из игроков выбираются случайно
в соответствии с некоторым вероятностным распределением на множе-
стве стратегий. Таким образом, имеются три независимых в совокуп-
ности последовательности случайных величин: одна отвечает за выбор
ответа, другая — за выбор стратегии первым игроком, третья — за выбор
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стратегии вторым игроком. Вероятностные распределения на соответ-
ствующих множествах стратегий называются смешанными стратегиями
игроков A и B.

Классический метод решения расширенных матричных игр подразу-
мевает решение пары двойственных задач линейного программирования.
Однако для данной игры матрица системы ограничений для задачи ли-
нейного программирования имеет размерность M ×N = kC

k
n ×

(
Ck−1
n−1

)n.
При n = 6, k = 4 размерность равна 230 × 106. Решение задачи да-
же в таком частном случае требует значительных вычислительных ре-
сурсов. Кроме того, размерность растёт со скоростью, сильно большей,
чем экспоненциальная (по n). Решение задачи в такой постановке для
приложений не представляется возможным. Необходимо искать методы
понижения размерности системы ограничений, либо искать решение, ос-
новываясь на вероятностной постановке задачи.

Существуют алгоритмы понижения размерностей для матричных игр
(например, [4], основанный на составлении новой эквивалентной задачи
линейного программирования, состоящей из выпуклой оболочки множе-
ства решений), однако в случае размерностей такого порядка, как в этой
задаче, они остаются бесполезны. В [4] предлагаемый алгоритм получает
решение матричной игры за время O(TN2 + n3,5), где N — максималь-
ная из размерностей платёжной матрицы, n— размерность редуцирован-
ной матрицы, T — некоторый параметр, зависящий от матрицы. В лю-
бом случае необходимо провести псевдополиномиальное число операций
над матрицей, что для данных размерностей практически невозможно
на практике, поэтому становится актуальным поиск другого метода ре-
шения.

Посмотрим на задачу с помощью формулы Байеса. Игрок A знает
множество возможных ответов и априорные вероятности r1, . . . , rn то-
го, что соответствующий ответ будет верным. Также он видит предло-
женное подмножество As из k ответов, из которого он должен выбрать
правильный ответ. Тогда по формуле Байеса апостериорная вероятность
того, что вариант Oi будет верным (T = Oi) при условии, что игрок A
выбирает из множества As, равна

P (T = Oi | As) =
P (As | T = Oi)ri

P (As)
, i ∈ As.

Обозначим условные вероятности выбора игроком A из множества As

через

qi,As = P (As | T = Oi).

Игрок B не может повлиять на априорные вероятности, однако может
изменять апостериорные, чтобы уменьшить вероятность угадать верный
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ответ. Потребуем, чтобы условная вероятность быть верным ответом бы-
ла одинаковой для любого элемента из данного подмножества. Для этого
числитель дроби не должен зависеть от i, т. е. для любых 1 6 s 6 Ck

n,
|As| = k, Oi ∈ As требуется существование zs > 0 такого, что

qi,As =
zs
ri
.

Тем самым знания об априорном распределении становятся бесполез-
ными, а у игрока A нет лучшей возможности, чем выбрать наугад из k
элементов. В новых обозначениях условная вероятность того, что i–й
элемент будет верным ответом, равна

P (T = Oi | As) =
zs

P (As)
, Oi ∈ As.

Заметим, что для всех i
∑

s : Oi∈As

P (As | T = Oi) = P

Å ⋃

s : Oi∈As

As | T = Oi

ã
= 1.

Тогда, умножив равенство на ri, получим
∑

s : Oi∈As

P (As | T = Oi)ri =
∑

s : Oi∈As

zs = ri, i = 1, . . . , n.

Кроме того, zs > 0 для любого As.
Получили систему уравнений и неравенств для определения zs из n

уравнений с Ck
n неизвестными, а также с условиями на знак:





∑
s : Oi∈As

zs = ri, i = 1, . . . , n,

zs > 0, 1 6 s 6 Ck
n.

(1)

Решив её, можно получить вероятность для множества ответов As ∋ Oi

при условии, что Oi является верным ответом:

P (As | T = Oi) = qi,As =
zs
ri
. (2)

Запишем задачу линейного программирования, состоящую в макси-
мизации суммы переменных при ограничениях в виде неравенств:





γ =
Ck

n∑
s=1

zs → max,
∑

s : Oi∈As

zs 6 ri, i = 1, . . . , n,

zs > 0, 1 6 s 6 Ck
n.

(3)

Здесь задача максимизации суммы всех переменных введена искусствен-
но, она будет использоваться для доказательства существования реше-
ния у системы (1).
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Теорема 2. Если r1 6
1
k , то цена игры равна 1

k , задача линейного

программирования (3) совместна, её решение удовлетворяет ограниче-

ниям (1) и оптимальной смешанной стратегией игрока B является вы-

бор вероятностей в соответствии с (2). При этом оптимальной является

смешанная стратегия игрока A, при которой варианты ответов выбира-

ются равновероятно. Если же r1> 1
k , то система (1) не имеет решений

и равновероятная стратегия игрока A не оптимальна.

Доказательство. Обозначим через (bis)
s=1,...,Ck

n

i=1,...,n матрицу системы
уравнений (1). Тогда bis = 1 в том и только том случае, когда i-й элемент
содержится в подмножестве As. Так как в любом As содержится ровно k

элементов, сложив все уравнения, получим k
Ck

n∑
i=1

zs =
n∑

i=1
ri = 1, т. е.

Ck
n∑

i=1

zs =
1

k
.

Тогда выигрыш игрока A при разыгрывании любой своей стратегии ра-
вен 1

k , если система уравнений и неравенств совместна.
Предположим, что r1 > 1

k и zs > 0 для всех s. Тогда

∑

s : O1∈As

zs = r1 6

Ck
n∑

s=1

zs =
1

k
,

чего не может быть.
Для доказательства совместности системы в подравномерном случае

рассмотрим задачу, двойственную задаче (3):




ω =
n∑

i=1
rixi → min,

∑
j∈As

xj > 1, s = 1, . . . , Ck
n,

xi > 0, i = 1, . . . , n.

(4)

Из ограничений на знак переменных двойственной задачи следует,
что ω ограничена снизу. Кроме того, решение

x1 = x2 = · · · = xn =
1

k
(5)

допустимое, и целевая функция для такого решения равна 1
k . В силу

теоремы двойственности существует решение прямой задачи такое, что
γmax = ωmin. Покажем, что в подравномерном случае решение (5) опти-
мально, т. е. всегда ω >

1
k .
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Для этого изучим соседние с (5) вершины симплекса. В этих вер-
шинах одна из переменных становится базисной и принимает нулевое
значение: xi = 0 для некоторого i ∈ {1, . . . , n}. Небазисные переменные
выражаются через базисные, поэтому для всех As таких, что Oi ∈ As,
выполнено ∑

j: : Oj∈As\{Oi}

xj = 1,

при этом |As| = k. В силу симметрии xj =
1

k−1 для всех j 6= i.
Следовательно, соседние с (5) вершины симплекса имеют следующий

вид: xi = 0 для некоторого i ∈ {1, . . . , n} и xj = 1
k−1 для всех j 6= i.

Однако в этих вершинах

ω =
1

k − 1

∑

j 6=i

rj =
1− ri
k − 1

>
1

k

в силу условия подравномерности ri 6 r1 6
1
k .

Итак, (5) является решением двойственной задачи, и все переменные
принимают строго положительные значения. Значит, существует реше-
ние прямой задачи (3), для которого все существенные ограничения об-
ратятся в строгие равенства (свойство дополняющей нежёсткости, см. [2,
§ 4.5]), что означает существование неотрицательного решения системы
уравнений (1). Теорема 2 доказана.

Пример 2. Пусть n = 3, k = 2, 1
2 > r1 > r2 > r3. Тогда z12+ z13 = r1,

z12 + z23 = r2, z13 + z23 = r3. Отсюда

z12 =
r1 + r2 − r3

2
, z13 =

r1 − r2 + r3
2

, z23 =
−r1 + r2 + r3

2
,

q23 =
z23
r2
, q13 =

z13
r1
, q12 =

z12
r1
,

q21 =
z12
r2
, q31 =

z13
r3
, q32 =

z23
r3
.

Здесь qij — вероятность того, что игрок B добавит ответ-ловушку с номе-
ром j, если правильный ответ имеет номер i. Игрок A выбирает ответы
равновероятно, его средний выигрыш равен 1

2 .

3. Надравномерный случай

Надравномерный случай характеризуется условием r1 >
1
k . Докажем,

что здесь цена расширенной игры равна r1, а у игрока A есть опти-
мальная чистая стратегия — выбирать самый вероятный ответ O1. Также
найдём оптимальную смешанную стратегию игрока B. Таких стратегий
очень много, но трудно найти конкретную стратегию, которая подходит
для общего случая.
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Будем сводить надравномерный случай к подравномерному. Для это-
го введём модифицированные (срезанные и масштабированные) вероят-
ности

r′i = Lmin(ri, c).

Здесь c > 0— уровень срезки, а L =
( n∑
i=1

min(ri, c)
)−1

— нормирующая

константа, обеспечивающая выполнение условия
n∑

i=1

r′i = 1.

Выберем c как наименьший положительный корень уравнения

ck =
n∑

i=1

min(ri, c) =: g(c). (6)

Такой корень c ∈
(
0, 1k

)
обязательно существует, так как левая и правая

части уравнения (6) непрерывны как функции от c, равны 0 при c = 0,
dg
dx |x=0+ = n > k, g

(
1
k

)
< 1. Тогда

r′1 = Lc =
1

k
,

и выполнено условие подравномерности для вероятностей r′i.
По аналогии с (3) запишем задачу линейного программирования:





γ′ =
Ck

n∑
s=1

z′s → max,
∑

As∋Oi

z′s 6 r′i, i = 1, . . . , n, |As| = k,

z′s > 0, 1 6 s 6 Ck
n.

(7)

Она имеет решение согласно теореме 2.

Теорема 3. Если r1 >
1
k , то цена расширенной игры равна r1. При

этом оптимальна чистая стратегия игрока A, при которой выбирается

наиболее вероятный ответ. Оптимальной смешанной стратегией игрока B
будет следующая: если ответ Oi верный, то множество ответов As вы-

бирается с вероятностью q′i,As
= z′s/r

′
i, Oi ∈ As. Здесь {z′s}

Ck
n

s=1 — решение

задачи (7).

Доказательство. Рассмотрим произвольную чистую стратегию иг-
рока A и оценим сверху её средний выигрыш.

Игрок A из каждого возникающего в игре множества ответов As вы-
бирает один из его элементов. Пусть

r1 > . . . > rk0 > c > rk0+1 > . . . > rn.
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Из (6) получаем
ck = ck0 + rk0+1 + · · ·+ rn,

откуда

c =
rk0+1 + · · · + rn

k − k0
.

Следовательно,

k0 = min

ß
t > 1 | rt+1 + · · · + rn

k − t > rt+1

™
.

Такое k0 < k всегда существует, так как при t = k − 1 неравенство
выполнено.

Если i 6 k0, то r′i = 1
k . Это максимально возможная правая часть

в (7), поэтому существует смешанная стратегия игрока B, в которой
любое выбираемое множество As содержит ответы 1, . . . , k0 с вероятно-
стью 1, при этом ri/r

′
i = kri.

Если i > k0, то

r′i =
(k − k0)ri

k(rk0+1 + · · · + rn)
,

ri/r
′
i =

k(rk0+1 + · · ·+ rn)

k − k0
.

Оценим сверху условную вероятность того, что Oi является верным
ответом, если предложено множество ответов As:

P (T = Oi | As) =
P (T = Oi, As)

P (As)
=

=
P (As | T = Oi)ri∑

j : Oj∈As

P (As | T = Oj)rj
=

z′sri/r
′
i∑

j : Oj∈As

z′srj/r
′
j

=
ri/r

′
i∑

j : Oj∈As

rj/r′j
6

6
kr1

k(r1 + · · ·+ rk0) +
∑

j : Oj∈As∩{Ok0+1,...,On}

k(rk0+1+···+rn)

k−k0

= r1,

так как |As ∩ {Ok0+1, . . . , On}| = k − k0.
Итак, при предлагаемой смешанной стратегии игрока B средний вы-

игрыш любой чистой стратегии игрока A не превосходит r1. Теорема 3
доказана.

Пример 3. Пусть n = 3, k = 2, r1 > 1
2 > r2 > r3. В силу условия

нормировки r2 + r3 <
1
2 . Согласно теореме 3 c = r2 + r3,

r′1 =
1

2
, r′2 =

r2
2(r2 + r3)

, r′3 =
r3

2(r2 + r3)
, r′2 + r′3 =

1

2
.
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Максимум целевой функции достигается на решении системы уравнений




z′12 + z′13 =
1
2 ,

z′12 + z′23 = r′2,

z′13 + z′23 = r′3.

Отсюда

z′12 = r′2, z′13 = r′3, z′23 = 0,

q′12 =
r2

r2 + r3
, q′13 =

r3
r2 + r3

, q′21 = q′31 = 1, q′23 = q′32 = 0.

Как и в примере 2, здесь qij — вероятность того, что игрок B добавит от-
вет-ловушку с номером j, если правильный ответ имеет номер i. Игрок A
выбирает наиболее вероятный ответ, его средний выигрыш равен r1.

Заключение

В результате работы была полностью решена задача об игре в уга-
дывание в случайной среде. С помощью теоретико-игровой модели уда-
лось получить верхнюю и нижнюю цены игры. Были разработаны мето-
ды понижения размерности для данной задачи, что позволило получать
численные решения для произвольной индивидуальной задачи более эф-
фективно, чем это делают существующие общие методы понижения раз-
мерности и алгоритмы для теоретико-игровых задач.

В ходе исследования был выявлен класс индивидуальных задач, для
которых существует стратегия игрока B такая, что информация об апри-
орном распределении вариантов ответов не приносит дополнительного
выигрыша игроку A.

В продолжение исследования можно рассмотреть модифицированную
формулировку задачи, в которой последовательность платёжных матриц
образует цепь Маркова. Такая задача относится к классу марковских
игр, исследования которых активно проводятся в последние годы.
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Abstract. The following game of two persons is formalized and solved
in the paper. Player 1 is asked a question. Player 2 knows the correct
answer. Moreover, both players know all possible answers and their
a priori probabilities. Player 2 must choose a subset of the given car-
dinality of deception answers. Player 1 chooses one of the proposed
answers. Player 1 wins one from Player 2 if he/she guessed the correct
answer and zero otherwise. This game is reduced to a matrix game.
However, the game matrix is of large dimension, so the classical method
based on solving a pair of dual linear programming problems cannot
be implemented for each individual problem. Therefore, it is necessary
to develop a method to radically reduce the dimension.

The whole set of such games is divided into two classes. The su-
peruniform class of games is characterized by the condition that the
largest of the a priori probabilities is greater than the probability of
choosing an answer at random, and the subuniform class corresponds
to the opposite inequality — each of the a priori probabilities when mul-
tiplied by the total number of answers presented to Player 1 does not
exceed one. For each of these two classes, the solving the extended
matrix game is reduced to solving a linear programming problem of
a much smaller dimension. For the subuniform class, the game is refor-
mulated in terms of probability theory. The condition for the optimality
of a mixed strategy is formulated using the Bayes theorem. For the su-
peruniform class, the solution of the game uses an auxiliary problem
related to the subuniform class. For both classes, we prove results on
the probabilities of guessing the correct answer when using optimal
mixed strategies by both players. We present algorithms for obtaining
these strategies. The optimal mixed strategy of Player 1 is to choose

English transl.: Journal of Applied and Industrial Mathematics 18 (1), 70–80
(2024), DOI: 10.1134/S1990478924010071.
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an answer at random in the subuniform class and to choose the most
probable answer in the superuniform class. Optimal mixed strategies
of Player 2 have much more complex structure. Bibliogr. 7.

Keywords: matrix game, Bayes’ theorem, equiprobable distribution,
guessing probability, solution in pure strategies, solution in mixed stra-
tegies.
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Аннотация. Представлен обзор основных постквантовых крипто-
графических схем на основе кодов, исправляющих ошибки, и изо-
гений эллиптических кривых, а также вычислительно трудных за-
дач, лежащих в их основе. Особое внимание уделено описанию атак
на представленные схемы. В частности, для кодовых криптосистем
описаны атаки на основе информационных совокупностей и рас-
щепления носителя, для криптосистем на изогениях дано подробное
описание атаки Кастрика — Декру на схему SIDH/SIKE. Табл. 2,
библиогр. 43.

Ключевые слова: постквантовая криптография, код, исправля-
ющий ошибки, эллиптическая кривая, изогения.

Введение

Настоящая статья является продолжением работы [1], в которой рас-
смотрены криптосистемы, основанные на теории решёток, и задачи, ле-
жащие в основе их стойкости. Как отмечено в [1], помимо схем на основе
решёток, выбранных в качестве нового стандарта постквантовой крип-
тографии, существуют альтернативные кандидаты, а именно — крипто-
системы на основе кодов, исправляющих ошибки, и изогений суперсин-
гулярных эллиптических кривых. Данная работа посвящена описанию

© Е. С. Малыгина, А. В. Куценко, С. А. Новосёлов, Н. С. Колесников, А. О. Ба-
харев, И. С. Хильчук, А. С. Шапоренко, Н. Н. Токарева, 2024
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таких криптосистем, а также вычислительно трудных задач, на кото-
рых базируется их стойкость.

В отличие от криптографии на решётках, в которой безопасность ря-
да протоколов основывается на сложности аппроксимации случайного
вектора далёко за пределами ближайшего вектора решётки, в крипто-
графии на кодах безопасность протоколов зависит от нахождения кодо-
вых слов малого веса ниже границы Варшамова — Гилберта, поскольку
алгоритм декодирования за пределами этой границы на данный момент
не известен.

К основным преимуществам и недостаткам криптосистем на кодах
(в частности, схем цифровой подписи) стоит отнести следующие:
• использование алгоритма Куртуа — Финьяза — Сондриера (CFS) [2]

приводит к малому размеру самой подписи при сравнительно медленной
скорости работы и большому размеру открытого ключа;
• использование эвристики Фиата — Шамира [3], наоборот, приводит

к малому размеру открытого ключа (как правило, несколько сотен бит),
обеспечивает достаточно высокую скорость работы, однако размер под-
писи сравнительно велик (составляет около 105 бит).

Криптография на изогениях существенно отличается от предыдущих
двух типов, поскольку основана на естественно возникающей в теории
чисел задаче вычисления изогений между эллиптическими кривыми. Та-
ким образом, криптосистемы на изогениях составляют одно из немно-
гих семейств, на данный момент устойчивых к атакам с использовани-
ем квантового компьютера и основанных на теоретико-числовых зада-
чах (если рассматривать задачу решения нелинейных систем уравнений
от многих переменных как теоретико-числовую). В некотором смысле за-
дачу нахождения изогении можно рассматривать как аналог задачи дис-
кретного логарифмирования, в рамках которого вместо абелевой груп-
пы точек кривой используют граф изогений. В то время как кванто-
вый компьютер решает задачу дискретного логарифма в группе точек
эллиптической кривой за полиномиальное время, для вычисления изоге-
нии существующими алгоритмами требуется субэкспоненциальное время
при использовании обычных эллиптических кривых и экспоненциальное
время при использовании суперсингулярных эллиптических кривых [4].

К основным преимуществам и недостаткам криптосистем на изогени-
ях стоит отнести небольшие размеры ключей при относительно медлен-
ной скорости работы. Несмотря на то, что криптографические системы
данного типа выглядят многообещающе, они нуждаются в более глубо-
ком изучении. Это обусловлено появлением эффективных атак на неко-
торые варианты подобных криптосистем, например, атаки Кастрика —
Декру (см. разд. 2.5), опубликованной в 2022 г.
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1. Коды, исправляющие ошибки

1.1. Предварительные сведения. Коды, исправляющие ошибки,
используются для передачи информации в каналах связи, в которых
информация искажается. Определённая избыточность в передаваемых
кодовых словах (блоках) позволяет обнаруживать ошибки в принятых
словах (блоках) и исправлять их, выбирая ближайшие кодовые слова.
Особое распространение получили линейные коды в силу более эффек-
тивных алгоритмов кодирования и декодирования.

Пусть Fq — конечное поле, состоящее из q элементов, Fn
q — векторное

пространство над Fq. Линейным [n, k]-кодом C называется k-мерное век-
торное подпространство в Fn

q . При этом вектор (c1, c2, . . . , cn) ∈ C назы-
вается кодовым словом C.

Важным качеством кода является возможность исправления приоб-
ретённых ошибок в ходе передачи информации по зашумлённому кана-
лу. Для определения кодового расстояния введём метрику на векторном
пространстве Fn

q .
Расстоянием Хэмминга между векторами x, y ∈ Fn

q называется число
координат, в которых векторы различаются:

dH(x, y) = |{i | xi 6= yi}|.
Весом Хэмминга вектора x ∈ Fn

q называется число его ненулевых коор-
динат:

wtH(x) = |{i | xi 6= 0}| = dH(x, 0).

Кодовым расстоянием кода C называется минимальное расстояние Хэм-
минга между его различными кодовыми словами:

d = min{dH(x, y) | x, y ∈ C, x 6= y}.
В случае линейных кодов имеем

d = min{dH(x, y) | x, y ∈ C, x 6= y} = min{wtH(x) | x ∈ C, x 6= 0}.
При этом число исправляемых кодом C ошибок равно t =

⌊
d−1
2

⌋
.

Чтобы задать линейный код, можно либо задать его базис, либо за-
дать систему линейных уравнений, решением которой являются коорди-
наты кодовых слов. Формально это можно сделать с помощью матриц.

Порождающей матрицей линейного [n, k]-кода C называется матри-
ца G над Fq размера k × n такая, что

C =
{
xG | x ∈ Fk

q

}
.

Проверочной матрицей линейного [n, k]-кода C называется матрица H
над Fq размера (n − k)× n такая, что

C = {y ∈ Fn
q | Hy⊤ = 0}.
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Одним из главных в теории кодирования является вопрос, как ис-
пользовать коды для исправления ошибок. Ответ на него даёт проце-
дура декодирования. Декодированием кода C называется отображение
DC : F

n
q → C. Код исправляет t ошибок, если DC(c + e) = c для любых

c ∈ C и e ∈ Fn
q , wtH(e) 6 t.

1.2. Базовые кодовые криптосистемы.

Cхема Мак-Элиса. Первой криптосистемой на кодах была схема
шифрования с открытым ключом, предложенная в 1978 г. Мак-Эли-
сом [5]. Однако практически все асимметричные модификации на базе
кодов, предложенные позже, имеют общий недостаток — большие требо-
вания к памяти.

Рассмотрим оригинальную криптосистему Мак-Элиса. Её секретным
ключом является классический код Гоппы.

Пусть m и t— положительные целые числа. Определим многочлен

Гоппы

g(X) =

t∑

i=0

giX
i ∈ F2m [X]

и множество

L = {α0, . . . , αn−1} ∈ Fn
2m ,

где g(αj) 6= 0, j = 0, . . . , n − 1. Синдром представляет собой многочлен
вида

Sc(X) =

(
−

n−1∑

i=0

ci
g(αi)

· g(X) − g(αi)

X − αi

)
mod g(X),

где c = (c0, . . . , cn−1) ∈ Fn
2m . Двоичным кодом Гоппы над F2m называется

линейный код

C(L, g(X)) =

{
c ∈ Fn

2m | Sc(X) =

n−1∑

i=0

ci
X − αi

≡ 0 (mod g(X))

}
.

При этом проверочная матрица кода Гоппы C(L, g(X)) имеет вид

H =

â
gs

g(α0)
gs

g(α1)
. . . gs

g(αn−1)
gs−1+gsα0

g(α0)
gs−1+gsα0

g(α1)
. . . gs−1+gsα0

g(αn−1)
...

... . . .
...

g1+g2α0+···+gsα
s−1
0

g(α0)
g1+g2α0+···+gsα

s−1
0

g(α1)
. . .

g1+g2α0+···+gsα
s−1
0

g(αn−1)

ì

,
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или

H =

á
gs 0 . . . 0
gs−1 gs . . . 0
...

... . . .
...

g1 g2 . . . gs

ë

×

â
1

g(α0)
1

g(α1)
. . . 1

g(αn−1)
α0

g(α0)
α1

g(α1)
. . . αn−1

g(αn−1)
...

... . . .
...

αs−1
0

g(α0)
αs−1
1

g(α1)
. . .

αs−1
n−1

g(αn−1)

ì

,

где g(X) = gsX
s + gs−1X

s−1 + · · ·+ g0.

Генерация ключей. Алгоритм генерации ключей начинается с вы-
бора двоичного кода Гоппы, исправляющего до t ошибок. Для этого
случайным образом выбирается неприводимый многочлен Гоппы степе-
ни t. Затем вычисляется соответствующая порождающая матрица G. По-
скольку злоумышленник, зная G, сможет определить структуру исполь-
зуемого кода и эффективно его декодировать, алгебраическая структура
матрицы G должна быть скрыта. Для этой цели используются обрати-
мая матрица S и перестановочная матрица P , которые генерируются
случайным образом и умножаются на G слева и справа соответственно,
чтобы сформировать ‹G = SGP . Таким образом, ‹G является порождаю-
щей матрицей для кода, эквивалентного C.

Будем считать, что q = 2m. Обобщая вышесказанное, заметим, что
для генерации ключей необходимо следующее.

1. Выбрать двоичный [n, k, d]-код Гоппы C, исправляющий t = ⌊d−1
2 ⌋

ошибок.
2. Вычислить порождающую матрицу кода G над Fq размера k × n.
3. Выбрать случайную обратимую матрицу S ∈ GLk(Fq).
4. Выбрать случайную перестановочную матрицу P ∈ Sn(Fq).
5. Вычислить ‹G = SGP .
Секретным ключом является тройка Kpriv = {G,S, P}, открытым —

Kpub = ‹G.

Зашифрование представляет собой простое векторно-матричное ум-
ножение k-битного сообщения m на порождающую матрицу ‹G и добав-
ление случайного вектора ошибки e веса Хэмминга, не превосходящего t.

1. Представить исходное сообщение в виде двоичной строки m дли-
ны k.

2. Выбрать случайный вектор ошибки e ∈ Fn
q такой, что wtH(e) 6 t.

3. Вычислить c = m‹G+ e.

Расшифрование представляет собой исправление ошибок в полу-
ченном сообщении с использованием известного алгоритма декодирова-
нияDC для кода C. Декодирование является наиболее трудоёмкой частью
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процесса расшифрования, что делает его более медленным, чем шифро-
вание.

1. Вычислить c̃ = cP−1.
2. Применяя алгоритм декодирования DC к c̃, вычислить вектор ‹m

длины k.
3. Вычислить m = (‹mG−1)S−1.

Корректность расшифрования. Имеем

c̃ = cP−1 = (mSGP + e)P−1 = (mS)G+ eP−1.

Поскольку wtH(eP−1) 6 t, то ‹m = DC(c̃) = DC(cP
−1) = mSG. Восста-

навливаем исходное сообщение m:

(‹mG−1)S−1 = ((mSG)G−1)S−1 = m.

Cхема Нидеррайтера. В 1986 г. Нидеррайтер предложил ещё од-
ну кодовую криптосистему [6]. В этой схеме сообщение полностью ко-
дируется в вектор ошибок, что позволяет избежать утечки информации
из битов открытого текста, в отличие от схемы Мак-Элиса. В качестве
открытого ключа для вычисления синдрома используется проверочная
матрица. Преимуществом этой схемы является меньший размер откры-
того ключа.

Генерация ключей. Как и ранее, q = 2m. Чтобы сгенерировать
ключи, необходимо следующее.

1. Выбрать двоичный [n, k, d]-код Гоппы C, исправляющий t = ⌊d−1
2 ⌋

ошибок.
2. Вычислить проверочную матрицу кода H над Fq размера (n−k)×n.
3. Выбрать случайную обратимую матрицу S ∈ GLn−k(Fq).
4. Выбрать случайную перестановочную матрицу P ∈ Sn(Fq).
5. Вычислить ‹H = SHP .
Секретным ключом является тройка Kpriv = {H,S, P}, открытым —

Kpub = ‹H.

Зашифрование осуществляется следующим образом.
1. Представить исходное сообщение в виде двоичной строки e длины n

веса wtH(e) = t.
2. Вычислить c = ‹He⊤.

Расшифрование выполняется с применением алгоритма декодиро-
вания кода Гоппы, лежащего в основе криптосистемы.

1. Вычислить c̃ = S−1c.
2. Применяя алгоритм декодирования DC к c̃, вычислить ẽ.
3. Вычислить вектор e = P−1ẽ длины n веса t.
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Корректность расшифрования заключается в том, что исходное
сообщение имеет вес t. Это значит, что к зашифрованному сообщению
можно применить алгоритм декодирования.

Позже было показано, что схема Нидеррайтера имеет такой же уро-
вень стойкости, что и схема Мак-Элиса [7].

1.3. Задачи, лежащие в основе безопасности. Согласно [8] два
основных аспекта, на которых основывается безопасность схемы Мак-
Элиса, следующие:

(1) сложность задачи декодирования общего неизвестного кода, ко-
торая NP-трудна [9];

(2) сложность атак, восстанавливающих структуру базового кода.
Ключевым действием, обеспечивающим безопасность кодовых крип-

тосистем, является сокрытие структуры используемого кода. Как и ра-
нее, пусть G— порождающая матрицей приватного кода C, а C̃ — откры-
тый код, полученный из C с помощью одного или нескольких секретных
преобразований. Приведём наиболее распространённые преобразования.
• Умножение G справа на случайную обратимую матрицу S над Fq

размера k × k.
• Умножение G слева на случайную обратимую матрицу T над Fq

размера n× n.
• Умножение G справа на случайную матрицу полного ранга S над Fq

размера ℓ×k, ℓ < k. В этом случае имеем подкод CSG ⊆ C с порождающей
матрицей SG, для которого всё так же можно использовать соответству-
ющий алгоритм декодирования, исправляющий заданное число ошибок.
• Использование подполевых подкодов C∩Fp при условии, что исход-

ный код C определён над расширением конечного поля Fp.
• Использование кода C[G|SG], чья порождающая матрица получена

с помощью конкатенации [G | SG ], где S определена над Fq, имеет раз-
мер k × k и обратима.
• Добавление ℓ случайных столбцов слева к матрице G.
• Укорачивание и прокалывание кода C.
Под прокалыванием и укорачиванием кода будем понимать следую-

щее. Проколотый (единожды) код C∗ получается из C удалением одной
и той же i-й координаты в каждом кодовом слове. Если G— порождаю-
щая матрица кода C, то порождающая матрица G∗ кода C∗ получается
удалением i-го столбца из G. Пусть T — множество индексов, |T | = s.
Проколотый (многократно) код CT получается из C удалением позиций
с индексами из T в каждом кодовом слове C. Отметим, что CT — код
с параметрами [n − s,> k − s,> d − s]. Пусть C(T ) ⊆ C — подкод с нуле-
выми координатами при индексах из T . Укороченный код CT длины n−s
получается прокалыванием кода C(T ) в позициях с индексами из T .
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Рассмотрим некоторые известные задачи, сложность решения кото-
рых лежит в основе безопасности схем типа Мак-Элиса и Нидеррайтера.

Задача Мак-Элиса. Для заданных открытого ключа ‹G и шифр-

текста c найти единственное сообщение m такое, что wtH(m‹G− c) = t.

Поскольку код C̃ с порождающей матрицей ‹G эквивалентен исход-
ному коду C, нельзя предполагать, что задача Мак-Элиса NP-трудна
в отличие от общей задачи декодирования. Однако решение данной за-
дачи позволило бы найти решение общей задачи декодирования лишь
для некоторых классов кодов, но не для всех.

В схеме Нидеррайтера процесс зашифрования можно записать иначе,
а именно: c = e‹H. Тогда задача декодирования сводится к нахождению
кодового слова x ∈ C, близкого к e относительно расстояния Хэммин-
га. На практике трудно проверить, действительно ли вектор ошибки,
лежащий в смежном классе e+ C, имеет минимальный вес, поэтому рас-
сматриваемая задача декодирования не NP-трудна. Рассмотрим задачу
синдромного декодирования.

Синдромом вектора y ∈ Fn
q относительно проверочной матрицы H

кода C называется вектор SH(y) = yH ∈ Fn−k
q . Отметим, что два вектора

из Fn
q имеют один и тот же синдром тогда и только тогда, когда лежат

в одном смежном классе по C.
Задача синдромного декодирования. Для матрицыH над F2 раз-

мера r×n, вектора c ∈ Fr
2 и целого t > 0 найти слово x в смежном классе

S−1
H (c) = e+ C такое, что d(x) 6 t.

Значение параметра t существенно влияет на сложность решения за-
дачи синдромного декодирования. Задача имеет решение тогда и только
тогда, когда t таково, что с высокой вероятностью обеспечивает суще-
ствование единственного решения (т. е. t не больше границы Варшамо-
ва — Гилберта).

Задача нахождения ненулевых слов малого веса Хэмминга в заданном
линейном коде схожа с задачей синдромного декодирования.

Задача нахождения кодового слова малого веса Хэмминга.
Для матрицы H над F2 размера r × n и целого t > 0 найти ненулевое

слово x в S−1
H (0) такое, что d(x) 6 t.

Отметим, что если C — линейный код с проверочной матрицей H,
то любое решение задачи синдромного декодирования с входными па-
раметрами H, t, eH⊤ также является решением задачи нахождения ко-
дового слова малого веса Хэмминга с параметрами H ′, t, где H ′ — про-
верочная матрица кода C′ = C ∪ (y + C). Обратное верно только в том
случае, если t < d, где d— кодовое расстояние кода C, которое обычно
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неизвестно. Однако большинство двоичных линейных кодов длины n
и коразмерности r (под коразмерностью имеем в виду число r = n−dim C
при условии, что C ⊆ Fn

q ) имеют кодовое расстояние, очень близкое к рас-
стоянию Варшамова — Гилберта d0(n, r), которое является максимально
возможным значением, удовлетворяющим условию

d0(n,r)−1∑

i=0

Ç
n

i

å
6 2r.

В трёх рассматриваемых задачах вес t является входным значени-
ем. Особый интерес представляют те случаи, когда вес t будет зависеть
от длины n и размерности k кода. Такие случаи имеют место в задачах
полного и ограниченного декодирования. Расшифрование будет заклю-
чаться в нахождении слова минимального веса. Если синдром случай-
ный, то зачастую решение будет иметь вес, равный расстоянию Варша-
мова — Гилберта.

Задача полного декодирования. Для матрицы H над F2 размера

r × n и c ∈ Fr
2 найти слово x в классе S−1

H (c) такое, что d(x) 6 d0(n, r).

В действительности задача полного декодирования является самой
сложной вычислительной задачей для заданных параметров n и r. В ко-
довых криптосистемах типа Мак-Элиса или Нидеррайтера вес t равен
числу ошибок, исправляемых кодом.

Код Гоппы длины n = 2m, исправляющий t ошибок, имеет коразмер-
ность r = tm. В этом случае сложность решения следующей вычисли-
тельной задачи напрямую зависит от стойкости схемы.

Задача ограниченного декодирования. Для матрицы H над F2

размера r × n и вектора c ∈ Fr
2 найти слово x в классе S−1

H (c) такое, что

d(x) 6 r
log2 n

.

1.4. Атаки. В качестве основных атак можно выделить две:
1) дешифрование конкретного зашифрованного сообщения;
2) структурная атака, направленная на определение структуры кода,

а значит, секретного ключа.
Подбор параметров, обеспечивающих безопасность схем типа Мак-

Элиса, должен осуществляться с учётом известных атак. Несмотря на то,
что в основе кодовых криптосистем лежит задача декодирования, струк-
турная атака на схемы типа Мак-Элиса отличается от общей задачи де-
кодирования.

Задача декодирования на основе информационных совокуп-
ностей лежит в основе первого типа атак. Представим обобщённый
вариант такого декодирования, отмечая, что Ли и Брикелл были пер-
выми, кто использовал его для анализа криптосистемы Мак-Элиса [10].
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Алгоритм 1. Декодирование на основе информационных совокупностей
для параметра α

Вход: Матрица G над Fq размера k × n, w ∈ Z.
Выход: Кодовое слово x 6= 0, wt(x) 6 w.
1: repeat
2: x = 0 ∈ Fn

q

3: Выбрать перестановочную матрицу P над Fq размера n× n.
4: Вычислить G′ = UGP = [ I | R ], полагая, что первые k позиций

информационные, U — обратимая матрица над Fq размера k × k,
I— единичная матрица размера k × k.

5: Вычислить все суммы α строк матрицы G′.
6: if wt(одна из сумм) 6 w then x← эта строка

7: until x 6= 0
8: return x

Перейдём к рассмотрению структурной атаки. Коды, исправляющие
ошибки и имеющие эффективный алгоритм декодирования, как правило,
либо обладают алгебраической структурой, либо строятся специальным
образом. Зная порождающую матрицу кода, можно эффективно испра-
вить приобретённые ошибки. Это справедливо для всех кодов, имеющих
большую размерность, с целью рассмотрения их в криптографических
приложениях.

Рассмотрим, как можно восстановить алгебраическую структуру кода
при условии, что проверочная матрица не разреженная.

В кодовых криптосистемах, как было сказано ранее, секретный код C
стараются скрыть. Один из способов — применить к коду изометрию f .
Тогда открытым ключом будет порождающая или проверочная матрица
эквивалентного кода C′ = f(C). В двоичном случае изометрией является
любая перестановка носителя. Если метрическое пространство образует
векторное пространство, то рассматривают полулинейные изометрии

f : Fn
q → Fn

q : (x1, . . . , xn) 7→ (v1π(xσ−1(1)), . . . , vnπ(xσ−1(n))).

Здесь (v1, . . . , vn) ∈ Fn
q — вектор с ненулевыми компонентами, π— авто-

морфизм поля Fq, σ— перестановка носителя исходного кода, т. е. мно-
жества {1, . . . , n}.

Два линейных кода C и C′ назовём эквивалентными, если C′ = f(C)
для некоторой полулинейной изометрии f . В случае произвольного по-
ля Fq эквивалентность отличается от перестановочной эквивалентности:
коды C и C′ перестановочно эквивалентны, если для некоторой переста-
новки σ ∈ Sn имеем C′ = {(xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)) ∈ Fn

q | (x1, . . . , xn) ∈ C}.
В двоичном случае эти понятия совпадают.
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Алгоритм расщепления носителя решает задачу эквивалентно-
сти кодов, которая заключается в следующем. Необходимо определить,
существуют ли перестановочно эквивалентные линейные коды C1 и C2
с порождающими матрицами G1 и G2, определёнными над некоторым
конечным полем. Эта задача была предложена Петранком и Ротом [11],
которые показали, что она достаточно сложная однако не NP-полна.

Прежде чем описать алгоритм расщепления носителя, приведём ряд
необходимых определений. Более детально с терминологией, относящей-
ся к алгоритму, можно ознакомиться в [12].

Для некоторого множества J ⊆ I = {1, . . . , n} через CJ обозначим
множество векторов, которые получены из кодовых слов кода C путём
зануления координат, имеющих номера из J . Через Ln обозначим мно-
жество всех линейных кодов длины n. Тогда множество L =

⋃
n>1
Ln яв-

ляется множеством всех линейных кодов. Отображение ν : L → E на-
зывается инвариантом над некоторым множеством E, если для лю-
бых двух перестановочно эквивалентных кодов C и C′ имеет место ра-
венство ν(C) = ν(C′). Отображение Σ: Ln × I → E называется сигна-

турой над E, если Σ(C, i) = Σ(σ(C), σ(i)) для любых C ∈ Ln, i ∈ I
и σ ∈ Sn. Далее будем рассматривать сигнатуры, удовлетворяющие усло-
вию Σ(C, i) = ν(C{i}). Здесь C{i} = CJ для J = {i} в соответствии с обо-
значением, введённым выше.

Имея сигнатуру Σ, гораздо проще ответить на вопрос, являются ли
коды C и C′ перестановочно эквивалентными. Для этого следует вычис-
лить Σ(C, I) и Σ(C′, I). Если коды C и C′ перестановочно эквивалентны,
то Σ(C, I) = Σ(C′, I). Сигнатура Σ называется дискриминантом кода C,
если существуют i, j ∈ I такие, что Σ(C, i) 6= Σ(C, j). Сигнатура Σ на-
зывается полным дискриминантом кода C, если для любых i 6= j из I
выполняется Σ(C, i) 6= Σ(C, j).

Отметим, что если C′ = σ(C) и Σ— полный дискриминант кода C,
то для любого i ∈ I найдётся единственный элемент j ∈ I такой, что
Σ(C, i) = Σ(C′, j). Равенства σ(i) = j, i ∈ I, определяют перестановку σ.

Алгоритм 2. Алгоритм расщепления носителя

Вход: G1, G2 ∈ Fk×n
q .

Выход: Перестановка σ такая, что C′ = σ(C).
1: Вычислить сигнатуру Σ, являющуюся полным дискриминантом.
2: for i, j ∈ {1, . . . , n} do
3: if Σ(G1, i) = Σ(G2, j) then σ(i) = j

4: return σ
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1.5. Схемы, актуальные на сегодняшний день.

Инкапсуляция ключа переключением битов. BIKE (bit flipping
key encapsulation) — схема шифрования на основе двоичных линейных
QC-MDPC-кодов [13].

Под QC-MDPC-кодом, ассоциированным с тройкой (n, r, w), будем по-
нимать код, проверочная матрица H которого определена над F2, имеет
размер r × n и строку веса w:

H = [H0 | H1 | · · · | Hn0−1],

где r простое, n = n0r и Hi — циркулянтный блок над F2 размера r × r.
ОбозначимR = F2[X]/(Xr−1). Секретным ключом схемы BIKE явля-

ется проверочная матрица H = (H0 | H1) над F2 размера 1×2 двоичного
линейного [n, k]-QC-MDPC-кода C, причём |H0| = |H1| = w

2 . Благода-
ря изоморфизму между кольцом циркулянтных матриц размера r × r
и кольцом многочленов R все матричные операции могут быть рассмот-
рены как операции над многочленами. Открытым ключом является сек-
ретный ключ в каноническом виде, а именно: Hpub =

(
I | H−1

0 H1

)
.

В основе процедуры шифрования лежит схема Нидеррайтера. Исход-
ное сообщение представляет собой вектор e веса t, а соответствующим
шифртекстом являетсяHpube

⊤. Расшифрование выполняется с помощью
умножения шифртекста на блок H0, чтобы получить синдром He⊤, а да-
лее для восстановления e используется black-grey-flip-декодер с переклю-
чением битов [14].

Безопасность IND-CPA, лежащая в основе схемы BIKE, базируется
на сложности решения следующих задач.

Задача квазициклического синдромного декодирования
(QCSD). Для заданного h ∈ R, вектора y ∈ R и параметра t > 0 опреде-

лить, существует ли пара (e0, e1) ∈ R2 такая, что wtH(e0) + wtH(e1) = t
и e0 + e1h = y.

Задача поиска квазициклического кодового слова (QCCF).
Для заданного h ∈ R и параметра v > 0 определить, существует ли пара

(c0, c1) ∈ R2 такая, что wtH(c0) + wtH(c1) = v и c0 + c1h = 0.

Считается, что вес wtH(h) нечётный, а wtH(y) = t. Наиболее извест-
ными алгоритмами для решения этих задач являются декодирование
на основе информационных совокупностей и его вариации. Чтобы обес-
печить λ бит защиты в смысле IND-CPA, сложность обеих задач QCSD
и QCCF должна превышать 2λ. В [15] показано, что параметры BIKE
для каждого уровня стойкости выбираются согласно условию

λ ≈ t− 1

2
log2 r ≈ w − log2 r.
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Безопасность IND-CCA обеспечивается с помощью использования пре-
образования Фуджисаки — Окомото [16]

Классическая схема Мак-Элиса. Эта схема на основе двоичных
кодов Гоппы использует стандартные методы для достижения надёжно-
сти в смысле IND-CCA.

Использование классической схемы Мак-Элиса гарантирует доказа-
тельство безопасности IND-CCA2 в модели квантового оракула [17], осно-
ванной на предположении, что схема обеспечивает одностороннюю защи-
ту при атаках на выбранный открытый текст. В качестве альтернативы
стойкость схемы может быть обеспечена благодаря предположениям, что
проверочная матрица двоичного кода Гоппы неотличима от проверочной
матрицы случайного линейного кода такой же размерности, а задача син-
дромного декодирования сложна для случайных линейных кодов такой
же размерности, что и используемый код.

Наиболее эффективной из известных атак на классическую схему
Мак-Элиса является декодирование на основе информационных сово-
купностей. Попытки найти секретный ключ с помощью алгебраического
криптоанализа или перебором являются более дорогостоящими.

Квазициклическая схема Хэмминга. HQC (Hamming quasi-cyc-
lic) — схема на основе QC-MDPC-кодов без скрытой структуры [18].

Основная идея заключается в извлечении выгоды из квазицикличе-
ской структуры наряду со снижением стойкости при декодировании слу-
чайного линейного кода. В частности, трудно свести обеспечение стой-
кости кодовой схемы к сложности решения общей задачи декодирова-
ния, если открытым ключом является замаскированный секретный ключ
с применением скремблирования или перестановки.

Рассмотрим кольцо R = F2[X]/(Xp − 1), где p простое. Секретный
ключ представляет собой случайно выбранную пару (x, y) ∈ R2, а откры-
тый ключ — пару (h, s = x + hy), где h ∈ R выбирается случайным об-
разом и используется для построения порождающей матрицы G ∈ Fk×n

2
кода. Поскольку секретный ключ генерируется независимо от кода, в са-
мом коде нет скрытой структуры. Проверочная матрица открыта, что
позволяет редуцировать уровень безопасности независимо от алгоритма
декодирования, используемого в расшифровании.

Чтобы зашифровать сообщение m ∈ Fk
2 , необходимо выбрать случай-

ным образом три элемента e, r1, r2 ∈ R подходящего веса. Тогда зашиф-
рованный текст представляет собой пару (u, v) = (r1+hr2,mG+sr2+e).
Для расшифрования шифртекста необходимо применить алгоритм де-
кодирования для вектора v − uy. Декодер, лежащий в основе схемы
HQC, представляет собой конкатенацию кодов Рида — Соломона и Ри-
да — Маллера [19].
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Безопасность схемы HQC в смысле IND-CPA зависит от сложности
решения задачи QCSD. Декодер, используемый в схеме HQC, имеет кор-
ректно определённое минимальное расстояние d и, следовательно, может
исправить до t = ⌊d−1

2 ⌋ ошибок. Вероятность того, что зашифрован-
ный текст содержит вектор ошибки e и wtH(e) > t, используется для
получения верхней границы частоты сбоев процедуры расшифрования.
Как и в случае с другими кодовыми схемами, наиболее известные атаки
на HQC представляют собой декодирование на основе информационных
совокупностей и его модификации. Безопасность IND-CCA обеспечива-
ется с помощью использования преобразования Фуджисаки — Окомото.

В табл. 1 приведён сравнительный анализ актуальных криптосистем:
классической схемы Мак-Элиса, BIKE и HQC; все представлены с уров-
нями стойкости 1, 3 и 5.

Таблица 1

Размеры ключа и зашифрованного текста
для актуальных KEM схем (в байтах)

Схема
Уровень

стойкости
Открытый

ключ
Закрытый

ключ
Шифр-
текст

McEliece348864 1 261 120 6492 128
McEliece460896 3 524 160 13 608 188
McEliece6688128 5 104 992 13 932 240
McEliece6960119 5 1 047 319 13 948 226
McEliece8192128 5 1 357 824 14 120 240

1 1540 280 1572
BIKE 3 3082 418 3114

5 5122 580 5154
HQC-128 1 2249 40 4481
HQC-192 3 4522 40 9026
HQC-256 5 7245 40 14 469

2. Изогении

2.1. Предварительные сведения. Эллиптической кривой над по-
лем F называется гладкая кривая E, заданная уравнением

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

где a1, a2, a3, a4, a6 ∈ F. Условие гладкости означает, что кривая не име-
ет сингулярных точек, т. е. точек, в которых обе частные производные
функции y2 + a1xy + a3y − (x3 + a2x

2 + a4x + a6) равны нулю. Если
характеристика поля F не равна 2 или 3, то кривую можно привести
(изоморфным преобразованием) к краткой форме Вейерштрасса

y2 = x3 + a x+ b.
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Множество точек кривой E вместе с бесконечно удалённой точкой O
обозначается через E(F). Заметим, что кривая может быть задана над
одним полем F (т. е. коэффициенты a1, a2, a3, a4, a6 или a, b лежат в F),
но при этом точки кривой можно брать над некоторым его расширени-
ем, например, алгебраическим замыканием F. Такие точки получают-
ся из решений уравнения кривой над алгебраическим замыканием поля
или — в общем случае — над расширением поля. Множество точек кри-
вой E (заданной над F), которые имеют координаты из поля F, обозна-
чается через E(F). На множестве E(F) по известным формулам задаётся
групповая операция, называемая сложением (см., например, [20, § 13.1]
или [21, § 2.2.2]). При этом бесконечно удалённая точка является ней-
тральным элементом группы точек. Операцию сложения точки с самой
собой ℓ раз будем обозначать через [ℓ], а результат её применения к точ-
ке P ∈ E(F)— через [ℓ]P .

Порядком точки P ∈ E(F) называется наименьшее натуральное чис-
ло ordP , при котором [ordP ]P = O. Множество точек

E[ℓ] = {P ∈ E(F) | [ℓ]P = O}

образует подгруппу E[ℓ] ⊂ E(F), которая называется подгруппой ℓ-кру-
чения кривой. Это множество всех точек кривой (с координатами из ал-
гебраического замыкания поля), чей порядок делит ℓ.

Эллиптическая кривая E над конечным полем Fq, где q = pn — сте-
пень простого p, называется суперсингулярной, если |E(Fq)| ≡ 1 (mod p).

Изогенией двух эллиптических кривых E1, E2 над одним и тем же
полем F называется ненулевой гомоморфизм эллиптических кривых, за-
даваемый рациональными отображениями. Заметим, что в литературе
также встречаются другие эквивалентные определения:

1) гомоморфизм кривых E1 и E2, который над замыканием поля F

сюръективен и имеет конечное ядро;
2) сюръективный морфизм кривых, отображающий единицу группы

точек E1 в единицу группы точек E2.
Данные определения получаются из соответствующих определений

для более общих объектов — проективных кривых и абелевых многооб-
разий, поэтому они сильно упрощаются в частном случае — случае эл-
липтических кривых.

Явно изогении задаются в виде рациональных функций:

ϕ : (x, y) 7→
Å
f1(x, y)

f2(x, y)
,
g1(x, y)

g2(x, y)

ã

для некоторых f1, f2, g1, g2 ∈ F[x, y]. Используя замену y2 7→ x3 + a x+ b,
изогению можно привести [22, лемма 4.26] к виду
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ϕ : (x, y) 7→
Å
u(x)

v(x)
,
s(x)y

t(x)

ã
,

где u, v, s, t ∈ F[x]. Такая форма изогении называется стандартной. Сте-

пень изогении определяется как degϕ = max(deg u,deg v). Изогения на-
зывается сепарабельной, если производная u

v по x не равна 0, и несепара-

бельной в противном случае. Для сепарабельных изогений выполняется
условие degϕ = | kerϕ|, где kerϕ = {P ∈ E1(F) | ϕ(P ) = OE2}.

Кривые, между которыми существует изогения степени ℓ, называются
ℓ-изогенными. Имея подгруппу G ⊆ E1(Fq), можно построить изогению
степени ℓ = |G| и уравнение соответствующей изогенной кривой E2, ис-
пользуя формулы Велу [23]. Кривая E2, построенная по подгруппе G
группы точек кривой E1, обозначается также через E1/G и называется
фактор-кривой E1 по модулю G. Для каждой изогении ϕ : E1 → E2 су-
ществует изогения ϕ̂ : E2 → E1 такая, что ϕ̂ ◦ ϕ = [degϕ], называемая
дуальной.

Для описания атаки Кастрика и Декру на схему SIDH в последую-
щих разделах нам потребуется выйти за пределы эллиптических кривых
к более общим объектам — абелевым многообразиям.

Абелевым многообразием называется группа, образованная множе-
ством решений системы уравнений, составленной из однородных мно-
гочленов от нескольких переменных, при выполнении условий:

1) групповой закон задаётся рациональными отображениями, опре-
делёнными во всех точках;

2) данное множество является неприводимым многообразием, т. е.
оно не может быть представлено в виде объединения двух множеств, ко-
торые являются множествами решений систем уравнений, составленных
из однородных многочленов.

Размерность абелева многообразия определяется как размерность со-
ответствующей системы уравнений. Эллиптическая кривая представля-
ет собой абелево многообразие размерности 1 (строго говоря, абелевым
многообразием является множество E(F), которое содержит в себе бес-
конечно удалённую точку; для её явного определения требуется пере-
ход к проективным координатам и задание кривой однородным много-
членом). Абелево многообразие размерности 2 называется абелевой по-

верхностью. Есть два типа абелевых поверхностей — произведение двух
эллиптических кривых и якобианы кривых рода 2 (определение якоби-
ана кривой рода 2 и его свойства можно найти в [24]). Первый случай
часто можно свести ко второму методом склейки двух эллиптических
кривых в якобиан кривой рода 2. Случаи, когда склейку невозможно
осуществить, относительно редки, их классификация приведена в ра-
боте [25]. Соответствующие теоремы лежат в основе атаки Кастрика —
Декру. Так же, как и для случая эллиптических кривых, подгруппе G
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абелева многообразия A можно поставить в соответствие некоторую изо-
гению с ядром G в другое абелево многообразие A/G, которое назы-
вается фактор-многообразием по подгруппе G. Однако в общем случае
формулы и алгоритмы для вычисления изогений и фактор-многообра-
зий (аналоги формул Велу) достаточно громоздки, поэтому, как прави-
ло, на практике ограничиваются якобианами кривых, что накладывает
дополнительные ограничения на выбор подгруппы G (необходимо вы-
бирать максимальные изотропические подгруппы, подробнее см. в [26]).
В случае якобианов задача построения фактор-многообразия и изогении
сильно упрощается: например, в случае изогений степени 2 есть явные
формулы Ришело [27, утверждение 1], которых достаточно для получе-
ния секретного ключа одного из участников в протоколе SIDH/SIKE.

2.2. Построение криптосистем на действиях групп. Пусть X —
некоторое множество, а G— группа. Будем говорить, что G действует
на множестве X, если задано отображение ∗ : G×X → X такое, что для
любых g1, g2 ∈ G и x ∈ X выполняется g1 ∗ (g2 ∗ x) = (g1g2) ∗ x.

В терминах действия группы можно описать многие схемы шифро-
вания с открытым ключом, протоколы распределения и инкапсуляции
ключа (key encapsulation mechanism, KEM) [28]. При этом действие груп-
пы должно обладать некоторым криптографическим («трудновычисли-
мым») свойством, как например, следующие:
• группа G действует как односторонняя функция, т. е. для любых

x1, x2 ∈ X нахождение элемента g ∈ G такого, что x1 = g ∗ x2, является
трудной задачей (даже в предположении, что такой элемент существует);
• действие группы обладает свойством псевдослучайного генератора,

т. е. для случайно выбранного элемента g ∈ G злоумышленник не может
отличить множество принятых векторов {(xi, g ∗ xi)}i∈I от множества
векторов вида {(xi, ui)}i∈I , где ui, i ∈ I, — равномерно распределённые
на X случайные величины.

Например, опишем в терминах действия группы на множестве ши-
роко известный алгоритм обмена ключами (выработки общего секрета)
Диффи — Хеллмана. В качестве пространства открытых ключей выбе-
рем некоторую группу большого простого порядкаX = Zp = 〈x〉. На мно-
жестве X определим действие мультипликативной группы G = Z∗

p как
отображение ∗ : G × X → X : z ∗ h 7→ hz. Генерация общего секретного
ключа происходит следующим образом.

1. Пользователь A выбирает секретный ключ a ∈ G и вычисляет его
действие на образующем элементе x ∈ X. Полученное значение a∗x = xa

является открытым ключом и отправляется пользователю B.
2. Пользователь B выбирает секретный ключ b ∈ G, вычисляет с по-

мощью действия группы открытый ключ b ∗ x = xb и отправляет его
пользователю A.
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После этого каждый пользователь действует своим секретным клю-
чом a ∈ G или b ∈ G на полученное значение b∗x или a∗x соответственно,
получая общий секрет a ∗ (b ∗ x) = b ∗ (a ∗ x) = xab ∈ X.

В данном примере группа G действует как односторонняя функция.
В самом деле, злоумышленник знает пары значений (x, a ∗x), (x, b ∗x) ∈
X×X, однако нахождение по ним элементов a ∈ G, b ∈ G является труд-
ной задачей, так как по сути это задача дискретного логарифмирования
в Z∗

p (discrete logarithm problem, DLP).

2.3. Схема SIDH/SIKE. Схема SIDH (supersingular isogeny Diffie —
Hellman), предложенная в 2011 г. де Фео, Яо и Плутом [29], представля-
ет собой протокол обмена ключами, аналогичный протоколу Диффи —
Хеллмана, где в качестве X используется множество суперсингулярных
эллиптических кривых над конечным полем, а элементы ϕA, ϕB ∈ G—
изогении суперсингулярных кривых. Схема уязвима к атаке Кастрика —
Декру, описанной в п. 2.5, и вследствие этого небезопасна. Кратко опи-
шем саму схему обмена ключами SIDH.

Публичные параметры схемы:

• простое число p = ℓeAA ℓeBB c± 1, где ℓA, ℓB — малые простые, c— фик-
сированный дополнительный множитель, как правило, малый;
• E — суперсингулярная кривая над Fp2 с числом рациональных то-

чек, равным |E(Fp2)| =
(
ℓeAA ℓeBB c

)2
.

Открытый ключ:

A: (PA, QA)— базис подгруппы точек E
[
ℓeAA
]
⊆ E(Fp2);

B: (PB , QB)— базис подгруппы E
[
ℓeBB
]
⊆ E(Fp2).

Секретный ключ:

A: mA, nA ∈ Z/ℓeAA Z; изогения ϕA : E → EA, заданная своим ядром
kerϕA = 〈[mA]PA + [nA]QA〉.

B: mB , nB ∈ Z/ℓeBB Z; изогения ϕB : E → EB , заданная своим ядром
kerϕB = 〈[mB ]PB + [nB]QB〉.

Схема обмена ключами SIDH следующая.
1. Пользователь A выбирает случайным образом секретные парамет-

ры mA, nA ∈ Z/ℓeAA Z (не должны делиться на ℓA одновременно), кото-
рые определяют изогению ϕA. Затем вычисляет образы базисных точек
ϕA(PB), ϕA(QB) и отправляет их пользователю B вместе с кривой EA.

2. Пользователь B выбирает случайным образом секретные парамет-
ры mB, nB ∈ Z/ℓeBB Z (не должны делиться на ℓB одновременно), кото-
рые определяют изогению ϕB . Затем вычисляет образы базисных точек
ϕB(PA), ϕB(QA) и отправляет их пользователю A вместе с кривой EB .

3. Пользователь A вычисляет изогению ϕ′
A :EB → EAB , которая опре-

деляется своим ядром kerϕ′
A = 〈[mA]ϕB(PA) + [nA]ϕB(QA)〉.
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4. Пользователь B вычисляет аналогично изогению ϕ′
B : EA → EBA.

В итоге пользователи A и B имеют кривые EAB и EBA соответственно,
связанные изогенией EAB = ϕ′

B(ϕA(E)) ∼= ϕ′
A(ϕB(E)) = EBA. В качестве

общего секретного ключа можно использовать j-инварианты [20, § 13.1]
этих кривых, так как j(EAB) = j(EBA).

SIKE — протокол инкапсуляции ключа (KEM), предложенный к стан-
дартизации в NIST в качестве алгоритма, устойчивого к квантовым ата-
кам. Конструкция протокола вполне повторяет схему SIDH, дополняя её
выбором конкретных «стандартных» параметров и рядом технических
модификаций, позволяющих использовать SIDH для инкапсуляции клю-
ча. После публикации атаки [30] протокол считается небезопасным.

2.4. Схема CSIDH. Схема CSIDH (commutative supersingular isoge-
ny Diffie — Hellman) — ещё один протокол обмена ключами, безопасность
которого основана на сложности нахождения изогении между двумя су-
персингулярными кривыми. Конструкция схемы основана на криптоси-
стеме Ростовцева — Столбунова, однако вместо обычных эллиптических
кривых используются суперсингулярные эллиптические кривые. Кроме
того, в отличие от схемы SIDH в CSIDH используется действие комму-
тативной группы. Впервые протокол CSIDH описан в 2018 г. Кастриком,
Ланге и др. [31], впоследствии опубликовано множество его технических
оптимизаций [32].

Теорема (форма Монтгомери [31, утверждение 8]). Пусть Fp — ко-

нечное поле характеристики p ≡ 3 (mod 8), E — суперсингулярная кри-

вая над Fp. Тогда кольцо эндоморфизмов кривой имеет вид End(E) =
Z[πp] в том и только том случае, когда существует единственный элемент

A ∈ Fp такой, что E ≃ ‹E : y2 = x3 + Ax2 + x, где πp(x, y) = (xp, yp)— эн-

доморфизм Фробениуса.

Кривая ‹E, удовлетворяющая условиям теоремы, называется формой

Монтгомери эллиптической кривой, а элемент A ∈ Fp — коэффициен-

том Монтгомери. Обозначим через Eℓℓp(Z[πp]) множество эллиптиче-
ских кривых, удовлетворяющих вышеперечисленным условиям, т. е. до-
пускающих представление в форме Монтгомери.

Конструкция схемы CSIDH основана на действии группы классов иде-

алов G = Cl(Z[πp]) на множестве X = Eℓℓp(Z[πp]) эллиптических кри-
вых, определённых над полем Fp и имеющих кольцо эндоморфизмов,
изоморфное Z[πp]. Определение и базовые свойства группы классов иде-
алов описаны в [33, разд. 4.9].

Действие класса идеалов
[∏

i
l
ei
i

]
∈ G на кривую E ∈ X вычисля-

ется следующим образом. Так как π2 = −p ≡ 1 (mod ℓi), собственные



Криптосистемы на изогениях и кодах 71

значения действия эндоморфизма Фробениуса на все подгруппы ℓi-кру-
чения равны λi = ±1. Следовательно, для вычисления действия каждого
из классов [li] можно найти все Fp-рациональные (или Fp2-рациональные
в случае собственного значения λi = −1) точки порядка ℓi и применить
к ним формулы Велу. Более подробно этот алгоритм описан в [31, § 3].
Кратко опишем схему обмена ключами CSIDH.

Публичные параметры схемы:

• простое число p = 4ℓ1 · · · ℓn − 1, где ℓ1, . . . , ℓn — попарно различные
малые нечётные простые;
• суперсингулярная эллиптическая кривая E0 : y

2 = x3 + x над Fp.

Схема обмена ключами CSIDH следующая.
1. Пользователь A формирует целочисленный вектор (e1, . . . , en) ∈

{−m, . . . ,m}n, после чего определяет класс идеалов [a] =
[
l
e1
1 · · · lenn

]
∈

Cl(Z[πp]), где m > 0— наименьшее целое число такое, что 2m + 1 >
n
√
|Cl(Z[πp])|,

[li] = [(ℓi, πp − 1)], [li]
−1 = [(ℓi, πp + 1)].

Далее пользователь вычисляет действие [a]∗E0, приводит уравнение по-
лученной кривой к форме Монтгомери EA : y2 = x3 + Ax2 + x. Полу-
ченный коэффициент Монтгомери A ∈ Fp является открытым ключом
пользователя A, а исходный случайный вектор (e1, . . . , en)— секретным
ключом.

2. Пользователь B формирует целочисленный вектор (e1, . . . , en) ∈
{−m, . . . ,m}n, затем определяет класс [b] =

[
l
e1
1 · · · lenn

]
∈ Cl(Z[πp]). Поль-

зователь вычисляет действие [b] ∗ E0, приводит уравнение полученной
кривой к форме Монтгомери EB : y2 = x3+Bx2+x. Полученный коэффи-
циент Монтгомери B ∈ Fp является открытым ключом пользователя B,
а исходный случайный вектор (e1, . . . , en)— секретным ключом.

В итоге пользователи A и B имеют ключевые пары ([a], A) и ([b], B)
соответственно. Пользователь A действует своим секретным ключом [a]
на принятую кривую EB и получает [a] ∗ EB = [a][b]E0. Пользователь B
действует симметрично. В качестве общего секретного ключа может вы-
ступать коэффициент Монтгомери общей кривой [a][b]E0.

В отличие от схемы SIDH схема CSIDH не использует значения сек-
ретных изогений в точках, и поэтому атака Кастрика — Декру её не за-
трагивает.

2.5. Атака Кастрика — Декру. Протокол обмена ключами SIDH
использует в своей работе образы ϕB(PA), ϕB(QA), ϕA(PB), ϕA(QB) от-
крытых ключей участников протокола под действием секретных изоге-
ний Алисы ϕA и Боба ϕB . Открытые ключи (PA, QA) и (PB , QB) яв-
ляются образующими групп E

[
ℓeAA
]
= 〈PA, QA〉 и E

[
ℓeBB
]
= 〈PB , QB〉.
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Долгое время считалось, что эта дополнительная информация не позво-
ляет взломать криптосистему. Однако в августе 2022 г. Кастрик и Де-
кру опубликовали препринт [30], в котором описывается полиномиальная
атака на криптосистему SIKE — версию SIDH-кандидата на стандарти-
зацию NIST. Атака была рассчитана на использование начальной кри-
вой из параметров SIKE. В [34] параллельно работающие в том же на-
правлении Майно и Мартиндейл представили вариант атаки для любой
начальной кривой. Изначально доказательство полиномиальности ата-
ки в указанных работах основывалось на эвристиках. Этот недостаток
был устранён Робером в [35], где было доказано, что атака занимает
классическое детерминированное полиномиальное время. В этом пункте
приведём описание атаки Кастрика — Декру и её последствий.

Пусть B = 〈[mB ]PA+[nB ]QA〉— секретное ядро изогении Боба, по ко-
торому с помощью формул Велу можно построить секретную изоге-
нию ϕB и получить открытые параметры Боба: уравнение кривой E/B
и пару (ϕB(PA), ϕB(QA)). Тогда в строгом виде задача восстановления
ключа в SIDH формулируется следующим образом: по известной четвёр-
ке (E,E/B,ϕB(PA), ϕB(QA)) восстановить ϕB .

Изогения ϕB имеет степень ℓeBB и представляет собой композицию изо-
гений степени ℓB , т. е. ϕB = ϕeB ◦ · · · ◦ ϕ1, тем самым имеется цепочка
изогений

E
ϕ1−→ E1

ϕ2−→ E2
ϕ3−→ . . .

ϕeB−−→ E/B.

Изогении ϕi имеют степень ℓB , причём для криптосистем это число ℓB
выбирается малым (ℓB = 3 в SIKE), поэтому и количество возможных
вариантов для ϕi мало. Точнее, так как kerϕi — подгруппа Ei−1[ℓeB ] ≃
(Z/ℓZ)2, всего имеется ℓ2B вариантов для выбора ϕi. Имея эффектив-
но (за полиномиальное время) вычисляемый критерий для определения
правильного варианта, можно последовательно перебирать все варианты
для определения ϕ1, затем, найдя ϕ1, перейти к перебору вариантов для
изогении ϕ2 и т. д., пока не получим ϕeB . До работы Кастрика и Декру
такого эффективного критерия известно не было. Кастрик и Декру пред-
ложили использовать в качестве такого критерия теорему Кани [25, тео-
рема 2.8] и изогении абелевых поверхностей для проверки её выполнения.
Для формулировки теоремы и её применения в качестве критерия нам
потребуется ввести несколько дополнительных определений.

Определение 1. Алмазной изогенной конфигурацией степени N на-
зывается тройка (ϕ,G1, G2) такая, что

(1) ϕ : E′ → E′′ — изогения;
(2) G1, G2 ⊆ kerϕ;
(3) degϕ = |G1| · |G2|;
(4) N = |G1|+ |G2| и G1 ∩G2 = {0}.
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Подгруппа 〈R1, R2〉 группы E′ × E′′ такая, что |R1| = |R2| = N (дру-
гими словами, (N,N)-подгруппа), называется разложимой, если фак-
тор-поверхность (E′ ×E′′)/〈R1, R2〉 изоморфна декартову произведению
двух эллиптических кривых. В противном случае подгруппа называется
неразложимой, и фактор-поверхность (E′ × E′′)/〈R1, R2〉 в этом случае
изоморфна якобиану кривой рода 2. Атака Кастрика — Декру основана
на том факте, что первый случай очень редко встречается по сравне-
нию со вторым. Теорема Кани описывает данный редкий случай, она
утверждает (в упрощённом виде), что (N,N)-подгруппа разложима то-
гда и только тогда, когда она получается из некоторой алмазной изоген-
ной конфигурации степени N . Точнее,

〈R1, R2〉 = 〈(P, [x]ϕ(P )), (Q, [x]ϕ(Q))〉
для некоторого целого x и некоторых P,Q таких, что E′[N ] = 〈P,Q〉 .

Теорема Кани может быть применена для нахождения ϕ1 методом
«вписывания» изогении ϕ′

B = ϕeB ◦ · · · ◦ ϕ2 в некоторую алмазную кон-
фигурацию степени ℓeA (напомним, что общий секретный ключ в SIDH
получается из композиции секретных изогений степени ℓeAA и ℓeBB ), чтобы
гарантировать, что при правильном выборе изогении ϕ1 теорема Кани
выполняется, т. е. соответствующая фактор-группа разложима, а при
всех остальных выборах ϕ1 получаются (в подавляющем большинстве
случаев) неразложимые группы.

Предположим, что ϕ′
1 — один из возможных вариантов для ϕ1 и E′

1 =
E/ kerϕ1 (если ϕ′

1 = ϕ1, то E1 = E′
1). Для построения алмазной изо-

генной конфигурации подбирается вспомогательная изогения γ степе-
ни ℓeA − ℓeB−1 (подойдёт любая изогения такой степени) из кривой E′

1

в некоторую эллиптическую кривую C (в качестве γ можно взять под-
ходящий эндоморфизм, тогда C ≃ E′

1). При правильном выборе ϕ′
1, т. е.

когда ϕ′
1 = ϕ1, тройка (ϕ′

B ◦ γ̂, ker γ̂, γ(B)), где ϕ′
B = ϕeB ◦ · · · ◦ ϕ2 —

алмазная конфигурация степени ℓeAA и подгруппа

G = 〈(γ(ϕ′
1(PA)), ϕB(PA)), (γ(ϕ

′
1(QA)), ϕB(QA))〉 ⊆ C × E/B

разложима по теореме Кани. Тем самым при неправильном выборе ϕ′
1

подгруппа неразложима и соответствующая фактор-поверхность явля-
ется якобианом кривой рода 2.

Отсюда получается следующий метод для определения ϕ1.
1. Выбрать ϕ′

1.
2. Построить для некоторой эллиптической кривой C вспомогатель-

ную изогению γ : E′
1 → C степени ℓeAA − ℓ

eB−1
B .

3. Шаг склейки. Построить фактор-поверхность A произведения
C × E/B по подгруппе

G = 〈(γ(ϕ′
1(PA)), ϕB(PA)), (γ(ϕ

′
1(QA)), ϕB(QA))〉.
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4. Шаг разложения. Определить, изоморфна фактор-поверхность
произведению двух эллиптических кривых или нет. Если изоморфна,
то ϕ′

1 = ϕ1, в противном случае перейти к шагу 1.

После нахождения ϕ1 данный метод можно применить и для нахож-
дения ϕ2, выбрав в качестве γ изогению степени ℓeAA − ℓeB−2

B , а затем
аналогичным образом — для нахождения всех остальных ϕi, и получить
на выходе секретную изогению ϕB . Рассмотрим подробнее шаги метода.

Выбор ϕ′
1. Выбирается подгруппа E[ℓB ], затем по формулам Велу

строятся изогения ϕ′
1 и уравнение для кривой E/ kerϕ′

1. Всего возмож-
ных выборов ℓ2B , так как E[ℓB ] ≃ (Z/ℓBZ)

2.

Построение вспомогательной изогении γ. Предположим, что
надо найти ϕi. Тогда на этом шаге необходимо построить произвольную
изогению γ степени c = ℓeAA −ℓ

eB−i
B . В случае, если c гладкое, т. е. раскла-

дывается на малые простые числа размера (log p)O(1), это можно сделать
с помощью формул Велу. В случае наличия у кривой эндоморфизма η
малой нормы можно также использовать факторизацию c в Z[η].

Например, кривая y2 = x3+x имеет автоморфизм η : (x, y) 7→ (−x, iy).
В этом случае можем найти с помощью алгоритма Корначчи [33, алго-
ритм 1.5.2] целые числа u, v такие, что c = u2 + v2 и c = (u+ iv)(u− iv).
Тогда в качестве γ можно взять u + iv : P 7→ [u]P + [v]η(P ). Аналогич-
но можно построить γ для кривой y2 = x3 + 6x2 + x из SIKE, найдя
представление c = u2 + 4v2 = (u+ 2iv)(u − 2iv).

Шаг склейки. Подгруппа G изоморфна (Z/ℓeAZ)2, поэтому построе-
ние фактор-поверхности (C×E/B)/G можно свести к построению цепоч-
ки изогений степени ℓA с ядрами, изоморфными (Z/ℓeAZ)2 (т. е. (ℓA, ℓA)-
изогений), которая ведёт в целевую фактор-поверхность (C × E/B)/G.
Чтобы построить такую цепочку, кривые C и E/B сначала «склеивают-
ся» в якобиан JH кривой H рода 2. Другими словами, строится такая
кривая H, что JH ∼ C×E/B. Для ℓA = 2, как в SIKE, это можно сделать
с помощью формул Хау — Лепревоста — Пунена [36]. Затем после нахож-
дения JH итоговая фактор-поверхность A строится по цепочке изогений
якобианов кривых рода 2 степени ℓ2A. Для случая ℓA = 2 такие изогении
и соответствующие им уравнения кривых рода 2 можно построить с по-
мощью формул Ришело. Для ℓA = 3 можно использовать формулы [37].
Для общего случая можно использовать алгоритмы из работ [38, 39].

Шаг разложения. Данный шаг можно объединить с шагом склей-
ки, так как определение, является ли итоговая абелева поверхность про-
изведением эллиптических кривых, осуществляется при попытке постро-
ения якобиана кривой на последнем шаге цепочки изогений степени ℓA.
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В случае произведения эллиптических кривых кривой с таким якоби-
аном не существует и будет получена ошибка. Например, для ℓA = 2
появится деление на нуль при вычислении формул Ришело.

2.6. Перспективы. В атаке Кастрика — Декру используется инфор-
мация о действии секретной изогении на базисы групп кручения, и при-
менить её напрямую к общей задаче вычисления изогении между дву-
мя заданными эллиптическими кривыми не получится, поэтому схемы
из [31, 40], не использующие данную информацию, остаются стойкими
к атаке.

В табл. 2 представлены параметры для актуальных схем на изогени-
ях. Для схемы CRS (Кувейна — Ростовцева — Столбунова) указаны раз-
меры параметров, предложенные в [41, § 4, табл. 3]. Для схемы OSIDH
указаны размеры ключей, предложенные в недавней статье [42, § 5.2]
по криптоанализу данной схемы.

Таблица 2

Размеры ключей для актуальных схем обмена
ключами на изогениях (в байтах)

Схема
Уровень

стойкости
Открытый

ключ
Закрытый

ключ
Общий
ключ

CRS [41] 128/56 64 8 64
OSIDH [43] 128/128 36 31 36
CSIDH-512 128/62 64 32 64

Заметим, что указанные схемы на изогениях, несмотря на небольшие
размеры ключей, достаточно медленные и для использования на прак-
тике требуют оптимизации.

Переход к кривым рода 2. Для обхода атаки Кастрика — Декру
можно было бы рассмотреть кривые рода 2. Например, в [26] предложен
соответствующий вариант схемы SIDH. Однако в этом случае использу-
ются суперсингулярные кривые рода 2, которые изогенны декартовому
произведению суперсингулярных эллиптических кривых, значит, можно
ожидать адаптации атаки Кастрика — Декру и к этому случаю. Исполь-
зование же несупресингулярных кривых ведёт к субэкспоненциальным
квантовым атакам из-за коммутативности кольца эндоморфизмов яко-
биана кривой.

Заключение

Постквантовая криптография на изогениях и кодах представляет со-
бой перспективную область исследований с большим числом открытых
проблем. В представленной статье приведён обзор основных подходов
к построению постквантовых криптосистем на основе кодов и изогений,
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а также вычислительно трудных задач, лежащих в основе их стойко-
сти. В случае кодов с учётом размеров открытого и закрытого ключей
классическая схема Мак-Элиса существенно проигрывает и схеме BIKE,
и схеме HQC. Несмотря на то, что схема HQC обеспечивает надёжные га-
рантии безопасности, а также разумную частоту отказов при расшифро-
вании, она проигрывает BIKE относительно размеров открытого ключа
и зашифрованного текста. Тем самым схема BIKE показала себя вполне
конкурентно способной. В случае изогений, несмотря на малый размер
ключа, главной проблемой остаётся медленная скорость работы схем.
Атака Кастрика — Декру вывела из рассмотрения наиболее перспектив-
ную с точки зрения практики схему SIDH/SIKE и все схемы, для опти-
мизации которых использовались значения изогении в точках кручения.
Таким образом, наиболее важным направлением исследований в области
изогений является исследование вопросов оптимизации имеющихся схем.
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МЕТОД АВТОМАТИЧЕСКОГО ПОИСКА СЕМЕЙСТВ
ОПТИМАЛЬНЫХ ХОРДАЛЬНЫХ КОЛЬЦЕВЫХ СЕТЕЙ

Э. А. Монахова a , О. Г. Монахов b

Институт вычислительной математики и математической геофизики,
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Аннотация. Арден и Ли предложили класс хордальных кольце-
вых сетей степени три в качестве сетей связи мультикомпьютерных
систем, получили формулу для вычисления диаметра и алгоритм
поиска кратчайших путей для них. В настоящей работе показано,
что найденные ими формула диаметра и алгоритм поиска крат-
чайших путей являются неточными. Нами построен большой мас-
сив экспериментальных данных (датасет), содержащий параметры
описаний оптимальных по диаметру хордальных колец с числом
узлов до 60 тысяч, и найдена точная нижняя граница диаметра
хордальных колец. На основе анализа полученного массива данных
предложен новый метод и реализованы алгоритмы автоматическо-
го поиска аналитических описаний семейств оптимальных хордаль-
ных колец, с помощью которых найдены аналитические описания
более 500 новых семейств оптимальных хордальных кольцевых се-
тей для многих значений числа узлов (до этого в литературе были
известны шесть семейств). Табл. 5, ил. 6, библиогр. 26.

Ключевые слова: оптимальная хордальная сеть степени три, ди-
аметр, экстремальный хордальный граф, датасет оптимальных хор-
дальных сетей.

Введение

В работе [1] Арден и Ли ввели класс хордальных кольцевых гра-
фов (chordal ring networks) степени три в качестве возможной тополо-
гии сетей связи мультикомпьютерных систем и исследовали новый класс
по трём направлениям: определение диаметра графов, поиск кратчай-
ших путей для них и определение максимального числа вершин при за-
данном диаметре. Эта работа вызвала большой интерес (более 450 ссы-
лок к настоящему времени) по исследованию свойств новых структур
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сетей связи и построению расширений предложенной топологии (см. на-
пример, [2–15]). Исследования проводились по следующим направлени-
ям: 1) расширение области значений образующих графа; 2) построение
алгоритмов маршрутизации для них; 3) увеличение степени вершин гра-
фа и степени его симметрии; 4) построение иерархических структур на их
основе; 5) рассмотрение ориентированных хордальных кольцевых гра-
фов, в том числе с исследованием их надёжности при отказах элементов,
и др.

Неориентированный хордальный граф CN (1,−1, s), где N — чётное,
а 3 6 s 6 N/2 — нечётное числа, имеет множество вершин V = ZN =
{0, 1, . . . , N − 1}, в котором вершины i и (i+ 1) mod N смежны для лю-
бого i, а каждая нечётная вершина i смежна также с (i + s) mod N .
Параметры описания хордального графа: s— образующая (длина хор-
ды), N — его порядок. Степень вершин равна трём. Диаметр графа —
длина максимального кратчайшего пути на множестве всевозможных
пар вершин. При фиксированном значении N назовём оптимальным

хордальный граф CN (1,−1, s) с минимально возможным диаметром для
данного N . Недавно проведённые исследования структурной надёжно-
сти неориентированных хордальных колец показали, что минимизация
диаметра при одном и том же порядке графа путём выбора соответству-
ющей образующей даёт большую надёжность структуры связей графа
при отказах элементов.

На рис. 1a изображён хордальный граф C20(1,−1, 5) диаметра d = 4.
Граф Хивуда C14(1,−1, 5) также входит в рассматриваемый класс. Сле-
дует отметить, что хордальные кольца являются двудольными графами
и входят в класс PRS-графов [16], как графы с двумя типами вершин,
в отличие от другого широко изучаемого класса циркулянтных графов
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Рис. 1. а) Хордальный граф C20(1,−1, 5); б) циркулянтный граф C(20; 1, 5)
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степени четыре [4–6], входящих также в класс PRS-графов, но вершинно-
симметричных и имеющих один тип вершин. Можно сказать, что хор-
дальные графы вида CN (1,−1, s) являются подмножеством класса цир-
кулянтов вида C(N ; 1, s) с чётным числом вершин и упорядоченным уда-
лением рёбер s или −s, но в отличие от циркулянтов имеют обхват 6,
а не 4. На рис. 1b для сравнения изображён циркулянт C(20; 1, 5). В на-
стоящей работе исследуется решение двух оптимизационных проблем по-
иска оптимальных хордальных графов: 1) графов с минимальным диа-
метром при заданном числе вершин (порядке) графа и 2) графов с мак-
симальным порядком при заданном диаметре (так называемых экстре-
мальных графов). В общей постановке — это поиск аналитических опи-
саний бесконечных семейств (серий) графов с минимальным диаметром
при заданных порядках графов.

1. Известные результаты по оптимизации
хордальных кольцевых графов

Первыми решение второй проблемы предложили Арден и Ли [1, тео-
рема 3]. В силу того, что они рассмотрели не все возможные типы путей
в хордальных графах [5], найденные ими формулы для максимальных
порядков при заданных диаметрах оказались неточными. Авторы [2, 3]
смогли улучшить их результат для максимального N и получили следу-
ющие экстремальные графы. Представляем их результат в виде теоремы,
доказательство которой можно найти в [2].

Теорема 1. Пусть d > 3— целое число. Максимальный порядок Nd

хордального графа CN (1,−1, s) диаметра d равен

N = Nd =

®
(3d2 + 1)/2 при нечётном d,

3d2/2 − d при чётном d,
(1)

образующая графа равна

s =

®
3d при нечётном d,

3d+ 1 при чётном d.
(2)

Отметим, что это оптимальное решение найдено авторами [2, 3] ме-
тодом плотной укладки (tessellation) на плоскости введённого ими обоб-
щённого класса графов Ардена и Ли, а именно в их обозначении графов
CRN (a, b, c) степени 3, где порядок N — чётное, а образующие a, b, c—
нечётные числа.

Проблема получения минимально возможного диаметра для задан-
ного значения N является более сложной задачей, чем получение мак-
симального N , поскольку диаметр не всегда монотонно увеличивается



88 Э. А. Монахова, О. Г. Монахов

Таблица 1

Семейства оптимальных хордальных колец [2]

Семейство 2N s d mod 2 Nd −N
f0 3d2 − 2d 3d+ 1 0 0

f0 3d2 + 1 3d 1 0

f1 3d2 − 4d 3d− 1 0 d

f2 3d2 − 2d− 1 3d− 2 1 d+ 1

f3 3d2 − 4d− 3 3d− 4 1 2(d+ 1)

f4 3d2 − 4d+ 1 3d− 4 1 2d

f5 3d2 − 6d− 1 3d− 6 1 3d+ 1

с ростом порядка. Кроме получения семейства с максимальным N , ав-
торы [2] нашли ещё пять семейств графов с минимально возможным
диаметром, используя плотную укладку графов на плоскости. В табл. 1
приведены все ранее известные семейства оптимальных графов (семей-
ство экстремальных графов обозначено как f0) с описаниями параметров
в виде функций (полиномов) от диаметра d. В последнем столбце показа-
на разница между значением Nd и порядками графов соответствующих
семейств. В настоящей работе с помощью анализа построенного датасета
оптимальных хордальных кольцевых графов были найдены новые зако-
номерности в появлении бесконечных семейств таких графов, предложен
и реализован метод автоматического поиска и открытия новых семейств
и на его основе расширен список семейств оптимальных хордальных ко-
лец: получено дополнительное описание образующих для бесконечного
экстремального семейства из теоремы 1 и построено более 500 новых
аналитически задаваемых семейств оптимальных графов.

2. Формула для диаметра хордальных кольцевых графов

Проведённый нами анализ формулы для вычисления диаметра хор-
дальных графов из [1] показал, что она верна для ряда значений N и s,
но для большинства графов наблюдается рост (при росте числа вершин)
разницы между реальным диаметром и значением диаметра, вычисляе-
мым по формуле из [1].

Из теоремы 1, как следствие, получаем вид зависимости диаметра
экстремальных графов от их порядка.

Лемма 1. Пусть для любого целого d > 3 порядок и образующая

хордального графа CN (1,−1, s) определяются формулами (1) и (2) со-

ответственно. Тогда диаметр экстремального графа равен ⌊
√

2N/3⌋ при

нечётном d и ⌈
√

2N/3⌉ при чётном d.
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Рис. 2. Диаметр экстремальных графов:
1 — реальный, 2 — вычисленный по формуле из [1]

На рис. 2 разница между реальным диаметром хордальных графов
и диаметром, получаемым по формуле из [1], наглядно показана на при-
мере семейства экстремальных графов. Данная ошибка авторов [1] про-
изошла в силу того, что они рассмотрели не все возможные виды путей
в хордальных графах, а ограничились тремя видами вместо шести [5].
Таким образом, формула вычисления диаметра хордальных колец, по-
лученная в [1], в общем случае даёт только его грубую верхнюю оценку.
Следует отметить, что в 2009 г. в работе [17] автор частично скоррек-
тировал формулу из [1], но нахождение точной формулы для диаметра
хордальных кольцевых графов при любых N и s по-прежнему остаётся
открытой проблемой.

Имеет место аналогичная история поиска общей формулы для вычис-
ления диаметра циркулянтных графов степени четыре вида C(N ; 1, s):
в течение 30 лет появляется ряд работ, которые либо не полностью учи-
тывают все возможные условия для соотношений между N и s, либо да-
ют неточные результаты. Последний по времени пример неверного в ряде
случаев определения диаметра — работа [18].

В связи с выявлением неточности вычисления диаметра в [1] нами
была проверена также справедливость теоремы 2 из [1], где дана сле-
дующая оценка диаметра хордальных колец с числом вершин N = m2

при чётном m > 8: диаметр графа d(Cm2(1,−1, s)) > m − 1. Она ока-
залась верной только для значений m = 8, 10, 12, 14, при 16 6 m 6 244
d(Cm2(1,−1, s)) < m− 1.
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3. Построение датасета оптимальных хордальных графов

Используя при поиске оптимальных хордальных кольцевых графов
сокращённый вариант переборного алгоритма и его параллельные реа-
лизации на кластере Kunpeng 920 (подробное описание алгоритмов и их
оценки можно найти в [19]), мы впервые построили большой массив
данных (датасет) оптимальных хордальных графов. Для заданного зна-
чения N перебирались все образующие 3 6 s 6 N/2 и определялся
граф (графы) с минимальным диаметром. Полная версия полученно-
го датасета для N 6 60 000 доступна по ссылке github.com/mila0411/

ChordalRing. Даны значения порядка N , всех образующих s, задающих
оптимальный граф и минимальный диаметр d графа. На рис. 3 показаны
графики зависимостей образующих s от N для оптимальных хордаль-
ных графов. Нижний ряд точек соответствует образующим с линейной
зависимостью от диаметра, верхний ряд — максимальные по величине
образующие квадратичного вида от диаметра. Прослеживаются некото-
рые упорядоченности в расположении образующих при росте N , которые
указывают на возможность существования многих аналитически задава-
емых семейств графов. Анализ осложняется тем, что у разных порядков
графов число оптимальных образующих меняется от одного до заранее
не определённого количества (меньшего чем N/2 − 3). Анализ датасета

Рис. 3. График зависимости образующих s от порядка N
для оптимальных хордальных графов
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показал, что есть много оптимальных графов с единственной образую-
щей, которая не является линейным полиномом от d.

Авторы хотели бы отметить, что при поиске аналитических зави-
симостей параметров на множестве графического отображения точек
{N, s, d}, представленного на рис. 3 как новый геометрический объект,
прослеживаются некоторые аналогии с постановкой задач для таких ма-
тематических объектов как спираль Улама [20], рекуррентные графики
динамических систем [21] и других подобных множеств.

4. Получение новых образующих для экстремального
семейства графов

При анализе датасета для семейства с максимальным N = Nd было
найдено описание образующих квадратичного вида в отличие от линей-
ных образующих (2) при диаметрах d, кратных четырём.

Теорема 2. Пусть d > 4— целое число и d ≡ 0 (mod 4). Существует

оптимальный хордальный граф CN (1,−1, s) с максимальным порядком

и диаметром d, где

N = Nd = 3d2/2− d,
s = 3d2/4− 2d+ 1. (3)

Доказательство. Покажем, что при диаметре d > 4, кратном че-
тырём, существует изоморфизм между графами, задаваемыми (1) и (2),
и графами, задаваемыми (1) и (3). Обозначим образующую (2), равную
3d + 1, через s1, а образующую (3) — через s2. Тогда имеем следующее
соотношение между N и образующими s1 и s2: N = 2s2 + s1 − 3.

Для доказательства будем использовать лемму 10 из [22], которая
утверждает, что хордальные кольцевые графы CN (a, b, c) и CN (a′, b′, c′),
где a, b, c, a′, b′, c′ ∈ 1, N − 1, изоморфны, если и только если существует
взаимно простое с N/2 число l, для которого выполняются следующие
сравнения:

a′ − b′ ≡ l(a− b) (mod N), (4)

b′ − c′ ≡ l(b− c) (mod N). (5)

Положим a = 1, b = N − 1, c = s1, a′ = s2, b′ = N − 1, c′ = 1.
Тогда a′− b′ = −N + s2 +1, отсюда (a′− b′) mod N = s2 +1. Аналогично
(b′ − c′) mod N = N − 2.

Возьмём l = (s2 + 1)/2. При d = 4t, t > 1, имеем НОД(l,N/2) = 1.
Подставив значение l в (4), имеем l(a − b) = −(s2 + 1)/2 · N + s2 + 1
и l(a− b) mod N = s2 + 1.
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Подставив значение l в (5) и проведя соответствующие замены, имеем
l(b − c) = (3d2/8 − 7d/4 + 1)N + N − 2, отсюда l(b − c) mod N = N − 2.
Теорема 2 доказана.

Отметим, что изображённый на рис. 1a хордальный граф оптималь-
ный и принадлежит семейству из теоремы 2.

5. Новые семейства оптимальных хордальных колец
с образующими s = s(d)

При анализе датасета дополнительно был получен ряд новых семейств
оптимальных хордальных графов с образующими, линейно зависящими
от диаметра: s = s(d). Новые семейства представлены в табл. 2 (здесь
и далее dmin — значение минимального диаметра, начиная с которого
данное семейство существует).

Таблица 2

Новые семейства оптимальных хордальных колец
с образующей s = s(d)

Семейство 2N s d mod 2 dmin Nd −N
k1 3d2 − 8d 3d+ 1 0 10 3d

k2 3d2 − 8d− 4 3d+ 1 0 12 3d+ 2

k3 3d2 − 14d 3d+ 1 0 30 6d

k4 3d2 − 14d− 8 3d+ 1 0 34 6d+ 4

k5 3d2 − 6d+ 3 3d 1 7 3d− 1

k6 3d2 − 6d− 1 3d 1 7 3d+ 1

k7 3d2 − 12d+ 5 3d 1 15 6d− 2

k8 3d2 − 12d− 3 3d 1 19 6d+ 2

k9 3d2 − 10d 3d− 1 0 14 4d

k10 3d2 − 16d 3d− 1 0 38 7d

Докажем для примера существование семейства k5.

Теорема 3. Пусть d > 7— нечётное число. Существует оптимальный

хордальный граф CN (1,−1, s) с диаметром d, где

N = 3d2/2− 3d+ 3/2, s = 3d.

Доказательство. Для доказательства применим метод построения
плотной укладки графов семейства на плоскости Z2, предложенный ав-
торами [2] для доказательства существования при любых диаметрах се-
мейств из табл. 1. Укладка графов семейства k5 на плоскости Z2 может
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быть получена из плотной укладки (см. детали в [2]), соответствующей
экстремальному графу нечётного диаметра d > 7 с порядком Nd, пу-
тём удаления требуемого числа вершин, в данном случае 3d− 1 вершин,
с внешних слоёв вершин (треугольников). На рис. 4 показан пример плот-
ной укладки графа C54(1,−1, 21) диаметра d = 7. Число окрашенных
треугольников равно разности между порядком экстремального графа
того же диаметра и порядком графа семейства k5.

Рис. 4. Плотная укладка графа C54(1,−1, 21) на плоскости Z2

Оставшийся граф по построению имеет тот же минимальный диаметр
и образует плотную укладку на плоскости, определяемую кратчайшими
путями между центральным нулём и соседними нулями на плоскости.
Для достижения левого верхнего нуля требуется пройти (d− 1)/2 шагов
по образующей s, 0 шагов по образующей s = 1 и 3(d−1)/2 шагов по обра-
зующей s = −1. Чтобы достичь правый верхний нуль, требуется пройти
d − 2 шагов по s, (d + 1)/2 шагов по s = 1 и (d − 5)/2 шагов по s = −1.
Для достижения следующего по часовой стрелке нуля требуется пройти
(d − 3)/2 шагов по s, 0 шагов по s = −1 и 3(d + 1)/2 шагов по s = 1.
Остальные три соседних нуля расположены симметрично по отношению
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к указанным. Таким образом, получаем следующие три сравнения для
распределения соседних нулей на плоскости:

(d− 1)/2 · s− 3(d− 1)/2 ≡ 0 (mod N),

(d− 2)s+ 3 ≡ 0 (mod N),

(d− 3)/2 · s+ 3(d+ 1)/2 ≡ 0 (mod N).

Подстановка s = 3d даёт решение всех трёх сравнений. Теорема 3 дока-
зана.

При анализе датасета оптимальных хордальных графов были заме-
чены следующие интересные особенности: существуют тетрады (quadru-
ple) семейств графов, идущие по четыре семейства подряд с одинако-
вой образующей при одинаковом диаметре. Существуют также такие же
триплеты (triplet) семейств, идущие по три семейства подряд, и дупле-
ты (double) семейств, идущие по два семейства подряд. Все перечислен-
ные семейства графов показаны в табл. 3. Отметим, что шесть семейств
из табл. 3 являются новыми по сравнению с [2].

Таблица 3

Семейства оптимальных графов

Семейство N =
⋃
Ni s d mod 2 dmin

Тетрада
N1 = (3d2 + 1)/2− 3d+ 3,
N2 = N1 − 2, N3 = N1 − 4,
N4 = N1 − 6

3d− 6 1 7

Триплет
N1 = (3d2 + 1)/2− 2d− 2,
N2 = N1 + 2, N3 = N1 + 4

3d− 4 1 7

Дуплет
N1 = (3d2 + 1)/2− d− 1,
N2 = N1 + 2

3d− 2 1 5

Дуплет
N1 = 3d2/2− 2d+ 2,
N2 = N1 − 2

3d− 1 0 6

Существование всех семейств графов из табл. 2 и 3 было проверено
и подтверждено экспериментально для всех диаметров d = dmin ÷ 154
и порядков графов N 6 35000. Полученные экспериментальные резуль-
таты говорят в пользу того, что найденные семейства графов существуют
при любых диаметрах, больших dmin, т. е. являются бесконечными се-
мействами. Теоретическое подтверждение этого свойства (или его опро-
вержения) составляет предмет будущей работы. Также дополнительного
исследования требует задача определения условий возникновения новых
семейств оптимальных графов и определения нижних границ для dmin.
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6. Точная нижняя граница диаметра хордальных колец

До сих пор мы рассматривали оптимальные графы как графы с мини-
мально возможным диаметром при заданном порядке графа. Возникает
вопрос: совпадает ли их диаметр с точной нижней границей?

Для этого надо знать точную нижнюю границу диаметра хордальных
графов для любого N . Определяем её, исходя из значений диаметров,
полученных для графов с максимальным числом вершин при заданном
диаметре.

Теорема 4. Пусть d > 2— целое число. Точная нижняя граница для

диаметра хордального кольцевого графа порядка N равна lb(N) = d+ 1
при нечётном d и (3d2+1)/2+2 6 N 6 (3d2+1)/2+2d либо при чётном d
и 3d2/2− d+ 2 6 N 6 3d2/2 + 3d+ 2.

Доказательство. Точная нижняя граница диаметра хордальных
кольцевых графов lb(N) представляет собой кусочно постоянную функ-
цию величины d + 1 на интервалах Nd + 2 6 N 6 Nd+1, где d > 2—
диаметр графа. При переходе к очередному интервалу величина функ-
ции lb(N) увеличивается на единицу. Подставляя значения функции Nd

из теоремы 1, получаем искомый результат. Теорема 4 доказана.

На рис. 5 показан вид полученной кривой для точной нижней границы
диаметра хордальных кольцевых графов при N 6 24000. Отметим, что

Рис. 5. Точная нижняя граница диаметра хордального кольцевого графа
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все графы из табл. 3 имеют диаметры, равные lb(N). В табл. 2 только
графы семейств k5 и k6 имеют диаметры, совпадающие с точной нижней
границей. Графы семейства k1 имеют диаметр d = lb(N) + 1.

7. Семейства оптимальных графов, достигающих
точной нижней границы диаметра

Для дальнейшего исследования из общего массива эксперименталь-
ных данных оптимальных графов выделим параметры {N, s, d} только
тех графов, диаметры которых совпадают с lb(N). Назовём их предель-
но оптимальными или п-оптимальными. На рис. 6 в координатах N и s
показан фрагмент датасета для графов с порядками 1200 6 N 6 24000,
относящийся к п-оптимальным графам.

Сначала рассмотрим множество образующих квадратичного вида,
относящихся к п-оптимальным графам. Нашей целью является поиск
семейств п-оптимальных графов с общими аналитическими описаниями
параметров N и s, представленными в виде полиномов от диаметра d.

Отметим следующие особенности в расположении порядков и образу-
ющих квадратичного вида для п-оптимальных графов.

1. Члены семейств располагаются вдоль линий общего угла наклона,
определяемого значением ⌊N/s⌋.

2. Повторяемость членов семейств при росте диаметра d реализует-
ся через чётное число p > 4 значений, зависящее от ⌊N/s⌋. Назовём p

Рис. 6. П-оптимальные хордальные графы
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периодом повторяемости аналитического описания. Начальное значение
диаметра, при котором описание семейства приобретает повторяемость,
может быть достаточно большим.

3. Семейства на каждой линии дублируются с некоторым сдвигом
по диаметру на ближайшей линии снизу следующим образом: на верх-
ней линии —N1 = ⌊N1/s1⌋s1−N1/s1 (mod s1), на нижней линии —N2 =
⌊N2/s2⌋s2 +N2/s2 (mod s2), где N2/s2 (mod s2) = N1/s1 (mod s1) + 3p.
Исключение составляет самая верхняя линия графика, соответствующая
p = 4, поскольку по определению хордальных графов значения образу-
ющих s ограничены величиной N/2.

4. Так как нас интересуют семейства графов с общим аналитическим
описанием, которые имеют устойчивую повторяемость на больших диа-
пазонах изменения диаметра, целесообразно рассматривать для поиска
семейств достаточно большие начальные значения диаметров.

8. Алгоритм поиска семейств оптимальных графов
с квадратичными образующими

С учётом найденных особенностей расположения семейств п-опти-
мальных графов для автоматизации их поиска был разработан и реа-
лизован эвристический алгоритм. При записи алгоритма использованы
следующие обозначения (здесь qi — целая часть, ri — остаток):

qi = ⌊Ni/si⌋, ri = Ni mod si, i = 1, 2,

q′i = ⌊ri/di⌋, r′i = ri mod di, i = 1, 2,

q′′i = ⌊si/di⌋, r′′i = si mod di, i = 1, 2.

Алгоритм 1 (автоматический поиск семейств оптимальных графов)

Шаг 1. Выбирается начальное значение периода p ∈ {4, 6, . . . } и диа-
метра d = d1 ≡ 0 (mod p). Перебираются все точки в массиве данных
{N1, s1, d1} и среди всех точек вида {N2, s2, d2} выбираются точки, где
d2 = d1 + p и ⌊N2/s2⌋ = ⌊N1/s1⌋. Для точки {N1, s1, d1} и удовлетворя-
ющей условиям очередной точки {N2, s2, d2} создаётся общая формула
возможного семейства графов с s и N в виде полиномов от диаметра:

N = ad2 + bd+ c, s = ed2 + fd+ g.

Для этого используется свойство повторяемости вида членов семейства
через k = (d − d1)/p при создании образующих и порядков с помощью
формул, сохраняющих пропорциональность наращивания коэффициен-
тов при степенях d:

s = (q′′1 + k(q′′2 − q′′1))d + r′′1 + k(r′′2 − r′′1), (6)

N = q1s+ (q′1 + k(q′2 − q′1))d + r′1 + k(r′2 − r′1). (7)



98 Э. А. Монахова, О. Г. Монахов

Подстановками k = (d− d1)/p в (6), значений k и s в (7) и приведением
подобных слагаемых получаются коэффициенты для полиномов N и s:

a = (q′2 − q′1)/p + q1(q
′′
2 − q′′1 )/p,

b = q′1 + q1q
′′
1 + (r′2 − r′1)/p + q1(r

′′
2 − r′′1)/p− d1a,

c = r′1 + q1r
′′
1 − d1(r′2 − r′1)/p− d1q1(r′′2 − r′′1)/p,

e = (q′′2 − q′′1 )/p,
f = q′′1 − d1(q′′2 − q′′1 )/p+ (r′′2 − r′′1)/p,

g = r′′1 − d1(r′′2 − r′′1)/p.

Таким образом, для точек {N1, s1, d1} и {N2, s2, d2} аналитический вид
графов возможного семейства сформирован.

Шаг 2. Проверяется наличие членов сформированного семейства
в массиве данных при увеличении диаметра на величину p. Если на вы-
бранном фрагменте данных существование следующих членов семейства
подтверждено, то считается, что семейство прошло тестирование и новое
семейство найдено, и оно записывается в список новых семейств.

Таблица 4

Семейства оптимальных хордальных кольцевых графов

2N s 2N s

3d2 − 6d− 5 1

10
(3d2 − 17) 3d2 − 6d+ 19 1

8
(3d2 + 13)

3d2 − 6d− 5 1

10
(3d2 − 12d+ 7) 3d2 − 6d+ 19 1

8
(3d2 − 12d+ 25)

3d2 − 6d− 5 1

5
(3d2 − 9d+ 1) 3d2 − 4d− 3 1

6
(3d2 − 10d+ 5)

3d2 − 6d− 5 1

5
(3d2 − 3d− 11) 3d2 − 4d− 3 1

6
(3d2 + 2d− 11)

3d2 − 6d− 1 1

4
(3d2 − 12d+ 5) 3d2 − 4d+ 1 1

4
(3d2 − 10d+ 3)

3d2 − 6d+ 7 1

4
(3d2 − 12d+ 13) 3d2 − 4d+ 5 1

6
(3d2 − 10d+ 1)

3d2 − 6d+ 7 1

14
(3d2 − 5) 3d2 − 4d+ 5 1

10
(3d2 − 10d+ 13)

3d2 − 6d+ 7 1

8
(3d2 + 13) 3d2 − 4d+ 5 1

5
(3d2 − 7d+ 9)

3d2 − 6d+ 7 1

8
(3d2 − 12d+ 1) 3d2 − 4d+ 5 1

5
(3d2 − d+ 1)

3d2 − 6d+ 7 1

14
(3d2 − 12d+ 19) 3d2 − 4d+ 5 1

10
(3d2 + 2d− 3)

3d2 − 6d+ 7 1

7
(3d2 − 9d+ 13) 3d2 − 4d+ 5 1

6
(3d2 + 2d+ 9)

3d2 − 6d+ 7 3

14
(3d2 − 8d+ 11) 3d2 − 4d+ 9 1

8
(3d2 − 10d+ 11)

3d2 − 6d+ 7 3

14
(3d2 − 4d+ 3) 3d2 − 4d+ 9 1

4
(3d2 − 10d+ 11)

3d2 − 6d+ 7 1

7
(3d2 − 3d+ 1) 3d2 − 4d+ 9 1

6
(3d2 − 10d+ 17)
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Шаг 3. Поиск семейств продолжается до тех пор, пока не рассмот-
рены сначала диаметры для всех значений вычетов по модулю p, а затем
весь заданный диапазон значений параметра p.

Шаг 4. После этого происходит валидация найденных семейств, для
чего используется часть массива данных, не участвующая в ранее про-
ведённом тестировании на шаге 2. При положительном результате счи-
тается, что новое семейство найдено.

Шаг 5. На выходе алгоритма генерируется множество аналитиче-
ских описаний (формул N(d) и s(d)) семейств п-оптимальных графов
с квадратичными образующими, ограниченное заданным диапазоном из-
менения параметра p.

Алгоритм реализован в системе Wolfram Mathematica 10. Реализовав
алгоритм для значений 36 6 d 6 156 и всех чётных значений 4 6 p 6 18,
получили на выходе множество семейств п-оптимальных графов с квад-
ратичными образующими, которое совпало полностью со всеми точками
выделенного фрагмента массива данных на рис. 6. Общее количество по-
лученных аналитически описываемых семейств п-оптимальных графов
с квадратичными образующими равно 455. В табл. 4 приведён фрагмент
описаний оптимальных семейств, полученных при реализации алгорит-
ма 1. В табл. 5 приведён фрагмент полученных оптимальных семейств
вместе с их периодом повторяемости и видом диаметров.

Для того, чтобы продвигаться дальше, увеличивая порядки графов,
необходимо увеличивать значения параметра p, тем самым выявлять но-
вые возникающие семейства.

Описанный алгоритм открытия семейств п-оптимальных хордальных
графов позволяет также получать аналитические описания множеств се-
мейств оптимальных графов с квадратичными образующими, диаметры
которых превосходят точную нижнюю границу lb(N), так как положен-
ные в его основу принципы построения семейств могут быть использо-
ваны для других оптимальных хордальных колец. Все найденные семей-
ства оптимальных графов также включены в отдельный раздел датасета.

9. Алгоритм поиска семейств оптимальных графов
с линейными образующими

Для автоматизации поиска семейств оптимальных хордальных колец
с линейными образующими вида s = 3d − α, где α принимает любые
целые значения, в том числе и отрицательные, был разработан эври-
стический алгоритм 2. Анализируя известные семейства оптимальных
хордальных колец с линейными образующими, мы пришли к выводу,
что условия для включения точек {N, s, d} массива данных в искомое
семейство, как и вид формул для N и s графов семейства, одинаковы



100 Э. А. Монахова, О. Г. Монахов

Таблица 5

Семейства оптимальных графов с указанием периода
повторяемости и вида диаметров

2N/3 s p d mod p 2N/3 s p d mod p

(d− 1)2 1

2
(d2 − 3) 6 1 (d− 1)2 1

2
(d2 + 1) 12 9

(d− 1)2 1

2
(d2 − 3) 12 1 (d− 1)2 1

2
(d2 + 1) 18 3

(d− 1)2 1

2
(d2 − 3) 12 7 (d− 1)2 1

2
(d2 + 1) 18 9

(d− 1)2 1

2
(d2 − 3) 18 1 (d− 1)2 1

2
(d2 + 1) 18 15

(d− 1)2 1

2
(d2 − 3) 18 7 (d− 1)2 1

2
(d2 − 4d+ 1) 6 1

(d− 1)2 1

2
(d2 − 3) 18 13 (d− 1)2 1

2
(d2 − 4d+ 1) 12 1

(d− 1)2 3

8
(d2 − 1) 8 3 (d− 1)2 1

2
(d2 − 4d+ 1) 12 7

(d− 1)2 3

8
(d2 − 1) 16 3 (d− 1)2 1

2
(d2 − 4d+ 1) 18 1

(d− 1)2 3

8
(d2 − 1) 16 11 (d− 1)2 1

2
(d2 − 4d+ 1) 18 7

(d− 1)2 1

2
(d2 + 1) 6 3 (d− 1)2 1

2
(d2 − 4d+ 1) 18 13

(d− 1)2 1

2
(d2 + 1) 12 3 (d− 1)2 3

8
(d2 − 4d+ 3) 8 7

для чётных и нечётных диаметров d. Виды семейств графов с нечётным
(чётным) диаметром повторяются через p = 2. Алгоритм 2 строится ана-
логично алгоритму 1 с использованием тех же обозначений. Алгоритм 2
применяется для поиска семейств графов с любыми диаметрами.

Алгоритм 2 (автоматический поиск семейств оптимальных графов)

Шаг 1. Выбирается начальное значение чётного (нечётного) диамет-
ра d = d1. Из массива данных сначала в отдельный список выбирают-
ся точки вида {N1, s1, d1}, а затем в другой список — все точки вида
{N2, s2, d2} с d2 = d1 + 2, для которых выполняются условия

⌊N2/s2⌋ = ⌊N1/s1⌋+ (d2 − d1)/2,
N2 mod s2 = N1 mod s1 + 3(d2 − d1)/2.

Последовательно образуются все возможные сочетания точек {N1, s1, d1}
и {N2, s2, d2}. Для очередной пары {N1, s1, d1} и {N2, s2, d2} создаётся
общая формула возможного семейства графов с N и s в виде полиномов
от диаметра:

N = ad2 + bd+ c, s = 3d− 3d1 + s1. (8)

Для этого используется свойство повторяемости вида членов семейства
через k = (d − d1)/2 шагов при образовании порядков с помощью фор-
мулы, сохраняющей пропорциональность наращивания коэффициентов
при степенях d:

N = (q1 + k)s+ r1 + 3k. (9)
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Аналогично алгоритму 1 подстановкой k = (d − d1)/2 и s из (8) в (9)
и сборкой коэффициентов при степенях d получаются коэффициенты
для полинома N :

a = 3/2, b = 3q1 − 3d1 + (s1 + 3)/2,

c = q1(s1 − 3d1) + r1 + d1(3d1 − s1 − 3)/2.

Таким образом, для точек {N1, s1, d1} и {N2, s2, d2} аналитический вид
графов возможного семейства сформирован.

Шаг 2. Проверяется наличие членов сформированного семейства
в массиве данных при увеличении диаметра на величину p = 2. Если
на выбранном фрагменте данных существование следующих членов се-
мейства подтверждено, то считается, что семейство прошло тестирование
и новое семейство найдено, и оно записывается в список новых семейств.

Шаг 3. Поиск семейств продолжается до тех пор, пока не рассмотре-
ны все имеющиеся паросочетания графов с диаметрами d = d1 и d = d2.

Шаг 4. Проводится валидация полученных семейств, для чего ис-
пользуется часть массива данных, не участвовавшая в ранее проведён-
ном тестировании на шаге 2. При положительном результате считается,
что новое семейство найдено, и его аналитическое описание пополняет
список найденных семейств.

Шаг 5. На выходе алгоритма генерируется множество аналитиче-
ских описаний (формул N(d) и s(d)) семейств оптимальных хордальных
графов с линейными образующими вида s = 3d− α.

Алгоритм реализован в системе Wolfram Mathematica 10. Реализовав
алгоритм для чётных и нечётных значений диаметров, получили на вы-
ходе множество семейств оптимальных графов с линейными образующи-
ми. Общее количество полученных аналитически описываемых семейств
оптимальных графов с линейными образующими равно 80. Описания
всех оптимальных семейств, полученных при реализации алгоритма 2,
приведены в разделе датасета.

10. Проблема маршрутизации в хордальных
кольцах степени три

В работе [1] авторы показали, что способность эффективной марш-
рутизации в хордальных кольцах зависит от диаметра и соответственно
от длины хорды. Они предложили аналитический алгоритм вычисления
кратчайшего пути по номерам вершин источника и приёмника. Алго-
ритм рассмотрен относительно источника u = 0, и суть его состоит в том,
что для расчёта требуемого числа шагов по образующим в кратчайшем
пути в вершину v из u = 0 найдены некоторые соотношения между s
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и значениями ⌊v/w⌋ и v mod w, где w = s + 1. Проверить правильность
изложенного алгоритма невозможно, так как в статье он представлен
не полностью (со ссылкой [23] на диссертацию, которая нам не доступ-
на). Но учитывая, что авторы рассмотрели не все возможные типы дви-
жений по образующим в графе, можно сказать, что в общем их алгоритм
даёт путь из источника в приёмник, но не всегда кратчайший, и оценить
его длину не представляется возможным.

В [8] для хордальных графов представлены два квазиоптимальных
алгоритма маршрутизации с гарантированными границами порядка s−3
дополнительной длины пути, превышающей длину кратчайшего пути.

В [24, 25] для упрощения расчёта маршрутизации в хордальных коль-
цевых графах также рассмотрено частично ограниченное множество пу-
тей в приёмник, разработаны два квазиоптимальных алгоритма маршру-
тизации и определён процент и частота превышения длины кратчайшего
пути при экспериментальной реализации этих алгоритмов маршрутиза-
ции.

Таким образом, проблема разработки оптимального (аналитическо-
го) алгоритма маршрутизации в хордальных кольцевых графах остаётся
не решённой до настоящего времени, а в связи с возможностью реализа-
ции этих структур в сетях на кристалле [26] по-прежнему актуальна.

Заключение

В настоящей работе рассмотрена проблема построения семейств оп-
тимальных по диаметру хордальных колец с аналитическим описанием
в виде полиномов от диаметра сети. Построен большой массив экспери-
ментальных данных, содержащий параметры оптимальных по диаметру
хордальных колец для числа вершин 12 6 N 6 60000. Разработан но-
вый метод, и реализованы два алгоритма автоматического поиска анали-
тических описаний семейств оптимальных хордальных колец. Найдены
новое аналитическое описание образующих экстремальных хордальных
колец с максимальным числом вершин при заданном диаметре, а также
аналитические описания более 500 новых семейств оптимальных графов
с разного типа образующими на больших диапазонах изменения диамет-
ра. Как показал предварительный анализ, найденный метод автоматиче-
ского получения аналитических описаний новых оптимальных семейств
может быть обобщён и использован для открытия новых семейств в клас-
се оптимальных циркулянтных сетей вида C(N ; 1, s).

Построенный массив данных оптимальных хордальных колец явля-
ется эффективным инструментом для дальнейшего изучения топологи-
ческих и коммуникативных свойств хордальных сетей — среднего рас-
стояния, надёжности, пропускной способности, алгоритмов маршрути-
зации, а также для открытия новых математических закономерностей
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при поиске описаний оптимальных графов и условий их существования.
Оптимальные графы уже полученных семейств могут быть рассмотре-
ны в качестве основы для построения моделей надёжных иерархических
структур связи сетей на кристалле и суперкомпьютерных систем.
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Abstract. Arden and Lee proposed a class of chordal ring networks
of degree three as communication networks for multicomputer systems,
derived a formula for the diameter, and produced an algorithm for
finding the shortest paths for them. In this paper, it is shown that the
formula for the diameter and the routing algorithm presented by them
are inaccurate. We have obtained a large dataset containing parame-
ters for describing optimal diameter chord rings for all the numbers of
nodes up to 60 000 and found the exact lower bound for the diameter of
chordal ring networks. A new method is proposed and the algorithms
for automatic search for analytical descriptions of families of optimal
chordal rings are realized based on an analysis of the database. Using
the latter, analytical descriptions of over 500 new families of optimal
chordal ring networks for many values of the number of nodes are found
(only six families have been known until now in the literature). Tab. 5,
illustr. 6, bibliogr. 26.
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Аннотация. Множество Jk вершин графа называется k-домини-
рующим независимым (k > 1), если его вершины попарно не смеж-
ны и каждая вершина не из Jk смежна хотя бы с k вершинами
из Jk. В этой статье получены новые оценки количества k-доми-
нирующих независимых множеств при различных значениях k > 2
в некоторых классах планарных графов. Ил. 7, библиогр. 15.

Ключевые слова: независимое множество, доминирующее мно-
жество, k-доминирующее независимое множество, планарный граф.

Введение

Граф называется планарным, если он может быть уложен на плос-
кости без пересечений рёбер не по вершинам, и внешнепланарным, если
существует его плоская укладка такая, что все вершины графа принад-
лежат внешней грани. Планарный (внешнепланарный) граф называется
максимальным, если в него нельзя добавить ребро, не нарушая свой-
ства планарности (внешнепланарности). Обозначим через P, MP , OP
иMOP классы всех планарных, максимальных планарных, внешнепла-
нарных и максимальных внешнепланарных графов соответственно.

Независимым множеством графа называется произвольное подмно-
жество попарно не смежных его вершин. Множество вершин Dk назы-
вается k-доминирующим (k > 1), если каждая вершина не из Dk смеж-
на хотя бы с k вершинами из Dk. В настоящей работе рассматривают-
ся k-доминирующие независимые множества (сокращённо k-ДНМ). Сле-
дуя [1, 2], будем обозначать через mik(n,F) максимально возможное ко-
личество k-ДНМ, которое может содержать n-вершинный граф из клас-
са F . Если F совпадает с классом всех графов, то будем использовать
обозначение mik(n).

© Д. С. Талецкий, 2024
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Как известно, каждое 1-ДНМ графа является его максимальным по
включению независимым множеством (и наоборот). В [3] получено точ-
ное значение величины mi1(n) при всех n > 1. Позднее в [4] было предло-
жено значительно более простое доказательство этого результата. На се-
годняшний день существует большое число работ, посвящённых перечис-
лению 1-ДНМ в графах из тех или иных классов. Так, известны точные
значения величины mi1(n,F) в случае, когда F является классом связ-
ных графов [5], деревьев [6], двудольных графов [7], графов без треуголь-
ников [8], унициклических [9] и r-циклических [10] графов, уницикличе-
ских связных графов [11].

Известно несколько работ, в которых исследуются свойства 2-ДНМ.
В статье [12] описаны некоторые классы графов, содержащих хотя бы
одно 2-ДНМ. В [13, 14] сформулированы достаточные условия существо-
вания 2-ДНМ в декартовых и тензорных произведениях графов соответ-
ственно. В [15] исследуются обобщения графа Петерсена, содержащие
хотя бы одно 2-ДНМ.

Автору известны лишь две работы [1, 2], связанные с перечислением
k-ДНМ при k > 3. В [1] доказано существование констант c, c′, ck, c′k > 0
таких, что 1,22nc 6 mi2(n) 6 1,246nc′ и при любом k > 3 верно нера-

венство (
2k√

2)nck 6 mik(n) 6 (
k+1√

2)nc′k. Кроме того, в [1] получен ряд
других результатов: например, для всех n, k > 2 и класса деревьев T
доказано неравенство mik(n,T ) 6 1. Позднее, в [2] были получены но-
вые верхние и нижние оценки величины mik(n), в частности, доказано
неравенство mik(n) < (

k√
1,98)n для всех k > 3.

В настоящей работе получены новые оценки величины mik(n,F), где
F ∈ {P,MP ,OP ,MOP} и k > 2. Показано, что при k > 3 каждый
внешнепланарный граф содержит не более одного k-ДНМ. При этом
каждый максимальный внешнепланарный граф содержит не более од-
ного 2-ДНМ. С другой стороны, при k > 4 каждый планарный граф
содержит не более одного k-ДНМ, но при всех n > 12 существуют мак-
симальные планарные графы, содержащие не менее чем 2[n/50]−1 3-ДНМ.

1. Терминология и обозначения

Грань плоского графа называется внутренней, если она имеет конеч-
ную площадь, и внешней в противном случае. Назовём ребро плоского
графа внешним, если оно лежит на его внешней грани. Всюду в ра-
боте будем использовать термин «грань» вместо термина «внутренняя
грань». Кроме того, будем предполагать, что все рассматриваемые пла-
нарные графы уложены на плоскости. Будем говорить, что грани f1 и f2
смежны, если они имеют общее ребро. Треугольником называется грань,
содержащая три вершины.
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Назовём грань максимального внешнепланарного графа крайней или
1-крайней, если она содержит вершину степени 2. При s > 2 назовём
грань s-крайней, если она не (s− 1)-крайняя и все смежные с ней грани,
кроме, быть может, одной, s′-крайние для некоторого 1 6 s′ < s. Будем
говорить, что грань {1, 2, 3}-крайняя, если она s-крайняя для некоторого
s ∈ {1, 2, 3}.

Под добавлением вершины v в грань f планарного графа G будем по-
нимать добавление в G вершины v и соединение её со всеми вершинами f.
Отметим, что если G является максимальным планарным графом, то он
останется таковым при добавлении вершины в любую его грань. Как
известно, каждая внутренняя грань максимального (внешне)планарного
графа является треугольником.

Обозначим через T (G) слабо двойственный граф графа G ∈ P, верши-
нами которого являются внутренние грани G. Две вершины T (G) соеди-
нены ребром, если и только если соответствующие им грани G смежны.
Как известно, если G ∈ OP, то T (G) является лесом, если при этом G
двусвязен, то T (G) является деревом, если же G ∈ MOP , то T (G) явля-
ется субкубическим деревом.

При k > 1 вершину графа G назовём k-универсальной (соответствен-
но k-пустой), если она содержится в каждом k-ДНМ графа G (соответ-
ственно не содержится ни в одном k-ДНМ графа G).

Как обычно, через V (G) и E(G) обозначаются множества вершин
и рёбер графа G соответственно. Пусть A ⊂ V (G). Через G \ A обо-
значается порождённый подграф G с множеством вершин V (G) \ A.
Граф, полученный в результате стягивания ребра uv ∈ E(G) графа G,
обозначается через G/uv. Объединением G ∪ H графов G и H назы-
вается граф с множеством вершин V (G) ∪ V (H) и множеством рёбер
E(G)∪E(H). Через kG обозначается объединение k > 2 копий графа G.
Через deg(v), N(v) и N [v] обозначаются степень вершины v, открытая
окрестность v и замкнутая окрестность v соответственно. Через δ(G)
обозначается наименьшая степень вершины в G.

Деревом называется граф без циклов, а листом дерева — его вершина
степени 1. Диаметром связного графа называется наибольшее попарное
расстояние между его вершинами, а диаметральным путём графа —
некоторый простой путь, длина которого равна его диаметру. Отметим,
что в любом дереве, содержащем не менее двух вершин, концы каждого
его диаметрального пути являются листьями.

Через Kn, Cn и Pn обозначаются n-вершинный полный граф, простой
цикл и простой путь соответственно. Обозначим через Wn n-вершинный
граф, полученный путём добавления в цикл Cn−1 новой вершины, смеж-
ной со всеми вершинами цикла.
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Точкой сочленения связного графа называется вершина, при удале-
нии которой граф перестаёт быть связным. Блоком B графа G назы-
вается его максимальный по включению двусвязный подграф. Блок B
называется крайним в графе G, если он содержит не более одной точки
сочленения G.

2. Предварительные результаты

В этом разделе приводятся некоторые простые факты, которые будут
использованы при доказательстве основных результатов работы.

Лемма 1. Для любого графа G, содержащего хотя бы 4 вершины,

имеют место следующие утверждения.

1. Если G ∈ P, то δ(G) 6 5. Если же G ∈ MP , то δ(G) ∈ {3, 4, 5}.
2. Если G ∈ OP, то δ(G) 6 2. Если же G ∈ MOP , то δ(G) = 2.

Доказательство. П. 1 следует из формулы Эйлера. Докажем п. 2.
Если |V (G)| 6 3, то доказывать нечего; предположим, что |V (G)| > 4.
Если G ∈ MOP , то граф T (G) является деревом и содержит лист, ко-
торый соответствует грани G, содержащей вершину степени 2, откуда
δ(G) 6 2. Поскольку каждая внутренняя грань G является треугольни-
ком, то δ(G) = 2. Если же G /∈ MOP , то существует граф G∗ ∈ MOP
такой, что G является остовным подграфом G∗, откуда δ(G) 6 δ(G∗) = 2.
Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Для любого графа G ∈ MOP, вершины w ∈ V (G) и ребра

uv ∈ E(G) имеют место следующие утверждения.

1. Если deg(w) = 2, то G \ {w} ∈ MOP .
2. Если uv— внешнее ребро G, то G/uv ∈ MOP .

Доказательство. Поскольку каждая внутренняя грань максималь-
ного внешнепланарного графа является треугольником, п. 1 очевиден.
Докажем п. 2. Обозначим через uvw единственную внутреннюю грань G,
содержащую ребро uv. Очевидно, что все внутренние грани G, кроме
uvw, являются внутренними гранями графа G/uv, следовательно, каж-
дая внутренняя грань G/uv является треугольником. Кроме того, по-
скольку G не содержит точек сочленения и G \ {u, v} связен, граф G/uv
также не содержит точек сочленения, следовательно, G/uv ∈ MOP .
Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Для любого k > 1, графа G ∈ P и его вершин u, v ∈ V (G)
имеют место следующие утверждения.

1. Если u k-пустая в G, то mik(G \ u) > mik(G).
2. Если v k-универсальная в G, то mik(G \N [v]) > mik(G).
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Доказательство. Покажем, что любое k-ДНМ J графа G будет
являться k-ДНМ и для графа G\u. Пусть w ∈ V (G)\u и w /∈ J. Тогда w
имеет хотя бы k соседей в G, принадлежащих J. Поскольку все эти соседи
не k-пусты в G, они отличны от u и принадлежат графу G \ u. Таким
образом, каждая вершина графа G \ u либо принадлежит независимому
множеству J, либо имеет в нём не менее k соседей, что и требовалось.

Докажем п. 2. Из определения k-универсальной вершины следует, что
все вершины окрестности N(v) k-пусты. Тогда для каждого k-ДНМ J
графа G множество J \ v является k-ДНМ графа G \ N [v]. Лемма 3
доказана.

3. Внешнепланарные графы

3.1. Класс OP. В упомянутой ранее работе [3] доказана

Теорема 1. Для всех n > 2 имеет место равенство

mi1(n) =





3m, если n = 3m,

4 · 3m−1, если n = 3m+ 1,

2 · 3m, если n = 3m+ 2.

Как показано в [3], если n = 3m, то единственным экстремальным
графом является mK3; если n = 3m + 1, то существуют два экстре-
мальных графа: (m− 1)K3 ∪ 2K2 и (m− 1)K3 ∪K4; если же n = 3s+ 2,
то единственным экстремальным графом является mK3∪K2. Поскольку
при любом n хотя бы один из экстремальных графов внешнепланарный,
то mi1(n,OP) = mi1(n,P) = mi1(n).

В этом пункте установлены точные значения величины mik(n,OP)
при n > 1 и k > 2.

Теорема 2. Для всех n > 1 верно равенство mi2(n,OP) = 2[n/4]. При

этом если n = 4m, то экстремальный граф единствен и изоморфен mC4.

Доказательство. Отметим, что mi2(mC4 ∪ rK1) = 2m при любом
n = 4m+r > 1. Предположим, что найдётся n-вершинный граф G такой,
что либо mi2(G) > 2[n/4], либо mi2(G) = 2[n/4], n = 4m и G не изомор-
фен mC4; при этом будем полагать, что при всех n′ < n графов с таким
свойством не существует. Тогда в G найдётся некоторая компонента связ-
ности H, не изоморфная C4. Если H содержит хотя бы одну 2-пустую
вершину u, то удалим её из графа, тогда mi2(G) 6 mi2(G \ u) по лем-
ме 3. При этом если n = 4m, то mi2(G) < 2[n/4], если же n = 4m + r,

то mi2(G) 6 2[(n−1)/4], что противоречит предположению. Если H содер-
жит хотя бы одну 2-универсальную вершину v, то проведём аналогичные
рассуждения для графа G \N [v].
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Таким образом, предполагаем, что H не содержит 2-универсальных
и 2-пустых вершин. Тогда |V (H)| > 4 и δ(H) = 2, при этом ни одна вер-
шина степени 2 графа H не принадлежит треугольнику (иначе эта вер-
шина была бы 2-пустой). Пусть в H найдётся пара смежных вершин u
и v степени 2. Обозначим через u′ и v′ вторых соседей вершин u и v
соответственно. Каждое 2-ДНМ графа G либо содержит вершины u и v′

и не содержит ни одного соседа v′, либо содержит вершины v и u′ и не со-
держит ни одного соседа u′. Поскольку H не совпадает с C4, множество
N [u′] ∪ N [v′] содержит не менее 5 вершин. Тогда имеет место неравен-
ство mi2(G) 6 2[(n−4)/2] + 2[(n−5)/2], причём если n = 4m, то неравенство
строгое, что и требовалось.

Осталось рассмотреть случай, когда в H не найдётся двух смежных
вершин степени 2. Обозначим через B один из крайних блоков H (ес-
ли H двусвязен, то считаем, что B ∼= H). Поскольку блок B крайний,
он содержит не более одной точки сочленения H. Кроме того, так как
δ(H) = 2, блок B содержит хотя бы 3 вершины и, следовательно, явля-
ется двусвязным внешнепланарным графом. Тогда слабо двойственный
граф T (B) является деревом. Если при этом T (B) состоит из одной вер-
шины, то B ∼= Cs для некоторого s > 4, при этом хотя бы s − 1 вершин
цикла не являются точками сочленения G и, следовательно, имеют сте-
пень 2 в H; противоречие. Если же дерево T (B) содержит не менее двух
вершин, то оно содержит не менее двух листьев x и x′, которым соот-
ветствуют некоторые грани f и f ′ графа H. Поскольку эти грани не яв-
ляются треугольниками, обе они содержат хотя бы одну пару смежных
вершин, имеющих степень 2 в B, причём хотя бы в одной из этих пар обе
вершины не являются точками сочленения H и, следовательно, имеют
степень 2 в H; противоречие. Теорема 2 доказана.

При k > 3 каждая вершина степени 2 внешнепланарного графа k-уни-
версальна. Кроме того, любой подграф внешнепланарного графа также
будет внешнепланарным. Отсюда вытекает следующий простой факт.

Теорема 3. Для всех k > 3 и n > 1 верно mik(n,OP) = 1.

Доказательство. Ясно, что при любых n, k > 1 пустой граф nK1

содержит единственное k-ДНМ, откуда mik(n,OP) > 1. Предположим,
что для некоторых k > 3 и n > 1 найдётся внешнепланарный граф G
такой, что mik(G) > 1, а для всех графов G′, содержащих менее |V (G)|
вершин, верно mik(G′) 6 1. По лемме 1 существует вершина v ∈ V (G)
степени 2, которая будет k-универсальной. Обозначим через J1 и J2 два
различных k-ДНМ G. Тогда множества J1 \ {v} и J2 \ {v} являются
различными k-ДНМ графа G \ N [v] ∈ OP , откуда mi2(G \ N [v]) > 2;
противоречие. Теорема 3 доказана.
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3.2. Класс MOP. Назовём граф G ∈ MOP критическим, если
mi2(G) > 1 и при этом для любого графа G′ ∈ MOP , содержащего ме-
нее |V (G)| вершин, верно mi2(G′) 6 1. Цель рассуждений этого пункта —
доказать, что критических графов не существует.

Будем говорить, что граф G′ ∈ MOP соответствует графу G ∈
MOP , если ∅ ( V (G′) ( V (G) и найдётся множество ∅ ⊆ A ( V (G) та-
кое, что для любого 2-ДНМ J графа G множество J \A является 2-ДНМ
графа G′. Очевидно, что имеет место неравенство mi2(G′) > mi2(G).
Таким образом, для того чтобы показать, что граф G не критический,
достаточно привести пример соответствующего ему графа G′.

Напомним, что если G ∈ MOP , то его слабо двойственный граф
T (G) является субкубическим деревом. Рассмотрим некоторый диамет-
ральный путь X = x1x2 . . . xp в T (G). Всюду в этом пункте будем обо-
значать через xi вершины T (G), лежащие на X, а через x′j — вершины
T (G), не лежащие на X. Кроме того, через fi и f ′j будем обозначать
грани G, соответствующие вершинам xi и x′j соответственно. При p 6 4
граф G содержит не более 6 внутренних граней и не более 8 вершин.
Легко проверить, что в этом случае mi2(G) 6 1 и G не критический.
Таким образом, предполагаем, что p > 5.

Лемма 4. Если в графе G ∈ MOP найдётся грань f, смежная

с 1-крайними гранями f ′ и f ′′, то G не критический.

Доказательство. Обозначим грани f, f ′, f ′′ через uvw, uu′w, vv′w
соответственно. Тогда вершины u′, v′ 2-универсальны, а смежные с ними
вершины u, v, w 2-пусты в G. Рассмотрим граф G2 = G\{u′, v′}. Очевид-
но, что вершина w 2-универсальна, а вершины u, v 2-пусты в G2. Тогда
для каждого 2-ДНМ J графа G множество (J \ {u′, v′}) ∪ {w} является
2-ДНМ графа G2, откуда mi2(G) 6 mi2(G2). Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть граф G ∈ MOP критический. Тогда любая вершина

v ∈ V (G), принадлежащая некоторой {1, 2, 3}-крайней грани G, будет

либо 2-универсальной, либо 2-пустой.

Доказательство. Покажем, что {1, 2, 3}-крайняя грань графаG со-
держит 2-универсальную вершину, тогда две другие вершины этой грани
2-пусты. Поскольку все 1-крайние грани G содержат 2-универсальную
вершину степени 2, условие леммы для них выполнено.

Рассмотрим некоторую 2-крайнюю грань abc графа G. Из определе-
ния 2-крайней грани следует, что abc смежна с некоторой 1-крайней гра-
нью (например abd). Поскольку вершина d 2-универсальна, вершины a
и b 2-пусты. Если min(deg(a),deg(b)) = 3, то вершина c 2-универсальна.
Если же min(deg(a),deg(b)) > 4, то грань abc смежна с тремя другими
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гранями, хотя бы две из которых 1-крайние, тогда G не является крити-
ческим графом по лемме 4; противоречие.

Наконец, рассмотрим некоторую 3-крайнюю грань uvw графа G. По
определению 3-крайней грани найдётся некоторая 2-крайняя грань (на-
пример uva), смежная с uvw. Если deg(a) > 4, то uva смежна с двумя
1-крайними гранями, что невозможно по лемме 4. Если же deg(a) = 3,
то найдётся 1-крайняя грань, содержащая вершину a и одну из вершин u
и v (например u), а также некоторую 2-универсальную вершину. Тогда
вершины u и a 2-пусты, а вершина v 2-универсальна, что и требовалось.
Лемма 5 доказана.

Назовём граф G ∈ MOP особым, если в нём найдутся вершины
a1, a2, . . . , a5, b1, b2 и подграф G0 = G\{a1, a2, . . . , a5} ∈ MOP с внешним
ребром b1b2, расположенные таким образом, что грани a1a2b1 и a4a5b2
1-крайние, а грани a2a3b1 и a3a4b2 2-крайние в G. Кроме того, грань
a1a2b1 соответствует концу некоторого диаметрального пути X дерева
T (G) (рис. 1). При этом предполагаем, что второй конец X можно вы-
брать таким образом, чтобы соответствующая ему грань G была отлична
от a4a5b2 (в противном случае G содержит не более 8 вершин и, как легко
проверить, не будет критическим).

a1 b1 b2 a5

a2 a3 a4

G0

Рис. 1. Структура особого графа

Лемма 6. Если граф G особый, то он не критический.

Доказательство. Обозначим грани f1, f2, f3, f4 графа G через
a1a2b1, a2a3b1, b1b2a3, b1b2c1 соответственно. В зависимости от значения
величин deg(x4) и deg(x5) возможны три случая.

Случай 1: deg(x4) = 3. Обозначим через f ′3 грань, смежную с f4
и отличную от f3 и f5. В силу симметрии можем считать, что f ′3 содержит
ребро b2c1. Обозначим через v вершину, отличную от a5 и такую, что b2v
является внешним ребром в G. Поскольку в G существует два внешних
ребра, инцидентных b2, вершина v единственна. Нетрудно видеть, что
она принадлежит некоторой {1, 2, 3}-крайней грани G, а значит, будет
либо 2-универсальной, либо 2-пустой по лемме 5. Если v 2-универсальна
в G, то граф G \ {a4, a5} соответствует G, при этом A = {a5}. Если
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вершина v 2-пуста вG, то удалим вершину b2 и соединим с v все вершины,
смежные с b2 в G. Ясно, что G′ ∼= G/b2v, а значит, G′ ∈ MOP по лемме 2.
Кроме того, G′ соответствует G (здесь A = ∅), что и требовалось.

При рассмотрении случаев 2 и 3 будем предполагать, что deg(x4) = 2
и грань f5 содержит ребро c1b2. Обозначим через c2 третью вершину f5.
Считаем, что вершина c1 ни 2-универсальна, ни 2-пуста, поскольку если
она 2-универсальна, то графG\{a4, a5} соответствует G (здесь A = {a5}),
а если эта вершина 2-пуста, то граф G′, полученный из графа G \ {b1}
добавлением рёбер c1a1, c1a2, c1a3 соответствует G (здесь A = ∅).

Случай 2: deg(x5) 6 2.
Вариант 2a: deg(x5) = 1. Вершина c2 2-универсальна, тогда смежная

с ней вершина c1 2-пуста; противоречие.
Вариант 2b: deg(x5) = 2 и deg(c1) = 3. Вершина c1 2-универсальна,

так как она смежна с двумя 2-пустыми вершинами b1 и b2; противоречие.
Вариант 2c: deg(x5) = 2 и deg(c1) > 4. Граф G \ {a1, . . . , a5, b1, b2} ∈

MOP соответствует G (здесь A = {a1, a3, a5}).
Случай 3: deg(x5) = 3. Обозначим через f ′4 грань, смежную с f5

и отличную от f4 и f6.
Вариант 3a: грань f ′4 содержит ребро c1c2. Обозначим через d1 тре-

тью вершину f ′4. Если deg(x′4) = 1, то вершина d1 2-универсальна и вер-
шина c1 2-пуста; противоречие. Если deg(x′4) > 2, то все грани, смежные
с f ′4 и отличные от f5, будут {1, 2, 3}-крайними. По предположению вер-
шина c1 не принадлежит ни одной такой грани. Тогда deg(c1) = 4, при-
чём вершины b1 и b2, смежные с c1, 2-пусты, а оставшиеся два соседа c1
смежны, а тогда c1 2-универсальна; противоречие.

Вариант 3b: грань f ′4 содержит ребро b2c2. Обозначим через v вер-
шину, отличную от a5 и такую, что b2v является внешним ребром в G.
Аналогично случаю 1 вершина v единственна, принадлежит некото-
рой {1, 2, 3}-внешней грани и, следовательно, либо 2-универсальна, либо
2-пуста по лемме 5. Если v 2-универсальна, то граф G \ {a4, a5} соот-
ветствует G (здесь A = {a5}). Если же v 2-пуста, то удалим вершину b2
и соединим с вершиной v все вершины, смежные с b2 в G. Тогда для
полученного графа G′ верно G′ ∼= G/b2v ∈ MOP. Кроме того, G′ соот-
ветствует G (здесь A = ∅), что и требовалось. Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Если deg(x3) = 3, то граф G не критический.

Доказательство. Обозначим через a1a2b1 грань f1, через a2b1b2
грань f2, через b1b2c2 грань f3. Поскольку deg(x3) = 3, у вершин b1
и c2 найдётся единственный сосед c1, отличный от b2, а у вершин b2 и c2
найдётся единственный сосед c3, отличный от b1 (поскольку G ∈ OP ,
вершины c1 и c3 не совпадают). Отметим, что вершины a1 и b2 2-уни-
версальны, а тогда смежные с ними вершины a2, b1, c2 и c3 2-пусты.
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Обозначим через f ′2 грань, смежную с f3 и отличную от f2 и f4. По лем-
ме 4 грань f ′2 либо 1-крайняя, либо смежна с единственной 1-крайней
гранью f ′1. В зависимости от расположения грани f ′2 возможны два слу-
чая.

Случай 1: грань f ′2 является треугольником b2c2c3. Если deg(x′2) = 1,
то вершина c3 2-универсальна и смежна с b2, что невозможно. Если же
deg(x′2) = 2, то либо b2 принадлежит грани f ′1 и смежна с 2-универсаль-
ной вершиной степени 2, либо G особый, что также невозможно.

Случай 2: грань f ′2 является треугольником b1c1c2. Если deg(x′2) = 1,
то вершина c1 универсальна и смежна с b1, тогда граф G \ {a1, a2} соот-
ветствует G (здесь A = {a1}). Если же deg(x′2) = 2, то вне зависимости
от расположения грани f ′1 вершина c1 имеет степень 3 и смежна с 2-пу-
стыми вершинами b1 и c2, а также с 2-универсальной вершиной степени 2
грани f ′1, что невозможно. Лемма 7 доказана.

При доказательстве лемм 8 и 9 предполагаем, что deg(x3) = 2 и по-
прежнему обозначаем грани f1, f2 и f3 через a1a2b1, a2b1b2 и b1b2c2 со-
ответственно.

Лемма 8. Если deg(x4) = 3, то граф G не критический.

Доказательство. Если грань f4 не содержит b1, то deg(b1) = 4 и,
как нетрудно проверить, граф G3 = G\{a1, a2, b1} соответствует G (здесь
A = {a1}), поэтому предполагаем, что deg(b1) > 5.

Обозначим через f4 грань b1c1c2, а через f ′3 — грань, смежную с f4
и отличную от граней f3 и f5. Если deg(x′3) = 3, то грань f ′3 либо смежна
с двумя 1-крайними гранями, что невозможно по лемме 4, либо смежна
хотя бы с одной 2-крайней гранью, что невозможно по лемме 7. Таким
образом, предполагаем, что deg(x′3) ∈ {1, 2}. Если deg(x′3) = 2, то обо-
значим через f ′2 грань, смежную с f ′3 и отличную от f4. Если при этом
deg(x′2) = 2, то обозначим через f ′1 грань, смежную с f ′2 и отличную от f ′3
(случай deg(x′2) = 3 невозможен по лемме 4).

Если хотя бы одна вершина, смежная с b1 и отличная от вершин a1, b2,
2-универсальна, то граф G2 = G\{a1, a2} соответствует G, поэтому пред-
полагаем, что все такие вершины, включая c1, не 2-универсальны. При
этом c1 принадлежит {1, 2, 3}-крайней грани f ′3, а тогда по лемме 5 она
2-пуста. Далее возможны два случая в зависимости от расположения
грани f ′3.

Случай 1. Грань f ′3 содержит ребро b1c1. Обозначим через b0 третью
вершину f ′3.

Вариант 1a: deg(x′3) = 1. Поскольку deg(b0) = 2, вершина b0 уни-
версальна и смежна с b1, что противоречит предположению.
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Вариант 1b: deg(x′3) = 2 и deg(x′2) = 1. В этом случае вершина b0
степени 3 смежна с двумя 2-пустыми вершинами b1 и c1, а также с 2-уни-
версальной вершиной степени 2 грани f ′2, что невозможно.

Вариант 1c: deg(x′3) = deg(x′2) = 2. Предполагаем, что вершина b0
не 2-универсальна, тогда по лемме 5 она 2-пуста. Легко проверить, что
при любом из четырёх вариантов расположения граней f ′2 и f ′1 хотя бы
deg(b0)− 1 соседей b0 также 2-пусты, что невозможно.

Случай 2. Грань f ′3 содержит ребро c1c2. Обозначим через d1 третью
вершину f ′3.

Вариант 2a: deg(x′3) = 1. Рассмотрим граф G′
2 ∈ MOP, полученный

из графа G \ {c2, d1} добавлением ребра b2c1. Поскольку c1 2-пуста в G,
полученный граф G′

2 соответствует G (здесь A = {d1}).
Вариант 2b: deg(x′3) = 2 и deg(x′2) = 1. Обозначим через d2 вершину

грани f ′2, отличную от c1, c2 и d1. Если d2 смежна с c2, то вершина d1 сте-
пени 3 смежна с двумя 2-пустыми вершинами и одной 2-универсальной
вершиной d2, что невозможно. Если же d2 смежна с c1, то вершина c2
степени 4 смежна с тремя 2-пустыми вершинами b1, c1, d1 и одной 2-уни-
версальной вершиной b2, что невозможно.

Вариант 2c: deg(x′3) = deg(x′2) = 2. Обозначим через d3 вершину
степени 2 грани f ′1. Возможны четыре варианта расположения граней f ′2
и f ′1, изображённые на рис. 2. Если d1 принадлежит f ′1, то она 2-пуста
и все смежные с ней вершины, кроме одной, 2-пусты, что невозможно.
Если же d1 не принадлежит f ′1, то подграф G′

2, полученный из графа
G \ {d2, d3} заменой ребра b1c2 ребром c1b2, соответствует G (здесь A =
{d3}). Лемма 8 доказана.

Лемма 9. Если deg(x4) = 2, то граф G не критический.
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Рис. 2. Возможные конфигурации в варианте 2c леммы 8
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Доказательство. Как и в доказательстве леммы 8, предполагаем,
что deg(b1) > 5, иначе граф G \ {a1, a2, b1} соответствует G. Обозначим
грань f4 через b1c1c2.

Случай 1: deg(b1) > 6. В этом случае deg(b2) = deg(c2) = 3. Верши-
на c2 2-пуста и смежна с 2-пустой вершиной b1, а также с 2-универсальной
вершиной b2. Значит, смежная с ней вершина c1 2-универсальна и граф
G \ {a1, a2} соответствует G.

При рассмотрении случаев 2–4 предполагаем, что грань f5 содержит
ребро c1c2, тогда deg(b1) = 5 и deg(b2) = 3. Обозначим через d2 третью
вершину f5.

Случай 2: deg(x5) 6 2. Если deg(x5) = 1, то вершина c1 смежна с од-
ной 2-универсальной и двумя 2-пустыми вершинами, что невозможно.
Если deg(x5) = 2 и грань f6 не содержит c2, то поскольку вершины b1
и c2 пусты, граф G \ {a1, a2, b1, b2, c2} ∈ MOP соответствует G (здесь
A = {a1, b2}). Если же deg(x5) = 2 и грань f6 не содержит c1, то верши-
на c1 имеет степень 3 и смежна с 2-пустыми вершинами b1 и c2, тогда
она 2-универсальна и граф G \ {a1, a2} соответствует G.

Случай 3: deg(x5) = 3, грань f ′4 содержит ребро c1d2. Обозначим
через d1 третью вершину f ′4. Если вершина c1 2-универсальна, то граф
G \ {a1, a2} соответствует G. Если вершина c1 2-пуста, то граф G′

3 ∈
MOP , полученный добавлением в граф G \ {a1, a2, b1} ребра c1b2, соот-
ветствует G (здесь A = {a1}). Если вершина c1 не универсальна и не пу-
ста, то она смежна хотя бы с двумя вершинами, которые не смежны меж-
ду собой и не 2-пусты. Поскольку вершины b1 и c2 пусты, то deg(c1) > 5.
Значит, c1 принадлежит некоторой грани f ′3, которая является {1, 2, 3}-
крайней; по лемме 5 получили противоречие.

Случай 4: deg(x5) = 3, грань f ′4 содержит ребро c2d2. Обозначим
через d3 третью вершину f ′4. Обозначим через v вершину, смежную с c2,
отличную от b2 и такую, что ребро c2v принадлежит внешней грани G
(поскольку вершина c2 инцидентна двум внешним рёбрам G, вершина v
единственна). Из рассуждений случая 1 леммы 6 следует, что v при-
надлежит некоторой {1, 2, 3}-крайней грани G и либо 2-универсальна,
либо 2-пуста. Если v 2-универсальна, то граф G′

2 ∈ MOP , полученный
из графа G \ {a1, a2} заменой ребра b1c1 ребром b1v, соответствует G
(здесь A = {a1}). Если же v 2-пуста, то граф G′

3 ∈ MOP , полученный
из графа G \ {a1, a2, b1} добавлением ребра b2v, соответствует G (здесь
также A = {a1}). Лемма 9 доказана.

Теорема 4. Для всех n > 6 верно mi2(n,MOP) = 1.

Доказательство. Из лемм 4–9 следует, что критических графов
не существует, тем самым mi2(n,MOP) 6 1. Докажем, что при всех



О количестве k-ДНМ в планарных графах 121

n > 6 найдётся максимальный внешнепланарный граф с единственным
2-ДНМ.

v

u

v

u

a

b c

Рис. 3. Граф W ′

6 и полученный из него граф G9

Обозначим через W ′
2k 2k-вершинный внешнепланарный граф, полу-

ченный из пути P2k−1 добавлением новой вершины степени 2k − 1. При
всех 2k > 4 верно mi2(W ′

2k) = mi2(P2k−1) = 1. Теперь для всех n > 4
и графа Gn ∈ MOP с единственным 2-ДНМ построим граф Gn+3 ∈
MOP с единственным 2-ДНМ. Выберем в Gn некоторую 2-универсаль-
ную вершину u и смежную с ней вершину v. Обозначим через Gn+3 ре-
зультат добавления в G вершин a, b, c и рёбер ab, bc, ac, au, bu, av (рис. 3).
Ясно, что Gn+3 ∈ MOP и для 2-ДНМ J графа G множество J ∪ {c}
является 2-ДНМ графа Gn+3, что и требовалось. Теорема 4 доказана.

4. Планарные графы

Теорема 5. Для всех n > 1 и k > 4 верно mik(n,P) = 1.

Доказательство. При любом n > 1 пустой граф nK1 содержит
единственное k-ДНМ, откуда mik(n,P) > 1. Предположим, что при неко-
тором k > 4 неравенство mik(n,P) 6 1 не выполнено, и рассмотрим
минимальный по числу вершин граф G ∈ P, содержащий хотя бы два
различных k-ДНМ J1 и J2. Покажем, что имеют место следующие свой-
ства.

Свойство 1: J1 ∪ J2 = V (G). Если это не так, то в подграфе G,
порождённом множеством J1 ∪ J2 и содержащем менее |V (G)| вершин,
как J1, так и J2 являются k-ДНМ, что противоречит предположению
о минимальности G.

Свойство 2: J1∩J2 = ∅. Если это не так, то для некоторой вершины
v ∈ V (G) верно v ∈ J1 ∩ J2. Тогда вершина v изолированная в графе G,
поскольку она не смежна ни с одной из вершин множества J1∪J2, а мно-
жество V (G) \ (J1 ∪ J2) пусто по предыдущему свойству. Следовательно,
граф G \ {v} содержит два различных k-ДНМ J1 \ v и J2 \ v; снова по-
лучили противоречие с минимальностью G.

Таким образом, G является двудольным графом с долями J1 и J2.
При этом δ(G) > k > 4, поскольку G не содержит k-универсальных
вершин, но тогда G /∈ P по формуле Эйлера; противоречие. Теорема 5
доказана.
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a1

b1 a4

b4

b2

a2 b3

a3

Рис. 4. Граф Q3 и его 3-ДНМ {a1, a2, a3, a4} и {b1, b2, b3, b4}

На рис. 4 изображён граф трёхмерного куба Q3. Легко проверить,
что mi3(Q3) = 2. Поскольку при любых m, r > 0 для n = 8m + r верно
mi3(mQ3 ∪ rK1) = 2m, то mi3(n,PL) > 2[n/8]. Из теоремы 2 следует
неравенство mi2(n,PL) > 2[n/4]. Вопрос о том, точны ли данные оценки,
остаётся открытым.

Цель оставшейся части раздела — для каждого m > 1 построить мак-
симальный планарный граф, содержащий подграф mQ3 и 2m 3-ДНМ.
Сначала покажем, что в каждый максимальный планарный граф мож-
но добавить 5 вершин, не уменьшая числа 3-ДНМ в нём.

Лемма 10. Для любого n-вершинного графа G ∈ MP существует

(n+ 5)-вершинный граф G′ ∈ MP такой, что mi3(G) 6 mi3(G′).

Доказательство. Если mi3(G) = 0, то доказывать нечего. Предпо-
ложим, что mi3(G) > 1. Выберем вершину w ∈ V (G) степени δ(G) 6 5.
Поскольку G ∈ MP и все грани G являются треугольниками, в нём най-
дётся простой цикл, на котором лежат все вершины открытой окрест-
ности N(w). Значит, не более двух вершин N(w) могут одновременно
входить в 3-ДНМ G, тем самым w 3-универсальна в G.

u v

w

a

b

e

c d

Рис. 5. Добавление 5 вершин в граф G
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Рассмотрим одну из треугольных граней, содержащих w, и обозна-
чим через u и v две другие вершины этой грани, они 3-пусты. Добавим
вершину a в грань uvw, после этого добавим вершину b в грань uav и вер-
шины c, d, e в грани uab, abv, uvb соответственно (рис. 5). Полученный
граф обозначим через G′. Поскольку для любого 3-ДНМ J графа G мно-
жество J ∪ {c, d, e} является 3-ДНМ графа G′, то mi3(G) 6 mi3(G′), что
и требовалось. Лемма 10 доказана.

Теорема 6. Для всех n > 12 верно mi3(n,MP) > 2[n/50]−1. При

этом mi3(n,MP) > 2[n/50], если n = 50m + r, где m > 0 и r ∈ {0, 2} ∪
{4, 5, 6, . . . , 49}.

Доказательство. Сначала покажем, что при всех n > 12 существу-
ет n-вершинный граф Gn ∈ MP, содержащий хотя бы одно 3-ДНМ.
Напомним, что через Wn обозначается n-вершинный граф, полученный
путём добавления в цикл Cn−1 новой вершины, смежной со всеми вер-
шинами цикла. Для всех s > 4 построим граф G2s, полученный из гра-
фа Ws добавлением вершины степени 3 в каждую из его s− 1 треуголь-
ных граней и добавлением вершины степени s − 1 во внешнюю грань.
Ясно, что граф G2s ∈ MP определён однозначно и его единственное
3-ДНМ содержит в точности те вершины, которые были добавлены в Ws

(поскольку вершины степени 3 3-универсальны в G2s). Таким образом,
искомый граф Gn построен для всех чётных n > 8. По лемме 10 граф Gn

существует для всех нечётных n > 13, что и требовалось.

Рис. 6. Графы H и H ′

Для всех m > 1 и 0 6 s 6 4 построим непустой класс Gm,s макси-
мальных планарных графов, содержащих 50m+2s вершин и 2m 3-ДНМ.
Класс G1,s состоит в точности из тех (50 + 2s)-вершинных графов, ко-
торые могут быть получены из графа Q3 в результате замены 6− s его
граней 11-вершинным графом H и s оставшихся граней — 13-вершинным
графом H ′ (рис. 6). Здесь под заменой грани подграфом понимаем за-
мену вершин грани вершинами внешней грани подграфа и добавление
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в граф внутренних вершин подграфа вместе со всеми инцидентными
им рёбрами. Несмотря на то, что результат такой замены не опреде-
лён однозначно, все добавленные вершины, не принадлежавшие внеш-
ним граням, являются либо 3-универсальными степени 3, либо смежны-
ми с ними 3-пустыми. Таким образом, для любого графа G1,s ∈ G1,s верно
mi3(G1,s) = mi3(Q3) = 2.

a c

b

b′ a′

c′Gm,s

G1,0

Рис. 7. Структура графа Gm+1,s

Рассмотрим граф G′
m+1,s = Gm,s ∪G1,0, где Gm,s ∈ Gm,s и G1,0 ∈ G1,0.

Можно считать, что в подграфе Gm,s найдётся треугольник abc с 3-уни-
версальной вершиной a и пустой внутренностью, а внешней гранью под-
графа G1,0 является треугольник a′b′c′ с 3-универсальной вершиной a′.
Добавим в граф G′

m+1,s рёбра ab′, ac′, ba′, bc′, ca′, cb′ и обозначим полу-
чившийся граф через Gm+1,s (рис. 7). По построению Gm+1,s ∈ MP . По-
скольку Gm+1,s получен из G′

m+1,s соединением рёбрами нескольких пар
3-пустых вершин, mi3(Gm+1,s) = mi3(G′

m+1,s) = 2m+1. Для всех m > 1
определим класс Gm+1,s как совокупность графов Gm+1,s, которые могут
быть получены применением описанной процедуры.

Пусть n = 50m+r, где m > 0 и 0 6 r 6 49. Если r /∈ {1, 3}, то найдётся
целое число 0 6 s 6 4 такое, что r − 2s = 5p > 0. По лемме 10 найдётся
n-вершинный граф G, содержащий не менее 2m k-ДНМ (при p = 0 по-
дойдёт любой граф из класса Gm,s). Если же r ∈ {1, 3}, то найдётся целое
число 0 6 s 6 4 такое, что 50 + r − 2s = 5q, а тогда по лемме 10 найдёт-
ся n-вершинный граф G, содержащий не менее 2m−1 k-ДНМ. Теорема 6
доказана.
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Abstract. A set Jk of graph vertices is said to be k-dominating inde-
pendent (k > 1) if its vertices are pairwise adjacent and every vertex
not in Jk is adjacent to at least k vertices in Jk. In the present paper, we
obtain new upper bounds for the number of k-dominating independent
sets for k > 2 in some planar graph classes. Illustr. 7, bibliogr. 15.

Keywords: independent set, dominating set, k-dominating indepen-
dent set, planar graph.
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