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Аннотация. Рассматривается задача построения однопроцессор-
ного расписания с минимизацией пикового использования ресур-
са вычислителя. В качестве ресурса может выступать оператив-
ная память. Набор заданий для планирования представлен в виде
ориентированного ациклического графа, в каждой вершине которо-
го указан объём занимаемого соответствующим заданием ресурса.
Высвобождение ресурса, выделенного заданию, происходит по за-
вершении последнего (согласно расписанию) непосредственного по-
томка этого задания в графе. Ограничением корректности на рас-
писание является соблюдение частичного порядка, определённого
графом заданий. Длительности заданий не рассматриваются. При-
водится формальная постановка задачи. В качестве алгоритма для
её решения предлагается муравьиный алгоритм, модифицирован-
ный так, что матрица феромона отражает желательность взаимно-
го расположения (порядка) в расписании для любой пары заданий,
а не только для пар соседних заданий. При построении расписа-
ния алгоритм для каждого задания выбирает его позицию в рас-
писании, в отличие от известных муравьиных алгоритмов, которые
строят расписание в порядке увеличения номеров позиций («сле-
ва направо») и для каждой очередной позиции выбирают задание.

© В. В. Балашов, А. В. Абрамов, А. А. Чупахин, А. В. Туркин, Ц. Гао,
Ш. Сунь, Л. Чжоу, Ц. Сунь, 2024
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Выполнено экспериментальное исследование алгоритма на двух на-
борах заданий. Графы из первого набора построены так, чтобы
априорно была известна оценка оптимального значения целевой
функции. Графы из второго набора «слоистые», что соответству-
ет структуре приложений по многостадийной обработке данных.
В рамках каждого из наборов графы сформированы случайным
образом, с соблюдением заданных параметров генерации и ограни-
чений на структуру графа. Экспериментальное исследование пока-
зало высокую точность и стабильность предложенного муравьиного
алгоритма. Табл. 1, ил. 12, библиогр. 17.

Ключевые слова: комбинаторная оптимизация, однопроцессор-
ное расписание, минимизация ресурса, муравьиный алгоритм.

Введение

Эффективность использования ресурсов в вычислительных системах
(ВС) тесно связана с планированием заданий. Частью указанного про-
цесса является решение задачи составления расписаний. Традиционно
решение таких задач направлено на минимизацию общего времени вы-
полнения всех заданий, но в ряде случаев наиболее критичными являют-
ся другие ресурсы, такие как оперативная память. Таким образом, при
построении ВС возникает вопрос: как определить необходимый для ВС
объём ресурсов, которого точно хватит для организации вычислитель-
ного процесса и не окажется в избытке?

В настоящей работе рассматривается проблема построения расписа-
ния, оптимального с точки зрения уменьшения пикового потребления
памяти ВС. ВС состоит из одного процессора, способного в каждый мо-
мент времени обрабатывать лишь одно задание, и некоторого объёма
памяти. На вход алгоритму планирования подаётся связный ориенти-
рованный ациклический граф заданий, в котором рёбра представляют
собой зависимости по данным между ними. Таким образом, граф задаёт
отношение частичного порядка на множестве заданий. Каждой вершине
в графе сопоставлено неотрицательное целое число — объём памяти, за-
нимаемый результатом выполнения задания, соответствующего этой вер-
шине. Результат выполнения задания хранится в памяти до тех пор, пока
не выполнятся все непосредственные потомки данного задания, т. е. та-
кие вершины в графе, которые связаны ребром с вершиной, соответству-
ющей данному заданию. Все задания обрабатываются на процессоре без
прерываний. Необходимо определить сквозной порядок заданий, кото-
рый минимизирует пиковое потребление памяти ВС. При этом сквозной
порядок должен удовлетворять отношению частичного порядка, задан-
ному графом. Длительности заданий при планировании не учитываются.
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Описанная задача является задачей о минимизации максимальной со-
вокупной стоимости (ММСС) [1]. В [2, 3] показано, что в общем случае
задача ММСС NP-трудна. В настоящий момент неизвестны полиноми-
альные алгоритмы точного решения NP-трудных задач. В этой рабо-
те предложен алгоритм, относящийся к классу алгоритмов муравьиных
колоний, которые берут за основу принципы взаимодействия муравьёв
в естественной среде, а именно их роевой интеллект. Каждый отдельный
муравей обладает информацией только о локальной обстановке, ни один
из них не имеет представления обо всей ситуации в целом — только о том,
что узнал от своих сородичей явно или неявно. На неявных взаимодей-
ствиях муравьёв основаны механизмы поиска кратчайшего пути от му-
равейника до источника пищи. Каждый раз, проходя по такому пути,
муравей оставляет за собой дорожку феромонов. Другие муравьи, почув-
ствовав такие следы на земле, будут рефлекторно устремляться к нему.
Эти муравьи тоже оставляют за собой дорожки феромонов, а значит, чем
больше муравьёв проходит по определённому пути, тем более привлека-
тельным он становится для их сородичей. При этом чем короче путь
до источника пищи, тем меньше времени требуется муравьям на него,
а следовательно, тем быстрее оставленные на нём следы становятся за-
метными.

Муравьиные алгоритмы (МА) нашли широкое применение в прибли-
жённом решении NP-трудных задач, особенно задач на графах. Так, в ра-
ботах [4, 5] рассматривается задача минимизации суммарного запазды-
вания на одном приборе при помощи муравьиного алгоритма, описы-
ваются подходы локального поиска (перестановки и замены) для улуч-
шения решений, найденных при помощи МА. В [6] приведено описание
сбалансированного алгоритма муравьиных колоний для планирования
вычислений в Grid-системах. В [7] рассматривается гибридный муравьи-
ный алгоритм для проектного планирования при условии ограниченно-
сти ресурсов. В [8] предложен муравьиный алгоритм для отображения
графов ресурсных запросов на граф физических ресурсов центра обра-
ботки данных.

Часто МА показывает хорошие результаты, которые можно улучшить
при помощи различных модификаций, например, локального поиска или
правил исключения [5]. В [9] приведено сравнение МА с различными
метаэвристическими алгоритмами, в числе которых алгоритм имитации
отжига и генетический алгоритм, и установлено, что для задач миними-
зации суммарного запаздывания больших размерностей МА показывает
наиболее хорошие результаты.

Ниже приводится муравьиный алгоритм для решения задачи мини-
мизации максимальных затрат. Разд. 1 отведён математической поста-
новке задачи. В разд. 2 приводится описание предложенного алгоритма.
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Результаты численных экспериментов содержатся в разд. 3. В заключе-
нии подведены итоги и указаны направления дальнейших исследований.

1. Постановка задачи

Модель прикладной программы может быть представлена как ориен-
тированный ациклический граф G = (V,E), |V | = n, |E| = m. Каждой
вершине графа соответствует задание pi, 1 6 i 6 n, каждой дуге — пе-
редача данных между заданиями. Если (pi, pj) ∈ E, 1 6 i, j 6 n, то для
выполнения задания pj необходим результат выполнения задания pi.

Вычислительная среда состоит из одного процессора SP, который
в каждый момент времени способен выполнять только одно задание,
и уникального ресурса SR. Каждое задание выполняется на процессоре
SP без прерываний. В момент старта задание pi, 1 6 i 6 n, захватывает
rpi > 0 ресурса SR для хранения результата. При завершении задания pi
происходит высвобождение ресурса, занимаемого такими заданиями pj,
1 6 j 6 n, (pj, pi) ∈ E, для которых pi является последним выполненным
потомком.

Расписание HP сформировано, если для всех заданий из G определён
порядок их выполнения на процессоре SP. Фактически HP представляет
собой перестановку π номеров заданий из G (будем считать, что задания
пронумерованы), поэтому ниже понятия «расписание» и «перестановка
заданий» будем считать взаимозаменяемыми:

π = (j1, j2, . . . , jn),

где ji — номер задания, находящегося в i-й позиции расписания.
Расписание HP корректно, если выполнены следующие ограничения.
1∗. Каждое задание назначено на процессор SP.
2∗. Процессор SP в каждый момент времени выполняет не более од-

ного задания.
3∗. Частичный порядок, заданный графом зависимостей G, сохранён

в HP.
Далее будем говорить, что расписание допустимо HP ∈ HP∗

1−3, если
оно удовлетворяет ограничениям 1∗–3∗.

Минимизируемой целевой функцией (стоимостью в терминах задачи
ММСС) является максимальное по всему расписанию количество заня-
того в ВС ресурса. Длительности заданий в рамках задачи не рассмат-
риваются.

Пусть задано расписание HP ∈ HP∗
1−3. Опишем процедуру расчёта

целевой функции для HP. Обозначим через fk
HP, 1 6 k 6 n, количество

занятого в ВС ресурса для k-й позиции в расписании HP. Пусть A— мно-
жество заданий, расположенных в расписании HP на позициях 1, 2, . . . , k.
Пусть B ⊂ A— множество заданий, расположенных в расписании HP
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на позициях 1, 2, . . . , k − 1, у каждого из которых все потомки располо-
жены на позициях от 1 до k − 1. Тогда fk

HP вычисляется по формуле

fk
HP =

∑

pj∈A

rpj −
∑

pi∈B

rpi .

Пусть известны значения {fk
HP}nk=1 для расписания HP. Тогда значе-

ние целевой функции fHP для такого расписания равно

fHP = max
16k6n

fk
HP. (1)

Требуется для модели прикладной программы G найти такое расписание
HP∗ ∈ HP∗

1−3, для которого достигается минимальное значение целевой
функции:

fHP∗
= min

HP∈HP∗

1−3

fHP.

Прежде чем переходить к предлагаемому алгоритму, ответим на во-
прос о применимости для решения поставленной задачи ряда известных
программ-решателей задач, как коммерческих (с доступной академиче-
ской лицензией), так и свободно распространяемых. Ограничения зада-
чи задаются графом зависимостей G, определяющим частичный поря-
док заданий. Если в качестве переменных задачи взять позиции заданий
в расписании, то ограничения частичного порядка принимают линейный
вид. Однако авторам задачи не известно представления целевой функ-
ции задачи ни в линейном, ни в квадратичном виде. В связи с указанной
спецификой целевой функции для решения задачи не подходят такие
программы-решатели, как Gurobi [10], MOSEK [11], SCIP [12], решатели
от COIN-OR [13].

2. Описание предложенного алгоритма

2.1. Структура матрицы феромонного следа. Прежде чем пе-
рейти к описанию предложенного алгоритма, необходимо рассмотреть
некоторые особенности решаемой задачи и обсудить применимость стан-
дартного муравьиного алгоритма.

Стандартные муравьиные алгоритмы хорошо зарекомендовали себя
в решении задач на графах таких, как, например, задача коммивояжё-
ра [14]. Главной причиной, по которой МА оказываются столь эффектив-
ными, является дизайн и применение структуры, хранящей информацию
о количестве феромона на рёбрах графа. Если рассматривать большин-
ство стандартных задач построения расписаний, решаемых при помощи
МА, то можно обратить внимание на то, что переход по каждому ребру
вносит вполне определённый вклад в итоговую целевую функцию (ЦФ),
например в длительность расписания. Другими словами, точно извест-
но, что ребро из вершины A в вершину B имеет определённую длину,
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поэтому вне зависимости от того, на какой позиции в последовательно-
сти переходов стоит вершина A, переход из неё в вершину B, в случае,
когда он допусти́м, всегда будет иметь одинаковую стоимость. В случае
задачи ММСС это не так. Действительно, переход по ребру A → B мо-
жет оказывать различный вклад в итоговое значение ЦФ в зависимости
от последовательности обхода графа. На рис. 1–2 слева изображён обход
одного и того же графа в разном порядке, а справа — использование ре-
сурса в различных позициях расписания (каждая вершина графа имеет
вес 1). Сплошные линии задают частичный порядок, а пунктирные обо-
значают переходы между несвязанными вершинами. На каждом ребре
изображено значение, которое добавляется к ЦФ при переходе по нему.
Можно заметить, что переход по ребру из вершины 2 в вершину 4 ока-
зывает различный вклад в значение ЦФ (0 и 1) в зависимости от того,
была ли ранее посещена вершина 3. На диаграммах в правой части ри-
сунков в прямоугольниках указаны номера заданий таких, что ресурс,
занятый ими, в данной позиции расписания ещё не освобождён.

Из вышесказанного следует, что в рассматриваемой задаче стоимость
построенного решения определяют не отдельные вершины или переходы,
а их взаимодействие, т. е. их взаимный порядок. Таким образом, появ-
ляется необходимость в структуре, которая хранит информацию вида
«вершина B следует после вершины A». В этой формулировке «следует
после» означает именно отношение порядка, непосредственного следова-
ния не требуется.

Как отмечено выше, расписание HP представляет собой перестанов-
ку π заданий из G. Пусть πi — позиция вершины i в расписании HP.
Рассмотрим матрицу R ∈ Rn×n [15], в которой элемент на месте (i, j) ∈
{1, 2, . . . , n}2 равен

rij =

®

1, если πi < πj,

0, если πi > πj.
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Рис. 2

Можно показать, что существует биективное отображение из мно-
жества перестановок π в множество матриц R, если абстрагироваться
от допустимости конкретной перестановки (в противном случае можно
составить матрицу, которая не будет удовлетворять ни одной допусти-
мой перестановке). Пусть π изначально пуста, и задана матрица R. Будем
рассматривать вершины в порядке увеличения меток и добавлять их в π.
Вершина с меткой 1 первой включается в перестановку π. Для каждой
следующей вершины pi последовательно проходим по вершинам pk из π
в порядке возрастания меток; если rik = 1, то вставляем вершину pi в пе-
рестановку π перед вершиной pk, иначе переходим к следующей вершине
в перестановке. Если достигнут конец перестановки π, то добавляем вер-
шину pi в конец перестановки.

Структура матрицы T феромонного следа в предложенном МА ос-
новывается на матрице R. Каждая ячейка матрицы τij содержит ве-
щественное число — информацию о том, насколько выгодным оказалось
расположение заданий, при котором πi < πj, на предыдущих итераци-
ях. Таким образом, пройдясь по строкам матрицы, для каждого задания
можно определить его наиболее выгодный порядок относительно других
заданий. Предложенный МА основывается на данной идее.

Более широко используемая в муравьиных алгоритмах [14] схема,
в которой феромон отражает выгодность непосредственных переходов
между вершинами (т. е. наличия пар вида πiπj в составе решения), также
исследовалась авторами, но продемонстрировала отсутствие сходимости.
На рис. 3 показана динамика целевой функции в зависимости от номера
итерации алгоритма. Слева график для алгоритма с традиционной схе-
мой работы с феромонным следом, справа — для алгоритма со схемой,
описанной в данной статье.
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Рис. 3. Сходимость муравьиного алгоритма для различных схем работы
с феромонным следом

2.2. Жадная эвристика. Как известно, МА строит решение зада-
чи не только на основе исторической информации, содержащейся в мат-
рице феромонного следа. При построении решения МА опирается так-
же на некоторую жадную эвристику, которая содержит локальную ин-
формацию о выгодности текущего перехода. Предложенный МА не стал
исключением. В качестве жадной эвристики в нём используется следу-
ющая стратегия. Пусть на вход алгоритму подаётся ориентированный
ациклический граф G = (V,E), |V | = n, |E| = m. Пусть также для
каждого задания pi значение i, 1 6 i 6 n, которое задаёт индекс зада-
ния, будет меткой вершины, соответствующей данному заданию. Произ-
ведём некоторую топологическую сортировку графа G и получим граф
Gs = (Vs, Es), |Vs| = n, |Es| = m. Очевидно, что для любой вершины psj
графа Gs если (psi , p

s
j) ∈ Es, то i < j, т. е. для любой вершины psi её

метка i меньше метки j любого её потомка psj. Таким образом, если рас-
сматривать вершины в порядке возрастания значений меток, то очередь
рассмотрения вершины psk наступает лишь после рассмотрения всех её
предков.

Будем рассматривать вершины в порядке увеличения значений меток,
назначенных вершинам графа при топологической сортировке. Пусть
на шаге k, 1 6 k 6 n, длина уже построенного расписания HPk равна k−1
и позиция последнего предка задания psk равна lk, т. е. lk = max

psi : (p
s
i ,p

s
k
)∈Es

πi,

где πi — позиция вершины psi в расписании HPk. Ввиду строения гра-
фа Gs все предки вершины psk уже содержатся в частичном расписании
HPk. Рассмотрим расписания {HPk

d}kd=lk
, каждое из которых получается

путём вставки вершины psk в HPk на позицию d (вершины, для которых
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πi > d, сдвинутся на 1 позицию вправо). Введём вещественные значе-
ния ηkd = 1

f
HPk

d

— локальную информацию о выгодности вставки верши-

ны psk на позицию d в расписание HPk. Здесь fHPk
d

— значение целевой
функции для частично построенного расписания, вычисленное по фор-
муле (1). Из множества {HPk

d}kd=lk
выбирается такое расписание, для ко-

торого значение ηkd максимально, т. е. HPk+1 = HPk
b , b = argmax

lk6d6k
ηkd.

Другими словами, на каждом шаге новая вершина вставляется в уже по-
строенное расписание таким образом, чтобы локально минимизировать
целевую функцию, а выбор вершин для вставки выполняется в порядке,
определённом топологической сортировкой.

2.3. Муравьиный алгоритм. В МА используются следующие па-
раметры:

1) критерий останова;
2) N — численность муравьёв, каждый из которых строит своё реше-

ние на каждой итерации;
3) ρ — коэффициент распада феромона, ρ ∈ [0, 1];
4) q0 — пороговое значение для вероятности перехода, q0 ∈ [0, 1];
5) α, β — влияние на вероятность перехода следа и жадной эвристики

соответственно;
6) K — число выбираемых наилучших решений.
Пусть также T = (τij) ∈ Rn×n — матрица феромонного следа и B —

множество наилучших найденных решений, |B| = K; матрица T и мно-
жество B корректируются на каждой итерации алгоритма; ηkd — значе-
ние жадной эвристики, описанной в п. 2.2.

На вход алгоритму подаётся ориентированный ациклический граф
G = (V,E), |V | = n, |E| = m. Положим, что к нему уже применена
топологическая сортировка, в противном случае применим её. Тогда МА
может быть представлен в следующем виде.

Шаг 1. Сгенерировать начальное решение π0, используя только жад-
ную эвристику. Пусть f0 — значение целевой функции для такого распи-
сания.

Шаг 2. Положить τ0 :=
1
f0 , T := τ0, B := {π0}, fbest := f0.

Шаг 3. Сгенерировать 2K случайных допустимых расписаний (пе-
рестановок), оставить среди них K − 1 лучших (с меньшим значением
целевой функции) и пополнить ими множество B.

Шаг 4. Обновить T := (1− ρ)T.

Шаг 5. Выполнить процедуру глобального обновления матрицы фе-
ромононного следа T.
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Шаг 6. Для каждого муравья a = 1, . . . , N построить допустимое
расписание в соответствии с операцией генерации решения и добавить
его в множество B, при этом сохраняя его размер |B| = K путём уда-
ления наихудшего решения (решения с наибольшим значением целевой
функции).

Шаг 7. Положить fbest = min(fbest,min
π∈B

fπ).

Шаг 8. Если критерий останова не выполнен, то перейти на шаг 4.

Шаг 9. Вернуть fbest.

Процедура генерации решения муравьём заключается в следующем.
Как и при использовании жадной эвристики, расписание строится по-
следовательной вставкой заданий на некоторые позиции, только выбор
позиции происходит иным образом. Пусть на шаге k имеется множество
{HPk

d}kd=lk
и вычислены значения {ηkd}kd=lk

. Для расчёта исторической
выгодности cd, lk 6 d 6 k, т. е. того, насколько хорошим кажется распи-
сание HPk

d с точки зрения матрицы T, используется произведение

cd =
∏

pi∈HPk
d

®

τik, если πi < d,

τki, если πi > d.
(2)

Фактически cd — информация о том, насколько выгодным кажется опре-
делённый порядок вершины pk относительно уже входящих в расписание
HPk

d вершин, исходя из истории, хранящейся в матрице T.
Выбор позиции d для вставки вершины pk основывается на вероят-

ностной схеме. Рассмотрим распределение вероятностей

Pkd =
[cd]

α[ηkd]
β

∑

h∈[lk,k]

[ch]α[ηkh]β
, d ∈ [lk, k]. (3)

Пусть q ∈ [0, 1] — число, случайно выбранное в соответствии с равномер-
ным распределением на указанном отрезке. Если q 6 q0, то положим
d = argmax

h∈[lk,k]
[ch]

α[ηkh]
β. Иначе d выбирается в соответствии с распределе-

нием вероятностей (3).
После выбора d и обновления π (HPk+1 := HPk

d) происходит локаль-
ное обновление следа: все значения τij, которые появились в произведе-
нии (2), изменяются по формуле

τij = (1− ρ)τij − ρτ0.

Процедура глобального обновления матрицы T выполняет для каж-
дого π ∈ B следующие действия.
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1: for i = 1, 2, . . . , n− 1 do

2: for j = i+ 1, i+ 2, . . . , n do

3: if πi < πj then τij := τij +
1
fπ

4: else τji := τji +
1
fπ

В качестве критерия останова можно рассматривать заданное общее
число итераций алгоритма или же заданное число итераций без улучше-
ния целевой функции на наилучшем найденном решении.

3. Экспериментальное исследование свойств алгоритма

3.1. Описание инструментального компьютера и наборов дан-

ных. В рамках настоящей работы эксперименты проводились на ком-
пьютере со следующими характеристиками:

• ЦП: Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2650 v4 @ 2,20 ГГц;
• объём дискового хранилища 450 ГБ;
• объём ОЗУ 62 ГБ;
• OС Ubuntu 16.04.5 LTS.

Алгоритм на языке С++ реализован последовательно и использует ре-
сурсы одного процессорного ядра.

Выполнены две серии экспериментов на синтетических наборах вход-
ных данных. В первой серии экспериментов набор данных состоит из гра-
фов, для которых по построению известно оптимальное или субопти-
мальное (несущественно большее чем оптимальное) значение целевой
функции. Генерация таких графов основана на результатах работы [16],
где предложен полиномиальный алгоритм построения расписания с ми-
нимизацией пикового использования ресурса для случая, когда граф за-
даний является последовательно-параллельным графом (ППГ).

С учётом того, что в [16] рассматривалась задача, в которой коли-
чество используемого ресурса сопоставлено не вершине графа, а ребру,
схема генерации графа для экспериментов выглядит следующим обра-
зом.
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Рис. 4. Последовательно-параллельный граф
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Вначале генерируется ППГ (рис. 4) для исходной задачи, т. е. с ре-
сурсом, сопоставленным вершинам. Параметрами генерации являются
число вершин и плотность графа (отношение числа рёбер к числу вер-
шин). Затем осуществляется переход от этого ППГ к графу с ресурсом,
сопоставленным рёбрам. При этом для каждой вершины исходного гра-
фа выполняется следующее. Если у вершины один потомок, то ресурс
переносится из вершины на выходящее из неё ребро. Если у вершины
более одного потомка, то используется преобразование, показанное (для
случая двух потомков) на рис. 5 и в общем случае выводящее получае-
мый граф из класса ППГ.
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Рис. 5. Переход от ППГ с ресурсом в вершинах к ППГ с ресурсом на рёбрах

Из полученного графа выделяется ППГ (также с ресурсом на рёб-
рах), и для него строится оптимальное расписание при помощи алгорит-
ма из [16]. Затем в граф возвращаются ранее отброшенные рёбра, при
этом расписание корректируется для учёта соответствующих им зависи-
мостей (на этом шаге расписание может стать субоптимальным). Затем
происходит возврат к исходной постановке задачи с «возвращением» ре-
сурса в вершины. Построенное расписание корректно и для исходной
постановки, поскольку учитывает все зависимости.

Чтобы вывести формируемые графы заданий из класса последова-
тельно-параллельных, для которых задача решается полиномиальным
алгоритмом, в исходный ППГ добавляются дополнительные рёбра, кото-
рые не нарушают корректности построенного (суб-) оптимального распи-
сания и не меняют значения целевой функции на этом расписании: если
в расписании имеются задания a, b, c (именно в таком порядке, необяза-
тельно подряд), причём c— последний в расписании непосредственный
потомок a, а ребра a → b в графе нет, то это ребро можно добавить
в граф, не изменив значения целевой функции на расписании. Неизмен-
ность целевой функции обусловлена тем, что ресурс, занятый задани-
ем a, по-прежнему высвобождается после выполнения c. После добавле-
ния рёбер проверяется, что полученный граф не является ППГ.

В наборе данных для первой серии экспериментов число вершин ва-
рьируется от 60 до 250, средняя плотность графов равна 1,7, а веса вер-
шин выбраны на отрезке [1, 100] согласно равномерному распределению.
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Рис. 6. Слоистый граф

Набор данных для второй серии экспериментов состоит из «слои-
стых» графов (рис. 6), структура которых соответствует приложени-
ям по многостадийной обработке данных. В таких графах большинство
рёбер связывают между собой вершины соседних слоёв. Для каждого
из графов задаются число вершин и их веса, средняя ширина слоя, плот-
ность связей между слоями, а также максимальное число слоёв, минуя
которые можно провести ребро (на рис. 6 это ребро 2 → 9). Среднее отно-
шение числа рёбер к числу вершин при генерации задано равным 3. Веса
вершин выбраны на отрезке [10, 50] согласно равномерному распределе-
нию. Схема генерации слоистых графов приведена в статье [17], там же
дана ссылка на репозиторий с исходным кодом генератора.

Характеристики второго набора данных приведены в табл. 1. Из таб-
лицы видно, что графы масштабированы в глубину, т. е. число вершин
растёт за счёт увеличения числа слоёв (глубины графа). Для каждого
числа вершин сгенерировано по 20 графов с приблизительно равными
характеристиками. Результаты в таблице усреднены по графам с одина-
ковым числом вершин.

3.2. Настройки муравьиного алгоритма. Во всех экспериментах
муравьиному алгоритму выставлялись заранее подобранные значения
параметров: N = 10, ρ = 0,2, q0 = 0,8, α = 0,6, β = 0,4, K = 6. Рас-
сматривались следующие критерии останова:

1) выполнение заданного числа итераций (500) без улучшения целе-
вой функции на наилучшем найденном решении;

2) выполнение фиксированного числа итераций (1000).
В зависимости от выбранного критерия останова обозначим варианты
алгоритма соответственно МАН и МА1000.

Фиксированное число итераций выбрано так, чтобы качество реше-
ний, находимых МАН и алгоритмом с фиксированным числом итераций,
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Таблица 1

Параметры слоистых графов

Число
вершин

Число
рёбер

Глубина
Минимальное
число вершин

в слое

Среднее
число вершин

в слое

Максимальное
число вершин

в слое

50 150 5 3 10 15

55 161 6 3 10 15

60 181 6 5 11 16

65 196 9 3 7 11

70 211 10 3 7 11

75 226 10 3 8 11

80 240 11 2 7 11

85 257 10 3 9 13

100 290 15 3 7 10

120 358 15 3 8 12

130 389 19 3 7 11

140 421 20 3 7 11

150 451 21 3 7 11

160 478 23 2 7 11

170 510 24 2 7 11

180 542 26 3 7 11

190 569 24 3 8 12

200 600 25 3 8 12

было сопоставимым. На рис. 7 это видно по диаграмме, практически сим-
метричной относительно отметки 0. Одной из целей экспериментов бы-
ло выяснить, позволяет ли алгоритм МАН на рассматриваемом наборе
слоистых графов заданий получить выигрыш по времени работы отно-
сительно МА1000 за счёт автоматического определения необходимости
останова, когда оптимальное решение более не удаётся улучшить (при
этом МА1000 может продолжать работу).

3.3. Результаты экспериментов для графов заданий с извест-

ным субоптимальным значением целевой функции. В этой се-
рии экспериментов выполнялся прогон МАН и алгоритма, использую-
щего только жадную эвристику (см. п. 2.2). Каждый из этих алгорит-
мов строил решение со значением целевой функции, не худшим (а в ряде
случаев лучшим), чем заранее известное субоптимальное значение. При
этом различие в значениях целевой функции на решении между мура-
вьиным и жадным алгоритмами не превышало 1% в пользу муравьиного
алгоритма.



Муравьиный алгоритм для расписания с минимизацией ресурса 19

Рис. 7. Относительное отклонение целевой функции на решениях,
получаемых МАН и МА1000

3.4. Результаты экспериментов для слоистых графов зада-

ний. На рис. 7 приведена сводная информация о попарном сравнении
значений целевой функции на решениях, получаемых МА с различны-
ми критериями останова, запускаемых на одних и тех же наборах дан-
ных. Например, по диаграмме видно, что целевая функция на реше-
ниях от МАН превышает целевую функцию на решениях от МА1000
на 1–2% (интервал по горизонтальной оси) примерно в 8% случаев (вы-
сота столбца диаграммы). В такой же доле случаев на решениях от МАН
целевая функция меньше на 1–2%, чем целевая функция на решениях
от МА1000. Основная часть (более 95%) отображённых на диаграмме
случаев приходятся на её практически симметричную часть в интервале
от −2 до 2% по горизонтальной оси, что говорит о том, что по качеству
решений на рассматриваемом наборе входных данных МАН и МА1000
выступают на равных.

На рис. 8 показано время работы МАН и МА1000. На горизонтальной
оси расположены номера графов, отсортированных в лексикографиче-
ском порядке по числу вершин, затем по числу рёбер. Большой разброс
по вертикальной оси у МАН вызван непостоянным числом итераций при
запуске, так как алгоритм работает до тех пор, пока решения не пе-
рестанут улучшаться. Видно, что время работы МАН не превосходит,
а зачастую много меньше времени работы МА с жёстко установленным
числом итераций 1000.

Поскольку муравьиный алгоритм рандомизированный, необходимо
исследовать стабильность его результата, т. е. разброс значений целевой
функции при прогонах на одних и тех же входных данных. На рис. 9
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Рис. 8. Время выполнения МА с различными критериями останова

показан такой разброс для МАН и МА1000. Можно видеть, что разброс
значений обоих алгоритмов не сильно различается и в среднем состав-
ляет около 5,5%.

Из графиков на рис. 7–9 следует, что МАН оказывается более гиб-
ким. Этот алгоритм способен автоматически определить, когда необхо-
димо остановить процесс построения решения, за счёт чего выигрывает
по времени работы у МА с жёстко заданным большим числом итера-
ций (в данном случае — 1000), выдавая при этом решение сопоставимого
качества.

Рис. 9. Относительное отклонение максимального значения ЦФ
от минимального, полученных на одном и том же графе заданий

при различных запусках
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Рис. 10. Графики целевой функции на решениях,
получаемых жадным алгоритмом и МАН

Рассмотрим теперь МАН на слоистых графах в сравнении с жадным
алгоритмом (ЖА), использующим эвристику из п. 2.2. На рис. 10–11
показаны графики значения целевой функции на решении и времени
работы алгоритмов. На всех графах жадный алгоритм отработал мень-
ше секунды. Можно заметить, что с увеличением размера графа растёт
не только время работы алгоритма МАН, но и разброс времени его ра-
боты, что связано с увеличением числа возможных перестановок и по-
вышением вероятности продления работы МАН в связи с очередным
небольшим улучшением решения.

На рис. 12 представлено относительное отклонение целевой функ-
ции на решениях, получаемых жадным алгоритмом, от целевой функции
на решениях, найденных МАН. Видно, что в более чем 45% случаев МАН
удалось найти решение, на 10–30% лучшее по значению целевой функ-
ции, чем решение от жадного алгоритма, что говорит о способности МА,
использующего ту же жадную эвристику, существенно улучшать реше-
ние за счёт использования механизма феромонного следа.

Рис. 11. Время работы жадного алгоритма и МАН
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Рис. 12. Относительное отклонение целевой функции на решениях,
получаемых жадным алгоритмом и МАН

Заключение

Предложен муравьиный алгоритм для решения задачи о построении
расписания с минимизацией пикового использования ресурса, описаны
отличия поставленной задачи от стандартных задач, решаемых при по-
мощи МА. По итогам исследования алгоритма на рассмотренной выборке
слоистых графов заданий, сделаны следующие выводы.

1. МА способен значительно улучшать качество решений, найденных
жадной эвристикой, что вкупе с приемлемым временем работы делает
использование МА оправданным.

2. МА, останавливающийся после выполнения заданного числа ите-
раций (500) без улучшения целевой функции на наилучшем найденном
решении, позволяет на графах рассмотренной размерности получить за-
метный выигрыш по времени выполнения по сравнению с МА, останав-
ливающимся после выполнения фиксированного числа итераций (1000).
При этом указанные МА выдают решения сопоставимого качества.

3. Применяемая в предложенном алгоритме схема работы с феромон-
ным следом, учитывающая не только непосредственное следование зада-
ний в расписании, вносит существенный вклад в сходимость МА.

В качестве направлений дальнейшего развития МА рассматриваются
выполнение параллельной реализации (в рамках одной итерации могут
одновременно строиться расписания для разных муравьёв), а также уве-
личение доли случайности в работе алгоритма при стабилизации значе-
ния целевой функции на лучшем решении с целью выхода из локального
оптимума.



Муравьиный алгоритм для расписания с минимизацией ресурса 23

Финансирование работы

Исследование выполнено за счёт бюджетов организаций, обозначенных ав-
торами на первой странице статьи. Дополнительных грантов на проведение или
руководство этим исследованием получено не было.

Конфликт интересов

Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.

Литература

1. Гэри М., Джонсон Д. Вычислительные машины и труднорешаемые за-
дачи. М.: Мир, 1982. 416 с.

2. Abdel-Wahab H. M. Scheduling with applications to register allocation and
deadlock problems: PhD Thes. Waterloo, ON: Univ. Waterloo, 1976. 440 p.

3. Sethi R. Complete register allocation problems // SIAM J. Comput. 1975.
V. 4, No. 3. P. 226–248.

4. Bauer A., Straus C., Hartle R. F. Minimizing total tardiness on a single
machine using ant colony optimization // Cent. Eur. J. Oper. Res. Econ. 2000.
V. 8, No. 2. P. 125–141.

5. Гафаров Е. Р. Гибридный алгоритм решения задачи минимизации сум-
марного запаздывания для одного прибора // Информ. технологии. 2007.
№ 1. С. 30–37.

6. Jha S. Balanced ant colony algorithm for scheduling DAG to grid heteroge-
neous system // Int. J. Sci. Eng. Res. 2011. V. 2, No. 6. 10 p.

7. Myszkowski P., Skowronski M., Olech L., Oslizlo K. Hybrid ant colony
optimization in solving multi-skill resource-constrained project scheduling
problem // Soft Comput. 2015. No. 19. P. 3599–3619.

8. Костенко В. А., Плакунов А. В. Муравьиные алгоритмы для плани-
рования вычислений в центрах обработки данных // Вестн. Моск. ун-та.
Сер. 15. Вычисл. математика и кибернетика. 2017. № 1. С. 44–50.

9. Gagne C., Price W. L., Grave M. Comparing an ACO algorithm with
other heuristics for the single machine scheduling problem with sequence-
dependent setup times // J. Oper. Res. Soc. 2002. V. 53. P. 895–906.

10. Gurobi optimizer. Gurobi optimization, 2023. URL: www.gurobi.com/

solutions/gurobi-optimizer (accessed Mar. 22, 2024).
11. MOSEK solver. MOSEK ApS, 2023. URL: www.mosek.com/products/mosek

(accessed Mar. 22, 2024).
12. SCIP: Solving Constraint Integer Programs. Berlin: Zuse Inst. Berlin, 2023.

URL: www.scipopt.org (accessed Mar. 22, 2024).
13. COIN-OR: Computations Infrastructure for Operations Research. Projects by

Category. Towson: COIN-OR Found., 2023. URL: www.coin-or.org/projects
(accessed Mar. 22, 2024).

14. Xuan H. H., Linh-Trung N., Dong D. D., Huynh T. Solving the Travel-
ing Salesman Problem with ant colony optimization: A revisit and new efficient
algorithms // J. Electron. Commun. 2012. V. 2. P. 121–129.



24 В. В. Балашов, А. В. Абрамов, А. А. Чупахин и др.

15. Tong C. J., Lau H. C., Lim A. Ant colony optimization for the Ship
Berthing Problem // Advances in computing science — ASIAN’99. Proc. 5th
Asian Computing Science Conf. (Phuket, Thailand, Dec. 10–12, 1999). Heidel-
berg: Springer, 1999. P. 359–370. (Lect. Notes Comput. Sci.; V. 1742). DOI:
10.1007/3-540-46674-6_30.

16. Kayaaslan E., Lambert T., Marchal L., Uçar B. Scheduling series-paral-
lel task graphs to minimize peak memory // Theor. Comput. Sci. 2018. V. 707.
P. 1–23.

17. Canon L.-C., El Sayah M., Héam P.-C. A comparison of random task
graph generation methods for scheduling problems // Euro-Par 2019: Parallel
processing. Proc. 25th Int. Conf. Parallel and Distributed Computing (Göttin-
gen, Germany, Aug. 26–30, 2019). Cham: Springer, 2019. P. 61–73. (Lect. Notes
Comput. Sci.; V. 11725). DOI: 10.1007/978-3-030-29400-7_5.

Балашов Василий Викторович

Абрамов Алексей Владимирович

Чупахин Андрей Андреевич

Туркин Андрей Владимирович

Гао Цзесин

Сунь Шумин

Чжоу Ли

Сунь Цзе

Статья поступила
19 декабря 2022 г.

После доработки —
25 октября 2023 г.

Принята к публикации
22 декабря 2023 г.



Ant colony algorithm with minimization of resource usage 25

DISKRETNYI ANALIZ I ISSLEDOVANIE OPERATSII
/DISCRETE ANALYSIS AND OPERATIONS RESEARCH/

April–June 2024. Vol. 31, No. 2. P. 5–27

UDC 519.854.2 DOI: 10.33048/daio.2024.31.760

ANT COLONY ALGORITHM
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Abstract. We consider the problem of constructing a single processor
task schedule with minimization of peak resource usage. An example
of the resource is the main memory of the target computer. Task set to
be scheduled is represented as a directed acyclic graph every node of
which is marked with the amount of resource used by the corresponding
task. The resource allocated to a task is released on completion of the
last (according to the schedule) immediate successor of this task in the
graph. Correctness constraint on the schedule is the partial order spec-
ified by the task graph. Task duration values are not considered. The
formal statement of the problem is provided. To solve the problem, we
propose an ant colony algorithm modified so that the pheromone ma-
trix reflects the desirability of pairwise order in the schedule for every
pair of tasks, not only for pairs of adjacent tasks. During the sched-
ule construction, for every task the algorithm chooses its position in
the schedule, in contrast to existing ant colony scheduling algorithms
that construct schedule in increasing order of positions (left-to-right)
choosing a task for every next position. Experimental evaluation of

English transl.: Journal of Applied and Industrial Mathematics 18 (2), 192–205
(2024), DOI: 10.1134/S1990478924020029.
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the algorithm was conducted on two sets of task graphs. The first set
contains graphs generated in such a way that the estimation for the
optimum value of the goal function is known a priori. Graphs from the
second set are “layered,” and their structure corresponds to the struc-
ture of multistage data processing applications. In both sets, the graphs
are generated randomly with respect to specified generation parameters
and constraints on the graph structure. The experiments indicate high
precision and stability of the proposed ant colony algorithm. Tab. 1,
illustr. 12, bibliogr. 17.

Keywords: combinatorial optimization, single-processor schedule, re-
source minimization, ant colony algorithm.
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Аннотация. Задача о вечном вершинном покрытии является ва-
риантом задачи о вершинном покрытии графа и может рассмат-
риваться как динамическая игра двух сторон (Атакующего и За-
щитника) с бесконечным числом шагов. На каждом шаге имеется
размещение охранников по вершинам графа, образующее вершин-
ное покрытие. Атакующий выбирает для атаки одно из рёбер гра-
фа, а Защитник должен переместить охранника вдоль атакованного
ребра из одной вершины в другую. Кроме того, Защитник может пе-
реместить любое подмножество остальных охранников из вершин,
в которых они находились до атаки, в одну из незанятых соседних
вершин, чтобы получить новое вершинное покрытие.

В статье описана процедура, позволяющая ответить на вопрос,
существует ли выигрышная стратегия для Защитника, позволя-
ющая защищать вершинное покрытие в течении заданного числа
шагов. Для построения стратегии Защитника задача представля-
ется в виде динамической игры Штакельберга, на каждом шаге ко-
торой взаимодействие противоборствующих сторон формализует-
ся как двухуровневая задача математического программирования.
Ил. 6, библиогр. 11.

Ключевые слова: динамическая игра Штакельберга, вечное вер-
шинное покрытие, защита рёбер графа, алгоритм проверки устой-
чивости.

Введение

Модели вечной защиты рёбер графа появились в 1990-х гг. в каче-
стве формализации для стратегии императора Константина по защите
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Римской империи [1]. В этих моделях рёбра графа защищаются от бес-
конечной последовательности атак. Защита осуществляется с помощью
охранников, размещаемых в вершинах графа и способных перемещаться
по его рёбрам после атаки.

В данной статье рассматривается задача о вечном вершинном покры-
тии, сформулированная в [2]. Эту задачу можно интерпретировать как
бесконечную игру двух сторон — Атакующего и Защитника. Первона-
чально Защитник размещает в вершинах заданного графа охранников
так, что вершины, в которых размещены охранники, образуют вершин-
ное покрытие. Далее на каждом шаге Атакующий выбирает для атаки
любое ребро, в одной из вершин которого нет охранника. В ответ За-
щитник перемещает охранника из вершины атакованного ребра в дру-
гую вершину этого ребра. Кроме того, Защитник имеет право из любой
вершины переместить охранника вдоль любого ребра в соседнюю верши-
ну, если в ней не было охранника, либо охранник был перемещён из этой
вершины. В одну вершину не могут быть перемещены несколько охран-
ников, при этом один и тот же охранник не может быть перемещён более
одного раза на одном шаге. Если реконструированное размещение охран-
ников в вершинах образует вершинное покрытие, то начинается следу-
ющий шаг с той же последовательностью действий. Если же с помощью
указанной процедуры не удаётся построить вершинное покрытие, т. е.
хотя бы одно ребро окажется незащищённым, то Атакующий побеждает
и игра завершается. Победителем становится Защитник, если он может
защититься от бесконечной последовательности атак.

Задача нахождения минимального числа охранников (eternal vertex
cover number, EVCN), образующих вершинное покрытие, для которого
в рассматриваемой игре может быть построена выигрышная стратегия
Защитника, есть задача о вечном вершинном покрытии. В [3] установле-
но, что эта задача NP-трудна, а в [4] показано, что задача остаётся NP-
трудной для двудольных графов. В статье [5] авторы предлагают но-
вую нижнюю оценку для EVCN произвольного графа через мощность
вершинного покрытия минимального размера, содержащего все точки
сочленения данного графа. Также предлагается квадратичный по вре-
мени алгоритм для вычисления EVCN для хордальных графов. В [6]
для некоторых классов графов построены полиномиальные алгоритмы
вычисления EVCN. В статье [7] предложен полиномиальный алгоритм
для специализированных древовидных графов. В [8] получен полино-
миальный алгоритм для поиска EVCN в цепных графах и кографах,
а также предложен алгоритм с линейным временем для поиска EVCN
для разделённых графов, подкласса хордальных графов. В [3] авторы
показывают, что для задачи о вечном вершинном покрытии существует
2-приближённый полиномиальный по времени алгоритм.
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Можно заметить, что перечисленные и многие родственные работы
либо предлагают алгоритмы для конкретных семейств графов, либо при-
водят оценки для общих или частных случаев. В данной статье мы рас-
сматриваем ситуацию, когда задан граф, на структуру которого не на-
ложено никаких ограничений, а также дано некоторое вершинное по-
крытие без каких-либо предположений о нём. Рассматривается вопрос,
какой игрок выигрывает, если игра «Атакующий — Защитник» начнётся
с заданного вершинного покрытия.

Ответ на этот вопрос требует анализа всех бесконечных последова-
тельностей атак. На практике достаточно рассматривать последователь-
ности некоторой достаточно большой длины из-за конечности множества
возможных состояний игры, однако стоит ожидать, что эта длина будет
неизвестной. В этой работе мы предлагаем процедуру, позволяющую от-
ветить на вопрос, существует ли выигрышная стратегия для Защитника,
позволяющая защищать заданное вершинное покрытие на протяжении
наперёд заданного конечного числа шагов. Данная процедура является
обобщением процедуры, предложенной в [9].

Для построения стратегии Защитника рассматриваемая игра пред-
ставляется в виде динамической игры Штакельберга. На каждом шаге
взаимодействие противоборствующих сторон формализуется в виде за-
дачи двухуровневого математического программирования. Решение за-
дачи верхнего уровня (задачи Атакующего) определяет ребро, атака ко-
торого приводит к максимальному числу незащищённых рёбер после
реконструкции Защитником размещения охранников. Решение задачи
нижнего уровня (задачи Защитника) при заданном решении Атакую-
щего изменяет размещение охранников с целью минимизировать число
незащищённых рёбер.

Приводятся результаты вычислительных экспериментов с использо-
ванием предложенной процедуры.

1. Формулировка задачи, рассматриваемой

на шагах исследуемой игры

Пусть G = (I, J) есть ориентированный граф без петель с множе-
ством вершин I и множеством дуг J. Для всякого j ∈ J обозначим че-
рез i(j) и k(j) начальную и конечную вершины дуги j соответственно
и будем называть эти вершины соседними. Отметим, что рассмотрение
ориентированного графа не уменьшает общности двухуровневой зада-
чи, рассматриваемой на каждом шаге исследуемой игры. В самом деле,
в неориентированном графе каждое ребро можно заменить двумя проти-
воположно ориентированными параллельными дугами. При этом будем
считать, что перемещение охранника по дуге происходит от начальной
вершины к конечной вершине дуги.
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Вершинным покрытием в графе G считаем всякое подмножество мно-
жества I, содержащее начальную или конечную вершину любой дуги
из множества J.

Для формальной записи двухуровневой задачи введём следующие
обозначения:

• xi0 ∈ {0, 1} — заданные величины, определяющие начальное для
рассматриваемого шага вершинное покрытие: xi0 = 1, если в вершине
i ∈ I размещён охранник, и xi0 = 0 в противном случае;

• xi ∈ {0, 1} — переменные, задающие размещение охранников по за-
вершении шага: xi = 1, если в вершине i ∈ I размещён охранник, и xi = 0
в противном случае;

• yj ∈ {0, 1} — переменные, обозначающие атакованную на шаге дугу:
yj = 1, если дуга j ∈ J атакована, и yj = 0 в противном случае;

• uj ∈ {0, 1} — переменные, обозначающие дуги, которые по заверше-
нии шага оказались незащищёнными: uj = 1, если в начальной и конеч-
ной вершинах дуги j ∈ J не размещён охранник, и uj = 0 в противном
случае;

• vj ∈ {0, 1} — переменные, обозначающие перемещение охранников
по дугам на шаге: vj = 1, если охранник перемещается по дуге j ∈ J
из вершины i(j) в вершину k(j), и vj = 0 в противном случае.

С использованием введённых обозначений модель, формализующая
взаимодействие сторон на шаге рассматриваемой игры, записывается как
следующая задача двухуровневого математического программирования:

max
(yj)

∑

j∈J

u∗j , (1)

∑

j∈J

yj 6 1, (2)

xi(j)0 > yj, j ∈ J, (3)

xi(j)0 + xk(j)0 + yj 6 2, j ∈ J, (4)

yj ∈ {0, 1}, j ∈ J, (5)

(x∗j ), (v
∗
j ), (u

∗
j )— оптимальное решение задачи:

min
(xi),(vj),(uj)

∑

j∈J

uj , (6)

vj > yj, j ∈ J, (7)

xi0 >
∑

j : i(j)=i

vj, i ∈ I, (8)

1− xi0 >
∑

j : k(j)=i

vj −
∑

j : i(j)=i

vj, i ∈ I, (9)
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xi = xi0 +
∑

j : k(j)=i

vj −
∑

j : i(j)=i

vj , i ∈ I, (10)

xi(j) + xk(j) + uj > 1, j ∈ J, (11)

xi, uj , vj ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (12)
Данная модель, как и всякая двухуровневая задача, включает задачу

верхнего уровня (1)–(5) (задачу Атакующего) и задачу нижнего уровня
(6)–(12) (задачу Защитника).

Целевые функции (1) и (6) обеих задач показывают, сколько дуг оста-
лось без защиты после реконструкции вершинного покрытия на рассмат-
риваемом шаге. Неравенство (2) означает, что на рассматриваемом шаге
атакованной может быть только одна дуга, а из неравенств (3)–(4) следу-
ет, что атакованной может быть только дуга, у которой охранник разме-
щён в начальной вершине и нет охранника в конечной вершине. Ограни-
чения (7)–(9) задачи нижнего уровня формализуют правила возможных
перемещений охранников вдоль соответствующих дуг. Условие (7) озна-
чает, что если дуга атакована, то охранник перемещается в конечную
вершину дуги. Из неравенства (8) следует, что если в рассматриваемом
на этом шаге вершинном покрытии в вершине i размещён охранник,
то его перемещение возможно не более чем по одной дуге, исходящей
из этой вершины, а если в вершине i охранника нет, то перемещение
охранников по дугам, исходящим из вершины i, невозможно. Аналогич-
но из неравенства (9) с учётом условия (8) получаем, что если в рассмат-
риваемом на этом шаге вершинном покрытии в вершине i нет охранника,
то

∑

j : k(j)=i

vj 6 1. Это означает, что если охранник не размещён в вер-

шине i, то не более чем по одной дуге, входящей в вершину i, может
быть перемещён охранник. Если же в вершине i размещён охранник,
то из неравенств (8) и (9) получаем

1 >
∑

j : i(j)=i

vj >
∑

j : k(j)=i

vj.

Это означает, что по одной из дуг, входящих в вершину i, может быть
перемещён охранник, но только в случае, когда охранник, размещённый
в вершине i, также перемещается. Равенство (10) определяет новое раз-
мещение охранников в результате их перемещения на рассматриваемом
шаге. Неравенство (11) заставляет переменную uj принимать ненулевое
значение, когда в начальной и конечной вершинах дуги j нет охранников.

Допустимым решением двухуровневой задачи на рассматриваемом
шаге игры назовём пару ((yj), ((xi), (vj), (uj))), где (yj)— допустимое ре-
шение задачи верхнего уровня, а ((xi), (vj), (uj))— оптимальное решение
задачи нижнего уровня. Допустимое решение будет оптимальным, если
значение целевой функции на этом решении не меньше, чем на других
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допустимых решениях. Вычисление оптимального решения позволяет
проверить текущее вершинное покрытие на устойчивость к атаке. Если
оптимальное значение целевой функции равно нулю, то ответ положи-
тельный. Если же это значение больше нуля, то существует допустимое
решение задачи верхнего уровня (атакуемое ребро) для которого не су-
ществует реконструкции вершинного покрытия, приводящей к новому
вершинному покрытию.

2. Устойчивость вершинных покрытий

Как следует из сказанного выше, возможность восстановления (ре-
конструкции) вершинного покрытия после атаки определяется значения-
ми целевых функций задач верхнего и нижнего уровней в двухуровневой
модели (1)–(12), рассматриваемой на каждом шаге исследуемой игры.

Вершинное покрытие C0 = (xi0) будем называть устойчивым к атаке

дуги j0 ∈ J , если оптимальное значение целевой функции задачи Защит-
ника равно нулю при допустимом решении (yj), yj0 = 1, задачи Атакую-
щего.

Вершинное покрытие C0 = (xi0) назовём 1-устойчивым, если опти-
мальное значение целевой функции задачи Атакующего равно нулю, ина-
че покрытие C0 будем называть неустойчивым.

Отсюда следует, что процедура проверки 1-устойчивости заданного
вершинного покрытия C0 = (xi0) сводится к проверке устойчивости этого
покрытия к атаке всякой допустимой для атаки дуги j0 ∈ J. Эта проверка
может быть ускорена, если воспользоваться следующей леммой.

Лемма 1. Пусть (yj)— допустимое решение задачи Атакующего и су-

ществует решение ((xi), (vj), (uj)) задачи Защитника при решении (yj)
со значением целевой функции, равным нулю. Если j′ ∈ {j ∈ J | vj = 1}
и допустимое решение (y′j) задачи Атакующего таково, что y′j′ = 1, то оп-

тимальное значение целевой функции задачи Защитника равно нулю при

решении задачи Атакующего (y′j).

Доказательство. Рассмотрим оптимальное решение ((xi), (vj), (uj))
задачи Защитника, соответствующее решению (yj) задачи Атакующего,
и заметим, что это решение есть допустимое решение задачи Защит-
ника при решении (y′j). Действительно, ограничение (7) выполняется,
поскольку vj′ = 1, а ограничения (8)–(12) справедливы, поскольку не за-
висят от решения (y′j). Таким образом, получаем, что ((xi), (vj), (uj))—
оптимальное решение задачи Защитника при решении (y′j) со значением
целевой функции, равным нулю.

Следствие 1. Если для заданного вершинного покрытия при атаке

дуги j ∈ J существует реконструкция, дающая 1-устойчивое покрытие,
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определяемое решением ((xi), (vj), (uj)) задачи Защитника, то такая ре-

конструкция возможна при атаке любой дуги j′ ∈ {j ∈ J | vj = 1}.

Резюмируя сказанное, получим следующую процедуру проверки 1-ус-
тойчивости заданного вершинного покрытия C0 = (xi0). Процедура со-
стоит из начального шага и некоторого числа однотипных основных ша-
гов.

На начальном шаге определяем множество

J0 = {j ∈ J | xi(j)0 = 1, xk(j)0 = 0},
задающее допустимые решения задачи Атакующего.

На основном шаге рассматриваем множество J0. Если J0 = ∅, то про-
цедура проверки 1-устойчивости завершится с положительным резуль-
татом. Если J0 6= ∅, то выбираем j0 ∈ J0 и вычисляем оптимальное ре-
шение ((xi), (vj), (uj)) задачи Защитника при допустимом решении (yj),
yj0 = 1, задачи Атакующего. Если оптимальное значение целевой функ-
ции задачи не равно нулю, то процедура проверки завершается с отри-
цательным результатом. В противном случае полагаем J0 := J0 \{j ∈ J |
vj = 1} и переходим к следующему основному шагу.

3. Устойчивость вершинного покрытия

в игре с конечным числом шагов

Рассмотрим игру, состоящую из L > 1 шагов, с начальным вершин-
ным покрытием C0 = (xi0). Пусть на шагах 1, 2, . . . , L − 1 оптимальное
значение целевой функции задачи Атакующего равно нулю, а на шаге L
оно больше нуля. Это означает, что в результате L − 1 шагов получено
вершинное покрытие такое, что после атаки некоторой дуги успешная
реконструкция этого вершинного покрытия невозможна. Заметим, что
отсюда не следует, что при начальном покрытии C0 у Защитника нет
выигрышной стратегии. Действительно, полученное к шагу L вершин-
ное покрытие есть результат последовательных изменений вершинных
покрытий, построенных на предыдущих шагах. Каждое такое измене-
ние определяется оптимальным решением задачи Защитника, которое
может быть не единственным. Следовательно, при соответствующем вы-
боре оптимальных решений на шагах, предшествующих шагу L, может
быть получено вершинное покрытие, которое будет устойчивым к атаке
любого ребра на шаге L.

Вершинное покрытие C0 = (xi0) назовём L-устойчивым, если оно
1-устойчиво и для любого допустимого решения задачи Атакующего су-
ществует оптимальное решение задачи Защитника, дающее (L−1)-устой-
чивое вершинное покрытие. Если покрытие L-устойчиво, то число L бу-
дем называть степенью устойчивости.



Устойчивость вершинных покрытий 35

Следовательно, при проверке L-устойчивости заданного вершинного
покрытия для каждого допустимого решения задачи Атакующего может
потребоваться исследование, вообще говоря, всех оптимальных решений
задачи Защитника. Таким образом, алгоритм проверки L-устойчивости
исходного вершинного покрытия C0 = (xi0) включает два этапа. На пер-
вом этапе проверяем 1-устойчивость исходного вершинного покрытия,
а на втором этапе для допустимых решений задачи Атакующего прове-
ряем существование оптимального решения задачи Защитника, дающего
(L− 1)-устойчивое вершинное покрытие.

При этом в ходе работы алгоритма формируем и используем список D
проверенных вершинных покрытий, содержащий информацию о степе-
нях устойчивости этих покрытий. Для вершинного покрытия C ∈ D
определяем величины v(C) и u(C), при этом v(C) = 0, если C не 1-устой-
чиво, и v(C) = l, если C — l-устойчивое вершинное покрытие; u(C) = l,
если C не является l-устойчивым покрытием.

В начале первого этапа алгоритма проверяем наличие вершинного по-
крытия C0 в списке D. Если C0 ∈ D и v(C0) = 0, то вершинное покрытие
не 1-устойчиво, и алгоритм проверки L-устойчивости завершает работу.
Если C0 ∈ D и u(C0) 6 L, то вершинное покрытие не L-устойчиво и ал-
горитм также завершает работу. Если C0 ∈ D и v(C0) > 0, то начинается
второй этап алгоритма. Если C0 /∈ D, то выполняем процедуру проверки
1-устойчивости C0, и в зависимости от результата завершаем проверку
L-устойчивости C0 с отрицательным исходом или полагаем v(C0) = 1,
включаем C0 в список D и начинаем второй этап алгоритма.

Второй этап алгоритма аналогичен процедуре проверки 1-устойчиво-
сти вершинного покрытия. На начальном шаге формируем множество
J0 ⊆ J, задающее допустимые решения задачи Атакующего. Далее идёт
последовательность основных шагов, на каждом из которых для неко-
торого j ∈ J0 проверяем существование (L− 1)-устойчивого вершинного
покрытия, полученного после атаки дуги j. Несложно увидеть, что чис-
ло таких шагов можно уменьшить аналогично тому, как это сделано для
случая проверки 1-устойчивости в разд. 2.

На основном шаге рассматриваем множество J0, задающее допусти-
мые и не просмотренные решения задачи Атакующего. Если J0 = ∅,
то исходное вершинное покрытие C0 L-устойчиво, и алгоритм заверша-
ется с положительным результатом. Если J0 6= ∅, то выбираем j0 ∈ J0
и выполняем процедуру поиска оптимального решения задачи Защит-
ника при атаке дуги j0, дающего (L − 1)-устойчивое вершинное покры-
тие. В ходе этой процедуры, включающей некоторое число однотипных
итераций, строим множество запрещённых вершинных покрытий C(j0),
включающее рассмотренные и отброшенные покрытия C ′, не являющи-
еся (L− 1)-устойчивыми. На первой итерации C(j0) = ∅.
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На каждой итерации рассматриваем задачу Защитника с дополни-
тельными ограничениями, отсекающими решения, приводящие к вер-
шинным покрытиям из множества C(j0). Если C ′ = (x′i) и C ′ ∈ C(j0),
то соответствующее дополнительное ограничение имеет вид

∑

i∈I

x′ixi 6
∑

i∈I

x′i − 1.

Пусть на очередной итерации оптимальное значение целевой функции
задачи Защитника с дополнительными ограничениями, отсекающими за-
прещённые вершинные покрытия из множества C(J0), равно нулю. Если
((xi), (vj), (uj))— оптимальное решение, то C = (xi)— новое вершинное
покрытие. Если C ∈ D и v(C) = 0 или u(C) 6 L − 1, то включаем C
в множество C(j0) и начинаем следующую итерацию на текущем шаге.
Если C ∈ D и v(C) > L−1, то полагаем J0 = J0\{j | vj = 1} и переходим
к следующему шагу. Если C ∈ D и 0 6 v(C) < L− 1, либо C /∈ D, то об-
ращаемся к алгоритму проверки (L−1)-устойчивости покрытия C. Если
алгоритм проверки завершается с положительным результатом, то пола-
гаем J0 = J0\{j | vj = 1} и включаем C в список D, полагая v(C) = L−1.
После этого переходим к следующему основному шагу. Если алгоритм
проверки (L − 1)-устойчивости покрытия C завершается с отрицатель-
ным результатом, то включаем покрытие в множество запрещённых по-
крытий C(j0) и начинаем следующую итерацию на текущем шаге.

Пусть на очередной итерации текущего шага значение целевой функ-
ции задачи Защитника с дополнительными ограничениями больше нуля.
Это означает, что вершинных покрытий, кроме рассмотренных и вклю-
чённых в множество запрещённых, не существует, поэтому исходное вер-
шинное покрытие не L-устойчиво, и алгоритм проверки L-устойчивости
завершается с отрицательным результатом.

Описанный алгоритм рекурсивный, и в ходе его работы при провер-
ке l-устойчивости покрытия C проводится проверка (l−1)-устойчивости
некоторого множества вершинных покрытий C ′, порождённых покрыти-
ем C. Однако число вызовов функции проверки устойчивости и в целом
трудоёмкость алгоритма значительно снижаются за счёт использования
списка D проверенных вершинных покрытий. В результате каждое вер-
шинное покрытие, рассмотренное в ходе работы алгоритма, проверяется
на l-устойчивость, l = 1, 2, . . . , L− 1, не более одного раза.

4. Показательный пример

На рис. 1 приведён пример графа и его вершинного покрытия, которое
1-устойчиво, но не 2-устойчиво.
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i1 i2 i3 i4 i5
j1 j2 j3 j4

Рис. 1. Исходное покрытие

На рис. 1 множество выделенных вершин {i2, i3, i5}, в которых разме-
щены охранники, образует вершинное покрытие. На первом шаге у Ата-
кующего есть возможность атаковать одно из рёбер j1, j3, j4. Легко ви-
деть, что при любой атаке перемещение охранников по рёбрам j1, j3, j4
соответственно приведёт к новому вершинному покрытию. Вместе с тем
у Атакующего есть выигрышная стратегия в игре из двух шагов. Если
на первом шаге атаковать ребро j3, то Защитник переместит охранника
из вершины i3 в вершину i4, что приведёт к размещению охранников,
показанному на рис. 2.

i1 i2 i3 i4 i5
j1 j2 j3 j4

Рис. 2. Результат первой атаки

У Защитника есть также возможность переместить охранника из вер-
шины i2 в вершину i1 или i3. Однако любое из этих перемещений нару-
шит вершинное покрытие. Перемещение охранника из вершины i5 недо-
пустимо, так как в единственную соседнюю вершину i4 уже был пере-
мещён охранник. Таким образом, единственное возможно перемещение
охранников на первом шаге приводит к вершинному покрытию {i2, i4, i5}.

На втором шаге Атакующий атакует ребро j2. Защитник обязан пе-
реместить охранника из вершины i2 в вершину i3. Тогда получаем раз-
мещение охранников, показанное на рис. 3.

i1 i2 i3 i4 i5
j1 j2 j3 j4

Рис. 3. Результат второй атаки

Других возможностей для перемещения охранников у Защитника нет,
так как у охранников, находящихся в вершинах i4 и i5, соседние вершины
заняты. При этом ребро j1 оказалось не защищённым. Таким образом,
исходное покрытие {i2, i3, i5} не 2-устойчиво.

5. Вычислительные эксперименты

В ходе проведённых экспериментов исследованы вычислительные воз-
можности предложенного алгоритма проверки устойчивости вершинных
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покрытий, а также влияние на его производительность некоторых ис-
пользуемых процедур. Расчёты проводились на компьютере с четырёхъ-
ядерным процессором 3,3 ГГц и 16 ГБ оперативной памяти. Алгоритмы
написаны на языке программирования Julia [10], а для поиска оптималь-
ных решений возникающих задач целочисленного линейного программи-
рования использовался решатель Cbc COIN-OR [11].

5.1. Генерация графов. В экспериментах используем случайно ге-
нерируемые связные графы разной плотности. Плотность определяется
как отношение числа рёбер в графе к числу рёбер в клике с тем же
числом вершин.

Построение графа с заданным числом вершин n начинается с по-
строения остовного дерева. Такое дерево может иметь специальный вид
(путь, звезда и т. д.), а может быть случайно сгенерированным. Случай-
но сгенерированное дерево получается в результате последовательного
просмотра вершин и соединения рассматриваемой вершины со случайно
выбранной ранее просмотренной вершиной. Затем случайным образом
выбирается некоторое число дополнительных рёбер, каждое из которых
соединяет некоторую пару случайно выбранных вершин.

5.2. Генерация покрытий. Поскольку нахождение минимального
покрытия есть труднорешаемая задача, в экспериментах используются
начальные покрытия, у которых ни одно из собственных подмножеств
не остаётся покрытием. Такие покрытия назовём неприводимыми. Граф
может иметь несколько неприводимых покрытий разных размеров, и ге-
нерация различных неприводимых покрытий в наших экспериментах ор-
ганизована как рандомизированный жадный алгоритм.

Алгоритм строит неприводимое покрытие в два этапа. В начале пер-
вого этапа все вершины графа считаются непомеченными. Далее после-
довательно случайным образом выбираются тройки непомеченных вер-
шин и помечается та вершина, которая инцидентна наибольшему числу
рёбер с непомеченными концевыми вершинами. Этот процесс повторя-
ется до тех пор, пока не останется рёбер, у которых не помечены обе
концевые вершины. На втором этапе в некотором случайно выбранном
порядке просматриваются помеченные вершины. Если у всех рёбер, ин-
цидентных рассматриваемой вершине, обе концевые вершины помече-
ны, то рассматриваемая вершина становится непомеченной. Вершины,
оставшиеся помеченными после второго этапа, образуют неприводимое
вершинное покрытие.

5.3. Влияние списка проверенных покрытий. Здесь приводятся
результаты вычислительного эксперимента, позволяющего оценить вли-
яние использования списка проверенных вершинных покрытий на время
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работы алгоритма проверки устойчивости покрытий. Рассмотрено 300
примеров вершинных покрытий различных графов с числом вершин 15,
которые проверялись на 3-устойчивость. Для рассматриваемых приме-
ров покрытий, которые оказались 3-устойчивыми, сравнивается время
работы алгоритма с использованием списка проверенных покрытий и без
использования списка. Время исчисляется числом обращений в ходе ра-
боты алгоритма к процедуре проверки устойчивости покрытия к атаке
ребра, т. е. числом вычислений оптимального решения задачи Защит-
ника. Для каждого примера вычисляется величина s =

(
1 − t1

t2

)
· 100,

где t1 — время работы алгоритма с использованием списка, t2 — время
работы алгоритма без использования списка. Эта величина характери-
зует то, насколько велико уменьшение времени работы алгоритма при
использовании списка по сравнению со временем работы алгоритма без
использования списка.
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Рис. 4. Ускорение алгоритма при использовании списка

На рис. 4 представлена гистограмма распределения полученных зна-
чений s. По горизонтали указаны возможные значения s, а по вертикали
число примеров, соответствующих данному s. Как можно видеть, в боль-
шинстве случаев использование списка сокращает время работы алго-
ритма более чем на 80%. Это, в частности, свидетельствует о большой
повторяемости вершинных покрытий, рассматриваемых в ходе работы
алгоритма.

5.4. Время работы алгоритма. Проведённые вычислительные экс-
перименты позволяют сделать некоторые выводы о времени работы алго-
ритма при проверке L-устойчивости вершинных покрытий в зависимости
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Рис. 5. Зависимость времени работы алгоритма от степени устойчивости L

от числа вершин графа и проверяемой степени устойчивости вершинного
покрытия.

На рис. 5 показана зависимость времени работы алгоритма (в секун-
дах) от степени устойчивости L для числа вершин n ∈ {10, 15}. В ходе
эксперимента для каждого значения L и каждого числа вершин рассмот-
рено 75 примеров вершинных покрытий различных графов. Из этих по-
крытий были удалены неустойчивые, а для остальных вычислено сред-
нее время работы алгоритма. Как можно видеть, временная сложность
алгоритма возрастает линейно при увеличении L.

На рис. 6 показана зависимость времени работы алгоритма в секундах
от числа вершин графа n для значения устойчивости L ∈ {1, 2, 3}. В ходе
эксперимента для каждого n и каждого L сгенерировано 75 примеров

n

Рис. 6. Зависимость времени работы алгоритма от числа вершин n
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вершинных покрытий различных графов с числом вершин n. Из этих
покрытий удалены неустойчивые, а для остальных вычислено среднее
время работы алгоритма. Заметим, что время проверки 3-устойчивости
для графов размера до 32 вершин не превышает 16 минут.

5.5. Распределение степеней устойчивости. В этом пункте при-
ведём сводные результаты численных экспериментов. В экспериментах
рассмотрены графы с числом вершин до 64 и различной плотностью
рёбер. Проверена L-устойчивость вершинных покрытий для значений L
от 2 до 512. При каждом эксперименте, состоящем в проверке L-устойчи-
вости рассматриваемого вершинного покрытия и завершённом установ-
лением фактической степени устойчивости l, 0 6 l 6 L, этого вершинного
покрытия, вычислена величина r = l

L . Значение r = 0 означает, что про-
веренное покрытие неустойчиво, а r = 1— что проверка L-устойчивости
рассматриваемого покрытия завершилась успешно. Результат 0 < r < 1
означает, что степень устойчивости покрытия меньше проверяемой.

Из 2714 случайно сгенерированных и проверенных вершинных покры-
тий, 1207 попали в категорию неустойчивых с r = 0, а 87 — в промежу-
точную категорию с 0 < r < 1: степень устойчивости оказалась ниже
проверяемой. У оставшихся 1420 покрытий степень устойчивости совпа-
ла с проверяемой. Таким образом, подавляющее число рассматриваемых
вершинных покрытий либо оказались неустойчивыми, либо имели сте-
пень устойчивости не меньше той, которая проверялась.

Заключение

В настоящей работе предложена процедура, позволяющая ответить
на вопрос, существует ли выигрышная стратегия для Защитника, следуя
которой он может защищать заданное вершинное покрытие на протяже-
нии определённого конечного числа шагов. Для построения стратегии
Защитника задача о вечном вершинном покрытии представляется как
динамическая игра Штакельберга, на каждом шаге которой взаимодей-
ствие противоборствующих сторон формализуется в виде двухуровневой
задачи математического программирования. Предложенная процедура
протестирована на различных случайно сгенерированных графах и вер-
шинных покрытиях.

Вычислительные эксперименты показали результаты, позволяющие
предположить, что большая часть случайных покрытий либо неустой-
чивы, либо имеют проверяемую степень устойчивости. Таким образом,
следующий шаг в исследовании рассматриваемой игры состоит в созда-
нии алгоритма, который за конечное число шагов сможет определить,
является ли вершинное покрытие бесконечно устойчивым или нет.
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STABILITY OF VERTEX COVERS IN A GAME
WITH FINITELY MANY STEPS
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Abstract. The eternal vertex cover problem is a version of the graph
vertex cover problem that can be represented as a dynamic game be-
tween two players (the Attacker and the Defender) with an infinite
number of steps. At each step, there is an arrangement of guards over
the vertices of the graph forming a vertex cover. When the Attacker
attacks one of the graph’s edges, the Defender must move the guard
along the attacked edge from one vertex to the other. In addition, the
Defender can move any number of other guards from their current ver-
tices to some adjacent ones to obtain a new vertex cover. The Attacker
wins if the Defender cannot build a new vertex cover after the attack.

In this paper, we propose a procedure that allows us to answer
the question, whether there exists a winning Defender strategy that
permits protecting a given vertex cover for a given finite number of
steps. To construct the Defender strategy, the problem is represented as
a dynamic Stackelberg game in which at each step the interaction of the
opposing sides is formalized as a two-level mathematical programming
problem. The idea of the procedure is to recursively check the 1-stability
of vertex covers obtained as a result of solving lower-level problems and
to use some information about the covers already considered. Illustr. 6,
bibliogr. 11.

Keywords: dynamic Stackelberg game, eternal vertex cover, graph
edge protection, stability check algorithm.

English transl.: Journal of Applied and Industrial Mathematics 18 (2), 206–215
(2024), DOI: 10.1134/S1990478924020030.
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КООПЕРАТИВНЫЕ ИГРЫ С ПРЕДПОЧТЕНИЯМИ:
ПРИЛОЖЕНИЕ ВЕСОВОГО ПРАВИЛА

К ПРОБЛЕМАМ ОБЩЕСТВЕННОГО ПРОСТРАНСТВА
В ГОРОДЕ САНКТ-ПЕТЕРБУРГ

В. В. Гусев

Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»,
ул. Кантемировская, 3, 194100, Санкт-Петербург, Россия

E-mail: vgusev@hse.ru

Аннотация. Исследуется проблема распределения общественного
пространства с использованием методов кооперативной теории игр
для её решения. Игроки — это районы, значение характеристиче-
ской функции — это суммарное число людей, которые заинтересо-
ваны в конкретном виде общественного пространства в рассматри-
ваемых районах. Составлены аксиомы, характерные для проблемы
дележа. Выведено специальное значение кооперативной игры, ко-
торое зависит от весов игроков. Показано, как подобрать веса оп-
тимизационными методами. Табл. 1, ил. 2, библиогр. 13.

Ключевые слова: теория игр, кооперативная игра, весовое пра-
вило, игра с предпочтениями.

Введение

Описание проблемы и метод её решения. По данным админи-
страции г. Санкт-Петербург численность города достигает 7 млн чело-
век на 2021 год. Из-за многомиллионной численности населения город
сталкивается с проблемой распределения общественного пространства.
Общественные пространства включают в себя все места, являющиеся
общественной собственностью. Сюда входят места общественного поль-
зования, открытые и доступные для всех жителей и гостей города. При-
мерами общественных мест являются детские площадки, парки, авто-
мобильные стоянки, скверы, стадионы и т. п. Инфраструктура города
расширяется, в районах города строятся новые жилые комплексы. Это
делает актуальным вопрос о выборе типа общественного пространства
в конкретном месте.

© В. В. Гусев, 2024
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Предположим, что в некотором новом районе есть место под обще-
ственное пространство. Что лучше построить: детскую площадку или
автостоянку? От выбора общественного пространства зависит привле-
кательность района для разных групп населения. Автомобилисты хо-
тят автостоянку, молодые семьи предпочитают детские площадки, и те
и другие были бы не против парка. Возникает вопрос: как именно рас-
пределить имеющийся ресурс (парки, автостоянки, детские площадки
и т. п.) между районами?

Предположим, что требуется определить, какую площадь обществен-
ного пространства нужно занять под парки в каждом районе. Чтобы
решить проблему распределения ресурса, пользуемся методами коопе-
ративной теории игр. Кооперативная игра задаётся множеством игроков
N = {1, 2, . . . , n} и характеристической функцией v : 2N → R такой, что
v(∅) = 0. Множество игроков — это множество районов, а характери-
стическая функция показывает число людей (измеряется в сотнях или
тысячах человек), которые будут пользоваться общественным простран-
ством.

Например, для N = {1, 2, 3} характеристическую функцию вида

v({1}) = 5, v({2}) = 6, v({3}) = 10, v({1, 2}) = 15,

v({1, 3}) = 20, v({2, 3}) = 25, v({1, 2, 3}) = 50

интерпретируем следующим образом. Если в районе 1 обустроить парк,
то по прогнозам им будут пользоваться в среднем 5 сотен человек. Если
расположить парки в районах 1 и 2, то ими будут пользоваться в среднем
15 сотен человек.

Монотонность и супераддитивность характеристической функции за-
висят от районов и их расположения. Иногда жители города готовы ез-
дить в центральные районы для проведения своего досуга. Если в районе,
близком к центральному, разместить общественное пространство, то это
может значительно привлечь отдыхающих в район. Это говорит о том,
что значение v(K) может превышать число

∑

i∈K
v({i}) для некоторых

K ⊆ N, K 6= ∅.
Рассчитывая значение кооперативной игры, можно определить, какой

район наиболее предпочтителен для размещения в нём конкретного об-
щественного пространства. Однако, у самого города есть предпочтения
относительно размещения общественных мест в городе. Может оказаться
так, что город хочет разгрузить центральный район и намеренно разме-
щает общественное пространство в близко расположенных районах. Тем
самым в кооперативной модели нам нужно учесть предпочтения города,
которые в статье обозначаем отношением ≻ . Запись i ≻ j означает, что
игрок (район) i предпочтительнее игрока j, где i, j ∈ N.
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Характеристическая функция кооперативной игры хранит в себе ин-
формацию о числе жителей, которые заинтересованы в конкретном об-
щественном пространстве, а предпочтения ≻ отражают намерения и спо-
собности города разместить в том или ином районе общественное про-
странство.

Для решения задачи распределения ресурса используется следующий
подход. Сначала формулируем аксиомы, которые характерны для зада-
чи распределения общественного пространства. С помощью аксиом вы-
водим значение кооперативной игры, в котором у каждого игрока есть
свой вес в коалиции. Вес одного и того же игрока в разных коалициях
разный. Далее, используя аксиоматические и оптимизационные методы,
выбираем веса игроков некоторым справедливым или оптимальным спо-
собом.

Отметим, что большинство работ в области исследования операций,
урбанизации, индустриальной организации используют только оптими-
зационные и эмпирические методы решения проблем общественных про-
странств [1–3]. Здесь мы показываем, как можно решить задачу рас-
пределения общественного пространства по районам города с помощью
методов кооперативной теории игр, учитывая предпочтения общества
и города.

Результаты. В ходе исследования проблемы распределения обще-
ственного пространства получены следующие основные результаты:

• составлена аксиоматика для весового экспертного значения коопе-
ративной игры (теорема 1);

• рассчитана оптимальная площадь для единственного вида обще-
ственного пространства (теорема 2).

С помощью методов кооперативной теории игр в статье выводится
специальное значение кооперативной игры. Сформулированные аксио-
мы имеют физический смысл для решения задачи распределения обще-
ственного пространства. В теореме 1 показано, что аксиомам линейности,
эффективности и предпочтения удовлетворяет значение кооперативной
игры такое, что у каждого игрока существует вес для каждой коали-
ции. Стоит вопрос о том, как подобрать веса игроков. Для этого в статье
предлагается два подхода. Первый подход аксиоматический, второй —
оптимизационный. С помощью оптимизационного подхода показано, как
можно рассчитать оптимальную площадь для единственного вида обще-
ственного пространства.

1. Основные обозначения и определения

Кооперативная игра — это пара (N, v), где N = {1, 2, . . . , n}— множе-
ство игроков и v : 2N → R, v(∅) = 0,— характеристическая функция.
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Обозначим через G(N) множество всех характеристических функций
для множества игроков N, т. е. G(N) = {v : 2N → R | v(∅) = 0}. Значени-

ем кооперативной игры называется отображение ϕ : G(N) → Rn. Число
ϕi(v) называется значением игрока i ∈ N в кооперативной игре (N, v).

Пусть ∅ ⊂ K ⊆ N. Единичная кооперативная игра — это пара (N, vK),
где

vK(S) =

®

1, если S = K,

0, если S 6= K.

Множество характеристических функций {vK | ∅ ⊂ K ⊆ N} образу-
ет базис в пространстве G(N). Характеристическая функция v ∈ G(N)
может быть представлена единственным образом в виде линейной комби-
нации характеристических функций единичных кооперативных игр сле-
дующим образом:

v(S) =
∑

∅⊂K⊆N

v(K)vK(S), S ⊆ N.

Будем предполагать, что существует общий порядок предпочтений
игроков 1 � 2 � · · · � n.

2. Весовое экспертное значение

В этом разделе вводим аксиомы, которые учитывают предпочтения
в кооперативной игре.

Аксиома предпочтения. Для любых i, j ∈ N, K ⊆ N, K 6= ∅, если

i ≻ j, то ϕi(vK) > ϕj(vK).

В аксиоме предпочтения задано отношение предпочтительности меж-
ду игроками для любой единичной игры. Обычно в игре (N, vK) агенты
из коалиции K получают выигрыш не меньше нуля, а выигрыш каждо-
го игрока из множества N \ K — это нуль. Такое свойство дележа обу-
словлено только математическими свойствами единичных кооператив-
ных игр. В действительности нулевые игроки могут получать ненулевой
выигрыш. Аксиома предпочтения это учитывает. Например, если значе-
ние игрока i в игре (N, vK) неотрицательно и для игрока j ∈ N \K имеет
место j ≻ i, то согласно аксиоме предпочтения ϕj(vK) > 0.

Аксиома линейности. Для любых характеристических функций

v,w ∈ G(N) и констант α, β ∈ R имеем

ϕ(αv + βw) = αϕ(v) + βϕ(w).

Аксиома эффективности. Для любой характеристической функ-

ции v ∈ G(N) имеем
∑

i∈N

ϕi(v) = v(N).
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Теорема 1. Значение ϕ удовлетворяет аксиомам предпочтения, ли-

нейности и эффективности, если и только если существуют числа wi
S ,

i ∈ N, ∅ ⊂ S ⊆ N, такие, что

∑

j∈N

wj
S =

®

1, если S = N,

0, если S 6= N,
(1)

и значение игрока i ∈ N в кооперативной игре (N, v) равно

ϕi(v) =
∑

∅⊂S⊂N

wi
S · v(S) + wi

N
∑

j∈N
wj
N

· v(N).

Доказательство. Необходимость. Пусть существуют числа wi
S ,

∅ ⊂ S ⊆ N, такие, что имеет место (1), а значение ϕi(v) определено
в условии теоремы. Покажем, что выполняются аксиомы линейности,
эффективности и предпочтения.

Линейность. Так как ϕi(v) задано линейным выражением относи-
тельно переменных v(S), ∅ ⊂ S ⊆ N, то ϕi(v) удовлетворяет условию
линейности.

Эффективность. Покажем, что сумма значений игроков равна v(N):

∑

i∈N

ϕi(v) =
∑

i∈N

Å

∑

∅⊂S⊂N

wi
S · v(S) + wi

N
∑

j∈N
wj
N

· v(N)

ã

=

=
∑

∅⊂S⊂N

v(S) ·
∑

i∈N

wi
S

︸ ︷︷ ︸

0

+

∑

i∈N

wi
N

∑

j∈N

wj
N

· v(N) = v(N).

Аксиома предпочтения. Пусть ∅ ⊂ K ⊆ N. Вычислим

ϕi(vK) =
∑

∅⊂S⊂N

wi
S · vK(S) +

wi
N

∑

j∈N
wj
N

· vK(N) =







wi
K , K 6= N,
wi

N∑

j∈N

wj
N

, K = N.

Согласно аксиоме предпочтения если i ≻ j, то должно выполняться
ϕi(vK) > ϕj(vK). Учитывая явный вид значения ϕi(vK), неравенство
ϕi(vK) > ϕj(vK) верно, если и только если wi

K > wj
K для любого K ⊆ N,

K 6= ∅. Следовательно, существуют веса wi
K , i ∈ N, ∅ ⊂ K ⊆ N, при

которых аксиома предпочтения выполняется.

Достаточность. Пусть ϕ удовлетворяет аксиомам предпочтения,
линейности и эффективности. Покажем, что существуют веса игроков,
для которых ϕ определено в условии теоремы.
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Можем представить любую характеристическую функцию в виде ли-
нейной комбинации единичных характеристических функций:

v(S) =
∑

∅⊂K⊆N

v(S)vK(S), S ⊆ N.

Так как ϕ удовлетворяет свойству линейности, имеем

ϕ(v) =
∑

∅⊂K⊆N

vϕ(vK).

Пусть v = vK и i1 ≻K i2 ≻K · · · ≻K in, где (i1, i2, . . . , in)— некото-
рая перестановка игроков. Из аксиомы предпочтения и эффективности
получаем

ϕi1(vK) > ϕi2(vK) > . . . > ϕin(vK),

∑

i∈N

ϕi(vK) = v(K) =

®

0, если K 6= N,

1, если K = N.

Следовательно, существуют описанные веса игроков такие, что выиг-
рыш игрока i в единичной кооперативной игре (N, vK) можно предста-
вить в виде

ϕi(vK) =







wi
K , если K 6= N,
wi

N∑

j∈N

wj
N

, если K = N.

Значит, значение ϕi(v) можно записать следующим образом:

ϕi(v) =
∑

∅⊂K⊆N

vϕi(vK) =
∑

∅⊂S⊂N

wi
S · v(S) + wi

N
∑

j∈N

wj
N

· v(N).

Теорема 1 доказана.

Значение ϕi(v), определённое в теореме 1, будем называть весовым

экспертным значением игрока i в кооперативной игре (N, v). Значение
ϕ(v) называем экспертным, поскольку некий эксперт даёт нам инфор-
мацию о предпочтениях для каждой единичной кооперативной игры.
Обычно такую информацию исследователи задают самостоятельно пу-
тём введения некоторых аксиом (нулевые игроки получают нуль, выиг-
рыши симметричных игроков равны и т. п.). Наш подход шире, так как
веса игроков можно задать исходя из аксиом или с помощью эксперта.

Заметим, что если wi
K = 0 для любых i ∈ N и K ⊂ N, то получим

пропорциональный делёж (proportional rule) [4, 5]

ϕi(v) =
wi
N

∑

j∈N

wj
N

· v(N),
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частным случаем которого является равномерный делёж (equal division
value) [6–8]

ϕi(v) =
v(N)

|N | .

Аксиоматика равномерного дележа приведена в работе [9], в основе ко-
торой лежит аксиома аннулирующего игрока (nullifying players). Игрок
i ∈ N в кооперативной игре (N, v) называется аннулирующим, если
v(S ∪ {i}) = 0 для любого S ⊆ N \ {i}. Тогда согласно рассматрива-
емой аксиоме выигрыш аннулирующего игрока — это нуль. В зависимо-
сти от весов игроков весовое экспертное значение аннулирующего игрока
может быть как равно нулю, так и нет.

Подобрав веса специальным образом, так же можем получить другие
классические дележи. Например, когда

wi
K =







1
|N | , если K = N,

− 1
|N | , если K = {j}, j 6= i,

1− 1
|N | , если K = {i},

0 иначе,

получим делёж с равно пропорциональным делением остатка (equal sur-
plus division solution) [10, 11]

ϕi(v) = v({i}) + 1

|N |

Å

v(N)−
∑

j∈N

v({j})
ã

.

Когда веса имеют вид

wi
K =

{
(|K|−1)!(|N |−|K|)!

|N |! , если i ∈ K,

− (|K|−1)!(|N |−|K|)!
|N |! , если i 6∈ K,

весовое экспертное значение — это значение Шепли [12, 13]

ϕi(v) =
∑

i∈K⊆N

(|K| − 1)!(|N | − |K|)!
|N |! · (v(K)− v(K \ {i})).

Заметим, что для перечисленных дележей при любом ∅ ⊂ K ⊆ N
веса удовлетворяют ограничению теоремы 1, а именно:

∑

j∈N

wj
K =

®

1, если K = N,

0, если K 6= N.

Весовое экспертное значение охватывает достаточно широкий класс
дележей из-за того, что вес одного и того же игрока в разных коалициях
различен. Однако мы не можем подбирать веса произвольным образом,
так как они хранят в себе информацию о предпочтениях в единичных
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кооперативных играх. Возникает вопрос: как задать числа wi
K , i ∈ N,

∅ ⊂ K ⊆ N , зная предпочтения эксперта. Далее сформулируем аксиомы,
которые позволяют определить веса игроков единственным образом.

3. Аксиоматические методы нахождения весов

В этом разделе вводим аксиомы, которые характерны для задачи рас-
пределения ресурса и позволяют упростить весовое экспертное значение
каждого игрока.

Пусть имеется только два игрока, т. е. N = {1, 2}. Напомним, что
игрок i ∈ N аннулирующий в игре (N, v), если v(K∪{i}) = 0 для любого
K ⊆ N \ {i}.

Аксиома сверхнулевого игрока. Если в кооперативной игре (N, v)
игрок i ∈ N аннулирующий и j � i для любого j ∈ N \ {i}, то ϕi(v) = 0.

Если игрок является одновременно аннулирующим и самым не пред-
почтительным, то согласно аксиоме сверхнулевого игрока его выигрыш
равен нулю.

Аксиома равенства критериев. Если i, j ∈ N — аннулирующий

и не аннулирующий игроки соответственно в кооперативной игре (N, v),
причём i � j, то ϕi(v) = ϕj(v).

С одной стороны, если игрок i ∈ N аннулирующий, а j ∈ N нет,
то ϕj(v) > ϕi(v). С другой стороны, игрок i предпочтительнее игрока j,
т. е. i � j, и должно выполняться ϕi(v) > ϕj(v). Если выполняется
ϕj(v) > ϕi(v) или ϕj(v) < ϕi(v), то свойство аннулирования доминирует
свойство предпочтений, или наоборот. В аксиоме равенства критериев
предполагается, что ϕi(v) = ϕj(v), т. е. нельзя выделить доминирующий
критерий.

Утверждение. Пусть N = {1, 2}, 1 � 2. Значение ϕ : G({1, 2}) → R2

удовлетворяет аксиомам сверхнулевого игрока, равенства критериев, ли-

нейности и эффективности, если и только если существуют w1, w2 ∈ R,
w1 > w2, такие, что

ϕ1(v) =
w1

w1 + w2
· v({1, 2}), ϕ2(v) =

w2

w1 + w2
· v({1, 2}).

Доказательство. Необходимость. Покажем, что

ϕ(v) =

Å

w1

w1 + w2
· v({1, 2}), w2

w1 + w2
· v({1, 2})

ã

удовлетворяет аксиомам из утверждения. Аксиома линейности выпол-
няется, так как ϕi(v), i ∈ {1, 2}, выражается линейно через v({1, 2}).
Поскольку ϕ1({1, 2}) + ϕ2({1, 2}) = v({1, 2}), верна аксиома эффектив-
ности.
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Пусть игрок 2 аннулирующий, тогда v({2}) = v({1, 2}) = 0. Так как
1 ≻ 2, то 2 — сверхнулевой игрок и должно выполняться ϕ2(v) = 0. Ак-
сиома сверхнулевого игрока выполняется, поскольку

ϕ2(v) =
w2

w1 + w2
· v({1, 2}) = 0.

Пусть только игрок 1 аннулирующий, тогда v({1}) = v({1, 2}) = 0.
Так как 1 ≻ 2, то согласно аксиоме равенства критериев должно выпол-
няться ϕ1(v) = ϕ2(v), что верно, поскольку ϕ1(v) = ϕ2(v) = 0. Таким
образом, ϕ удовлетворяет аксиомам из утверждения.

Достаточность. Покажем, что значение ϕ(v), удовлетворяющее пе-
речисленным аксиомам, единственно.

Из аксиомы линейности следует, что

ϕ1(v) = v({1})ϕ1(v1) + v({2})ϕ1(v2) + v({1, 2})ϕ1(v1,2),

ϕ2(v) = v({1})ϕ2(v1) + v({2})ϕ2(v2) + v({1, 2})ϕ2(v1,2).

В игре (N, v1) игрок 2 сверхнулевой, поэтому ϕ2(v1) = 0. Из аксиомы
эффективности следует, что ϕ1(v1) + ϕ2(v1) = v1({1, 2}) = 0, значит,
ϕ1(v1) = ϕ2(v1) = 0.

Для игры (N, v2) из выполнения аксиом равенства критериев и эф-
фективности следует, что ϕ1(v2) = ϕ2(v2) и

ϕ1(v2) + ϕ2(v2) = v2({1, 2}) = 0,

значит, ϕ1(v2) = ϕ2(v2) = 0.
Для игры (N, v12) игроки 1 и 2 не аннулирующие. Из аксиомы эффек-

тивности следует, что ϕ1(v12) +ϕ2(v12) = v12({1, 2}) = 1. Следовательно,
существуют w1, w2 ∈ R такие, что

ϕ1(v12) =
w1

w1 + w2
, ϕ2(v12) =

w2

w1 + w2
.

Так как разложение характеристической функции v по базису един-
ственно и значения ϕi(vK), i ∈ N, ∅ ⊂ K ⊆ N, вычисляются однозначно,
значения ϕi(v), i ∈ {1, 2}, определяются единственным образом:

ϕ1(v) = v({1})ϕ1(v1) + v({2})ϕ1(v2) +

+ v({1, 2})ϕ1(v1,2) =
w1

w1 + w2
· v({1, 2}),

ϕ2(v) = v({1})ϕ2(v1) + v({2})ϕ2(v2) +

+ v({1, 2})ϕ2(v1,2) =
w2

w1 + w2
· v({1, 2}).

Утверждение доказано.
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Упрощая весовое экспертное значение путём расширения списка ак-
сиом, можно получить известные значения игры или их аналоги. Так,
например, в утверждении 1 получено весовое значение для двух игро-
ков. Добавление новых аксиом в аксиоматику весового экспертного зна-
чения будет приводить к обнулению или равенству весов либо получится
некоторое другое элементарное упрощение. Если действительно нужно
добавить новые аксиомы, то желательно проверить, подойдут ли клас-
сические дележи в качестве решения задачи распределения ресурса.

Далее фокусируемся на оптимизационных методах нахождения весов.

4. Оптимизационные методы нахождения весов

4.1. Задача выпуклого программирования для одного типа

общественного пространства. В этом разделе показываем, как мож-
но найти веса игроков с помощью методов оптимизации.

Так как игрок — это район, а значение характеристической функции
v(K), K ⊆ N,— это число людей, которые заинтересованы в обществен-
ном пространстве в районах из K, значение ϕi(v) показывает число иг-
роков, которые будут пользоваться общественным пространством в рай-
оне i.

Можем учитывать значения ϕi(v), i ∈ N, при распределении обще-
ственного пространства. Площадь, выделяемую под общественное про-
странство, можно считать равной αiϕ

2
i (v), где αi ∈ R+, i ∈ N . Мы заин-

тересованы в таком распределении, которое удовлетворяет человеческим
нуждам и при этом занимает минимальную площадь. Стало быть, для
задачи распределения общественного пространства достаточно миними-
зировать суммарную площадь районов, выделяемую под общественное
пространство:

F (w) =
∑

i∈N

αiϕ
2
i (v) → min

wi
S
,

i∈S⊆N

,

∑

i∈S

wi
S =

®

0, если S ⊂ N,

1, если S = N,

wi
N > 0, i ∈ N.

Получили оптимизационную модель для нахождения весов игроков.
Числа ϕi(v), i ∈ N, зависят от wi

S, ∅ ⊂ S ⊆ N, а w = {wi
S}i∈N, S⊆N .

Теорема 2. Суммарная оптимальная площадь, занятая под един-

ственный тип общественного пространства, равна

F (w∗) =
v(N)
∑

i∈N
α−1
i

.
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Доказательство. Функция Лагранжа задачи минимизации F (w)
имеет вид

L(w, λ) =
∑

i∈N

αi

Å

∑

∅⊂S⊆N

wi
S · v(S)

ã2

+

+
∑

∅⊂S⊂N

λS

∑

i∈S

wi
S + λN

Å

∑

i∈N

wi
N − 1

ã

.

Целевая функция выпуклая, а ограничения системы линейны. Запи-
шем необходимые условия для нахождения стационарной точки функции
Лагранжа:

∂L

∂wi
K

= 2αiv(K)
∑

∅⊂S⊆N

wi
Sv(S) + λK = 0, ∅ ⊂ K ⊆ N,

∑

i∈S

wi
S =

®

0, если S ⊂ N,

1, если S = N,

wi
N > 0, i ∈ N.

Пусть wi
K = 0 для любых i ∈ K, ∅ ⊂ K ⊂ N. Найдём значения wi

N
из системы







2wi
Nαiv(N) + λ = 0, i ∈ N,

∑

i∈N
wi
N = 1.

Получим

wi
N =

α−1
i

∑

j∈N
α−1
j

, i ∈ N,

и числа λK , ∅ ⊂ K ⊆ N имеют вид

λK = − 2v(N)
∑

j∈N
α−1
j

· v(K).

Числа wi
N удовлетворяют ограничению неотрицательности. Таким обра-

зом, веса игроков имеют вид

wi
K = 0, i ∈ K, ∅ ⊂ K ⊂ N,

wi
N =

α−1
i

∑

j∈N

α−1
j

, i ∈ N.
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Поставляя найденные веса игроков в целевую функцию, получим

F (w∗) =
v(N)
∑

i∈N
α−1
i

.

Теорема 2 доказана.

4.2. Числовой пример. Парки, сады, парковки могут расширять-
ся или, наоборот, их территория может уменьшиться. Так, например,
парковку могут закрыть полностью или отдать под неё близлежащие
территории. Рассмотрим задачу расширения парков. Анализируем толь-
ко парки Калининского района города Санкт-Петербург, изображённые
на рис. 1.

Рис. 1. Карта парков

Названия парков и нормированное число жителей вблизи парка (ai)
приведены в табл. 1.

Если некоторый человек находится в парке, то он может перейти
в расположенный рядом парк. Также жители могут выбрать парк, ко-
торый расположен не рядом с ними. Предполагаем, что переходы людей
между парками происходят, если между соответствующими парками су-
ществует ребро в весовом графе парков, изображённом на рис. 2.

Вес ребра показывает связь между графами. Чем меньше вес ребра,
тем менее вероятно, что люди будут переходить между графами.
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Таблица 1

Парки и число жителей вблизи них

№ Парк ai
1 Сосновка 0,14
2 Центральная аллея парка «Сосновка» 0,14
3 Сад Бенуа 0,07
4 Вавилонский сквер 0,06
5 Сад Верности 0,09
6 Парк Политехнического университета 0,13
7 Сад «Серебряный пруд» 0,08
8 Сквер Академика Михачёва 0,08
9 Сквер Блокадников 0,08
10 Пискарёвский парк 0,13

Построим характеристическую функцию кооперативной игры (N, v),
N = {1, 2, . . . , 10}, следующим образом:

v({i}) = ai −
∑

j∈Ni

rijai +
∑

j∈Ni

rjiaj , i ∈ N,

v(K) =
∑

i∈K

v({i}), ∅ ⊂ K ⊆ N,

где Ni, i ∈ N,— множество парков таких, что для любого j ∈ Ni суще-
ствует ребро {i, j} в графе на рис. 2. Число rij — это доля людей, которые
переходят из парка i в парк j. Считаем, что rij = rji. Можно сказать,
что числа rij хранят в себе только информацию о расстоянии между
парками i и j. Значения чисел rij отображены на рис. 2.

1 2 3 4 5

1098

7 6

0,9 0,7 0,1 0,1

0,3

0,8

0,3

0,10,8

0,8

0,5

Рис. 2. Весовой граф
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Пусть αi = a−1
i , i ∈ N. Тогда согласно теореме 2 оптимальная пло-

щадь парков для коалиции N равна

v(N)
∑

i∈N
α−1
i

=
v(N)
∑

i∈N

ai
= 1.

В силу нормировки и свойства v(K) =
∑

i∈K

v({i}) получаем единичную

оптимальную площадь. Решая оптимизационную задачу для парков 1и 2,
получаем

v({1})
α−1
1

=
a1 − 0,9a1 + 0,9a2

a1
= 1,

v({2})
α−1
2

=
a2 − 0,9a2 − 0,7a2 − 0,5a2 + 0,9a1 + 0,7a3 + 0,5a7

a2
= 0,025.

Таким образом, площадь парка 1 (Сосновка) должна быть в среднем
в 40 раз больше площади парка 2 (Центральная аллея), что соответ-
ствует действительности. Рассчитывая оптимальные значения площадей
парков можно понять, какие парки нуждаются в расширении.

Заключение

Проблемы распределения общественных пространств актуальны для
больших городов и требуют математических подходов к решению. Для
решения таких проблем нужно учитывать мнения жителей города, его
инфраструктуру, бюджетные ограничения. В настоящей статье показа-
но, что мнение жителей можно учесть с помощью предпочтений в ко-
оперативной игре и вывести соответствующий делёж. Чтобы среди до-
пустимых дележей выделить единственный делёж, можно использовать
как аксиоматические, так и оптимизационные подходы.
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ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ ЧЁТНЫХ И НЕЧЁТНЫХ
ХОРДОВЫХ ДИАГРАММ
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Физико-математический институт ФИЦ Коми НЦ УрО РАН,
ул. Коммунистическая, 24, 167982 Сыктывкар, Россия

E-mail: defimov@ipm.komisc.ru

Аннотация. Рассматривается общий метод перечисления различ-
ных классов хордовых диаграмм с чётным и нечётным числом пе-
ресечений хорд. В основе метода лежит вычисление пфаффиана
и гафниана матрицы ограничений, характеризующей класс диа-
грамм. Табл. 3, ил. 6, библиогр. 23.

Ключевые слова: хордовая диаграмма, пфаффиан, гафниан.

Введение

Пусть n— чётное натуральное число. Хордовой диаграммой на n вер-
шинах называется простой граф, все вершины которого расположены
на окружности, пронумерованы последовательно числами от 1 до n по ча-
совой стрелке, и каждая вершина соединена ребром (хордой окружности)
ровно с одной другой вершиной (рис. 1). Наряду с хордовой диаграммой
также часто рассматривают её линейный эквивалент, располагая вер-
шины не вдоль окружности, а вдоль отрезка горизонтальной прямой,
и изображая рёбра в виде дуг. При этом говорят о линейной хордовой
диаграмме.

1

2

3

4

5

6

Рис. 1. Хордовая диаграмма на шести вершинах

© Д. Б. Ефимов, 2024
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С хордовыми диаграммами связано много интересных теоретико-ве-
роятностных и комбинаторных задач [1–5]. Они также выступают в ка-
честве удобной содержательной модели в задачах других разделов ма-
тематики (топологии, теории представлений), а также в задачах других
научных дисциплин (например биологии). Довольно подробный обзор
применения хордовых диаграмм можно найти в [6].

Один из аспектов изучения хордовых диаграмм связан с комбинато-
рикой и статистикой числа пересечений их рёбер. Впервые задача пе-
речисления хордовых диаграмм с заданным числом хорд и с заданным
числом пересечений хорд была рассмотрена в работах Тушара [7] и Ри-
ордана [8]. В последнее время появился ряд работ, посвящённых изуче-
нию хордовых диаграмм с точки зрения их графов пересечений (chord
intersection graph) [6, 9, 10]. Вершины такого графа соответствуют хор-
дам диаграммы, а роль ребра играет факт пересечения хорд в диаграмме,
т. е. две вершины соединяются ребром в том и только том случае, когда
соответствующие им хорды пересекаются.

Настоящая работа также посвящена комбинаторике пересечений рё-
бер хордовых диаграмм, а именно рассматривается вопрос перечисления
чётных и нечётных хордовых диаграмм, т. е. хордовых диаграмм с чёт-
ным и нечётным числом пересечений рёбер. В разд. 1 приводится общий
метод перечисления чётных и нечётных хордовых диаграмм с заданны-
ми свойствами, основанный на комбинации таких функций от матриц,
как пфаффиан и гафниан. В разд. 2 доказываются некоторые общие
утверждения, а полученные результаты применяются для перечисления
чётных и нечётных хордовых диаграмм некоторых конкретных классов.

1. Описание метода перечисления

Рассмотрим сначала общий метод перечисления чётных и нечётных
перестановок с ограниченными позициями, основанный на комбинации
таких функций от матриц, как определитель и перманент [11, 12]. На-
помним, что перманент матрицы A = (aij) порядка n определяется сле-
дующим образом [13]:

perA =
∑

σ∈Sn

n∏

i=1

ai,σ(i),

где Sn — множество всех перестановок порядка n. Таким образом, перма-
нент матрицы в отличие от её определителя игнорирует знаки переста-
новок, по которым идёт суммирование. Предположим, что A— это (0, 1)-
матрица. Тогда она задаёт некоторый класс PA (ограниченных) переста-
новок порядка n: в этот класс попадают те и только те перестановки,
матрицы которых не превосходят поэлементно матрицу A. Обозначим
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через EPA и OPA множество чётных и нечётных перестановок из PA

соответственно. Нетрудно видеть, что перманент матрицы A равен об-
щему числу перестановок в классе PA, а определитель матрицы A равен
разности между числом чётных и нечётных перестановок в PA:

perA = |PA|, detA = |EPA| − |OPA|.
Отсюда следует, что число чётных и нечётных перестановок в классе PA

можно определить с помощью следующих формул:

|EPA| =
perA+ detA

2
, |OPA| =

perA− detA

2
. (1)

Введём понятие двудольной хордовой диаграммы. Под такой диаграм-
мой будем понимать простой двудольный граф на 2n вершинах степени 1,
расположенных на окружности, причём вершины u1, u2, . . . , un первой
доли расположены в правой части окружности по часовой стрелке, а вер-
шины v1, v2, . . . , vn — в левой части против часовой стрелки. Назовём та-
кую диаграмму чётной, если её рёбра имеют чётное число взаимных
пересечений, и нечётной в противном случае (рис. 2).

u1

u2

u3

v1

v2

v3

Рис. 2. Чётная двудольная хордовая диаграмма на шести вершинах

Отметим, что любая (0, 1)-матрица A порядка n однозначно задаёт
семейство BDA двудольных хордовых диаграмм на 2n вершинах, в ко-
торое входят те и только те диаграммы, матрица бисмежности которых
не превосходит поэлементно A. Любой перестановке из класса PA с мат-
рицей M можно однозначно поставить в соответствие двудольную хордо-
вую диаграмму из BDA с матрицей бисмежности M, при этом чётности
перестановки и диаграммы будут совпадать. Отсюда следует, что фор-
мулы (1) можно также применять для перечисления чётных и нечётных
двудольных хордовых диаграмм в заданных классах. Отметим также,
что если рассматривать A как матрицу бисмежности двудольного графа,
то каждой диаграмме из BDA будет однозначно соответствовать некото-
рое совершенное паросочетание данного графа.

Аналогичную роль в задачах перечисления хордовых диаграмм мо-
жет играть комбинация таких функций от матриц как пфаффиан и гаф-
ниан. Сделаем сначала несколько предварительных замечаний. Вполне
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очевидно, что существует взаимно однозначное соответствие между мно-
жеством хордовых диаграмм на n = 2m вершинах и множеством неупо-
рядоченных разбиений множества I = {1, 2, . . . , n} на непересекающиеся
неупорядоченные пары {(a1, b1), (a2, b2), . . . , (am, bm)}. Паре (ai, bi) одно-
значно соответствует ребро хордовой диаграммы, соединяющее вершины
с номерами ai и bi. В дальнейшем не будем различать эти два множества
и обозначим их через Dn. В зависимости от контекста под данным обозна-
чением будем понимать ту или иную интерпретацию. Также условимся,
что при записи ребра в виде пары чисел на первом месте будет сто-
ять меньшее число. Пусть (i, j) и (k, l)— два ребра хордовой диаграммы.
Нетрудно видеть, что эти два ребра геометрически пересекаются тогда
и только тогда, когда выполняется одно из двух неравенств: i < k < j < l
или k < i < l < j. Знаком sgnα хордовой диаграммы α назовём число
(−1)p, где p— число пересечений рёбер из α. Будем говорить, что хор-
довая диаграмма α чётная (нечётная), если sgnα = 1 (sgnα = −1),
т. е. если α имеет чётное (нечётное) число пересечений рёбер. Множе-
ство всех чётных хордовых диаграмм на n вершинах обозначим через
EDn, а нечётных — через ODn.

Пфаффиан кососимметричной матрицы A = (aij) чётного порядка n
можно определить следующим образом [14]:

Pf A =
∑

α∈Dn

sgnα
∏

(i,j)∈α

aij.

Если не учитывать знаки хордовых диаграмм и вместо кососимметрич-
ной матрицы взять симметричную, получим определение гафниана [15,
гл. 4]:

Hf A =
∑

α∈Dn

∏

(i,j)∈α

aij.

Произвольная симметричная (0, 1)-матрица A чётного порядка с нуле-
вой главной диагональю задаёт некоторое семейство DA хордовых диа-
грамм: семейство DA состоит из хордовых диаграмм, матрицы смеж-
ности которых поэлементно не превосходят A. Если рассматривать A
как матрицу смежности некоторого графа, то любой хордовой диаграм-
ме из DA с матрицей смежности M однозначно соответствует совер-
шенное паросочетание данного графа с такой же матрицей смежности.
Имея в виду это соответствие, будем иногда говорить о хордовых диа-
граммах графа, подразумевая соответствующие совершенные паросоче-
тания. Нетрудно заметить, что гафниан матрицы A равен общему чис-
лу диаграмм в семействе DA. Действительно, при вычислении гафниана
суммирование идёт по всевозможным хордовым диаграммам, но ненуле-
вые слагаемые (каждое из которых равно 1) возникают на тех и только
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тех диаграммах, все рёбра которых соответствуют ненулевым элементам
матрицы A.

Обозначим через A′ кососимметричную матрицу, которая получается
из матрицы A заменой всех ненулевых элементов ниже главной диагона-
ли на −1. Если вычислить пфаффиан такой матрицы, то каждая чётная
хордовая диаграмма из семейства DA будет вносить вклад 1 в общую
сумму, а нечётная диаграмма — вклад −1. Таким образом, пфаффиан
такой матрицы будет равен разности между числом чётных и нечётных
хордовых диаграмм из DA.

Пусть A— симметричная (0, 1)-матрица чётного порядка. Обозначим
через EDA и ODA множества чётных и нечётных хордовых диаграмм
из семейства DA соответственно. Из вышесказанного следует, что

Hf A = |DA| = |EDA|+ |ODA|, Pf A′ = |EDA| − |ODA|.
Отсюда

|EDA| =
Hf A+ Pf A′

2
, |ODA| =

Hf A− Pf A′

2
. (2)

В терминах графов пересечений формулы (2) позволяют найти общее
число графов пересечений данного набора хордовых диаграмм с чётным
(нечётным) числом рёбер.

Пример 1. Рассмотрим матрицу

A =

Ü

0 1 0 1
1 0 1 1
0 1 0 1
1 1 1 0

ê

.

Единственный её нулевой элемент выше главной диагонали находит-
ся на позиции (1, 3), поэтому данной матрице соответствует семейство
хордовых диаграмм на четырёх вершинах, в которых нет ребра (1, 3).
Нетрудно подсчитать, что Hf A = Pf A′ = 2. Это согласуется с тем, что
семейство DA состоит из двух диаграмм, каждая из которых имеет ну-
левое число пересечений рёбер (рис. 3).

1

23

4 1

23

4

Рис. 3. Семейство хордовых диаграмм на четырёх вершинах,
в которых нет ребра (1, 3)
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Отметим, что чётным и нечётным хордовым диаграммам можно дать
интерпретацию на языке диаграмм Брауэра [16–18], что является обоб-
щением интерпретации двудольных хордовых диаграмм через переста-
новки.

Чтобы применять формулы (2), необходимо, как бы банально это
ни звучало, уметь вычислять пфаффиан и гафниан. Наибольшим кам-
нем преткновения в этой связке является гафниан. Сложность его вы-
числения заведомо не меньше сложности вычисления перманента, а по-
следняя задача, как известно, принадлежит как минимум к классу NP-
полных задач. Тем не менее, существует ряд в той или иной степени эф-
фективных алгоритмов для вычисления гафниана специальных типов
матриц (см., например, [19]). Особо отметим изящный метод эффектив-
ного вычисления гафниана матриц смежности планарных графов, раз-
работанный Кастелейном в 1960-х гг. в рамках решения задач статисти-
ческой физики (см., например, [20, гл. 8]). К этому методу ещё вернёмся
в разд. 2. Существуют также алгоритмы для эффективного вычисления
пфаффиана [21, 22].

В данной работе нас больше интересует не алгоритмический, а анали-
тический подход. В разд. 2 докажем несколько несложных, но полезных
утверждений, характеризующих число чётных и нечётных хордовых диа-
грамм в различных классах диаграмм, а также рассмотрим некоторые
примеры, когда на основе общих свойств пфаффиана и гафниана можно
получить точные аналитические формулы, выражающие число чётных
и нечётных хордовых диаграмм в классе диаграмм (в графе).

2. Утверждения и примеры

2.1. Свойства пфаффиана и гафниана. Прежде чем переходить
к доказательству утверждений и рассмотрению примеров, перечислим
некоторые известные свойства пфаффиана и гафниана, используемые
в дальнейшем.

Пусть дана кососимметричная матрица A = (aij) n-го порядка. Пфаф-
фиан матрицы A обладает следующим свойством разложения по i-й
строке:

Pf A =

n∑

j=1, j 6=i

(−1)i+j+1+θ(i−j)aij Pf A(i, j),

где A(i, j) — матрица, которая получается из матрицы A удалением строк
и столбцов с номерами i и j, θ — функция Хевисайда. Применительно
к первой строке данная формула приобретает более простой вид:

Pf A =

n∑

j=2

(−1)ja1j Pf A(1, j). (3)
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Пфаффиан кососимметричной матрицы тесно связан с её определителем,
а именно, справедливо следующее соотношение:

|Pf A| =
√
detA. (4)

Пусть B — произвольная матрица порядка n. Имеет место следующее
свойство:

Pf(BABT ) = det(B) Pf(A). (5)

В частности, отсюда следует, что пфаффиан матрицы не меняется при
таких элементарных преобразованиях, как перестановка строк совмест-
но с аналогичной перестановкой столбцов, а также прибавление к одной
строке другой, умноженной на произвольное число, соединённое с ана-
логичной операцией над столбцами с такими же номерами.

Пусть A и B — две кососимметричные матрицы чётного порядка n.
Тогда справедлива следующая формула, выражающая пфаффиан сум-
мы матриц через сумму произведений пфаффианов подматриц [14]:

Pf(A+B) =
∑

J

(−1)|J |/2(−1)s(J) Pf(A[J ]) Pf(B(J)), (6)

где суммирование ведётся по всем подмножествам чётной мощности J ⊆
{1, 2, . . . , n}, s(J) = ∑

j∈J

j (при этом s(∅) = 0), A[J ]— матрица, получен-

ная из матрицы A выбором строк и столбцов с номерами из J, B(J)—
матрица, полученная из матрицы B вычёркиванием строк и столбцов
с номерами из J. По определению считаем, что пфаффиан (0 × 0)-мат-
рицы равен 1.

Для гафниана справедливы аналогичные формулы, причём, выгля-
дят они проще за счёт того, что гафниан не учитывает знаки хордовых
диаграмм, по которым идёт суммирование. При этом «платой» за про-
стоту является значительное сужение диапазона применения аналогов
формул (4) и (5) по сравнению со случаем пфаффиана. Имеет место сле-
дующий аналог формулы (6) для гафниана суммы симметричных мат-
риц:

Hf(A+B) =
∑

J

Hf(A[J ])Hf(B(J)). (7)

2.2. Хордовые диаграммы полного графа. Рассмотрим множе-
ство всех хордовых диаграмм с n = 2m вершинами. Напомним, что мы
обозначили его через Dn. Мощность данного множества равна общему
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числу совершенных паросочетаний полного графа с n вершинами, а так-
же равна гафниану матрицы A n-го порядка с нулевой главной диагона-
лью и единичными элементами вне главной диагонали:

A =

à

0 1 . . . 1

1 0
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 . . . 1 0

í

,

|Dn| = Hf A =
(2m)!

m!2m
= (n− 1)!!.

Утверждение 1. В полном графе на 2m вершинах разница между

числом чётных и нечётных хордовых диаграмм равна 1.

Доказательство. Рассмотрим кососимметричную матрицу A′, ко-
торая получается из матрицы A умножением всех элементов ниже глав-
ной диагонали на −1. Разница между числом чётных и нечётных хор-
довых диаграмм в полном графе равна пфаффиану данной матрицы.
Обозначим пфаффиан матрицы A′ порядка 2m через πm. Раскладывая
пфаффиан матрицы A′ по первой строке, получаем рекуррентное соот-
ношение πm = πm−1. Так как π1 = 1, то πm = 1 для любого m > 1.
Утверждение 1 доказано.

Таким образом, с учётом (2) число чётных и нечётных хордовых ди-
грамм полного графа на n вершинах (n— чётное) равно соответственно

|EDn| =
(n− 1)!! + 1

2
, |ODn| =

(n− 1)!!− 1

2
.

Тем самым в обозначениях работы [8] получены суммы коэффициен-
тов Tn,k для чётных и нечётных k при фиксированном n:

|EDn| =
∑

i=0

Tn,2i, |ODn| =
∑

i=0

Tn,2i+1.

Если вместо n поочерёдно подставить чётные числа, то получим после-
довательности, представленные в табл. 1.

Таблица 1

m 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .

|ED2m| 1 2 8 53 473 5198 67 568 1 013 513 . . .

|OD2m| 0 1 7 52 472 5197 67 567 1 013 512 . . .

Отметим, что в [23] эти последовательности имеют номера A193651
и A249349, но там не указана приведённая здесь интерпретация.
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2.3. Беспетлевые хордовые диаграммы. Рассмотрим теперь хор-
довые диаграммы, в которых нет рёбер, соединяющих соседние вершины
(иногда их называют беспетлевыми [2]). Класс таких диаграмм на n =
2m вершинах задаётся симметричной (0, 1)-матрицей A порядка n с ну-
лями на главной диагонали, на примыкающих к ней диагоналях, а так-
же на позициях (1, n) и (n, 1). Такая матрица также является матри-
цей смежности полного графа на n вершинах без гамильтонова цикла
1 − 2 − 3 − · · · − n − 1. Например, при n = 6 матрица A будет иметь
следующий вид:

A =











0 0 1 1 1 0
0 0 0 1 1 1
1 0 0 0 1 1
1 1 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0











.

Утверждение 2. Разность между числом чётных и нечётных бес-

петлевых хордовых диаграмм на 2m, m > 2, вершинах равна 2, если

m ≡ 0 (mod 3), и −1 в противном случае.

Доказательство. Рассмотрим кососимметричную матрицу A′ по-
рядка 2m, которая получается из матрицы A умножением всех элементов
ниже главной диагонали на −1. Пусть πm = Pf A′. Разница между чис-
лом чётных и нечётных беспетлевых хордовых диаграмм на 2m вершинах
равна πm. Чтобы вычислить πm, введём вспомогательную матрицу A′′ по-
рядка 2m, которая отличается от матрицы A′ тем, что a′′1,2m = a′′2m,1 = 1.

Положим ρm = Pf A′′. Учитывая правило (3) разложения пфаффиана
по первой строке, нетрудно видеть, что пфаффианы матриц A′ и A′′ свя-
заны друг с другом следующим соотношением:

πm = ρm − ρm−1, m > 2. (8)

Рассмотрим матрицу A′′ порядка 2m. Вычтем в ней из первой строки
вторую строку и из первого столбца второй столбец, а затем из второй
строки третью строку и из второго столбца третий столбец. В силу свой-
ства (5) пфаффиан матрицы при этом не изменится. Раскладывая затем
пфаффиан получившейся матрицы по первой строке, получаем рекур-
рентное соотношение ρm = −ρm−1− ρm−2, m > 2. Тогда с учётом (8) для
m > 4 получаем

πm = ρm − ρm−1 = −ρm−1 − ρm−2 − (−ρm−2 − ρm−3) =

= −(ρm−1 − ρm−2)− (ρm−2 − ρm−3) = −πm−1 − πm−2.

Нетрудно непосредственно вычислить, что π2 = −1, π3 = 2. Утвержде-
ние 2 доказано.
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Замечание. Eсли представить матрицу A′ порядка 2m в виде сум-
мы двух кососимметричных матриц, в одной из которых все элементы
выше главной диагонали равны 1, и применить формулу (6), выражаю-
щую пфаффиан суммы матриц через сумму произведений пфаффианов
подматриц, то при m > 2 получим

Pf A′ = πm =

m∑

k=0

(−1)m−k
(
Cm−k
m+k + Cm−k−1

m+k−1

)
. (9)

Общее число беcпетлевых хордовых диаграмм на 2m, m > 2, вер-
шинах равно гафниану матрицы A порядка 2m. Чтобы вычислить дан-
ную величину, можно опять представить матрицу A в виде суммы двух
симметричных матриц, одна из которых полностью состоит из единиц
за исключением главной диагонали, и воспользоваться формулой (7).
В результате имеем

Hf A =
m∑

k=0

(−1)m−k
(
Cm−k
m+k + Cm−k−1

m+k−1

)
(2k − 1)!!. (10)

Подставляя (9), (10) в (2), получаем, что общие числа чётных и нечёт-
ных беспетлевых хордовых диаграмм на 2m, m > 2, вершинах можно
выразить следующими суммами:

|EDA| =
m∑

k=0

(−1)m−k
(
Cm−k
m+k + Cm−k−1

m+k−1

)(2k − 1)!! + 1

2
,

|ODA| =
m∑

k=0

(−1)m−k
(
Cm−k
m+k +Cm−k−1

m+k−1

)(2k − 1)!!− 1

2
.

Случай m = 1 стоит особняком: здесь очевидно, что |EDA| = |ODA| = 0.
Отметим, что данные формулы можно также получить с помощью ме-
тода включений-исключений, используя результаты п. 2.2. Подставляя
поочерёдно в эти формулы значения m, получаем целочисленные после-
довательности, представленные в табл. 2.

Таблица 2

m 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .

|EDA| 0 0 3 15 146 1663 22 094 336 735 . . .

|ODA| 0 1 1 16 147 1663 22 095 336 736 . . .

На рис. 4 представлены соответствующие диаграммы для m = 3. Пер-
вые три имеют чётное число пересечений рёбер, последняя — нечётное.

Рассмотрим далее два «пограничных» случая, когда число чётных
и нечётных хордовых диаграмм в графе совпадает и когда в графе есть
только диаграммы одного типа.
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Рис. 4. Беспетлевые хордовые диаграммы на шести вершинах

2.4. Критерий равенства числа чётных и нечётных хордовых

диаграмм. В силу (2) и (4) получаем следующий простой критерий ра-
венства числа чётных и нечётных хордовых диаграмм в рассматривае-
мом классе хордовых диаграмм (в графе).

Утверждение 3. Класс хордовых диаграмм, задаваемый матрицей A
(граф с матрицей смежности A), содержит одинаковое число чётных

и нечётных хордовых диаграмм тогда и только тогда, когда detA′ = 0.

Напомним, что беспорядком (англ. derangement) называется переста-
новка, при которой ни один элемент не остаётся на своём месте (переста-
новка без неподвижных точек). В качестве диаграммного аналога таких
перестановок рассмотрим хордовые диаграммы, в которых нет рёбер ви-
да (2i− 1, 2i). Назовём такие диаграммы хордовыми беспорядками. Мно-
жество таких диаграмм на n = 2m вершинах задаётся симметричной
(0, 1)-матрицей A порядка n с нулевыми элементами на главной диаго-
нали и на позициях (2i− 1, 2i), i = 1, 2, . . . ,m. Данная матрица является
также матрицей смежности полного графа на n вершинах без совершен-
ного паросочетания {(1, 2), (3, 4), . . . , (n − 1, n)}. Например, при n = 6
такая матрица имеет вид

A =











0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0











.

Очевидно, что при любом n определитель соответствующей кососиммет-
ричной матрицы A′ равен нулю. Отсюда в силу утверждения 3 следу-
ет, что для фиксированного n число чётных и нечётных хордовых бес-
порядков совпадает. Для того чтобы вычислить общее число хордовых
беспорядков для фиксированного n, можно представить матрицу A в ви-
де суммы двух симметричных матриц, одна их которых за исключени-
ем главной диагонали полностью состоит из единиц, и воспользоваться
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формулой (7), выражающей гафниан суммы матриц через сумму про-
изведений гафнианов подматриц, или же применить метод включений-
исключений. В результате получим

|DA| =
m∑

k=0

(−1)m−kCk
m(2k − 1)!!,

откуда в силу вышесказанного

|EDA| = |ODA| =
1

2

m∑

k=0

(−1)m−kCk
m(2k − 1)!!.

Подставляя поочерёдно вместо m натуральные числа, получаем после-
довательность, представленную в табл. 3.

Таблица 3

m 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .

|EDA| = |ODA| 0 1 4 30 272 3020 39 504 595 336 . . .

Эта последовательность представлена в [23] под номером A179540,
но имеет весьма скудное описание без приведённой здесь интерпретации.

Пример 2. Рассмотрим хордовые беспорядки на шести вершинах.
Всего таких диаграмм 8, из них 4 с чётным числом пересечений хорд
и 4— с нечётным (рис. 5).

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

Рис. 5. Хордовые беспорядки на шести вершинах
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2.5. Хордовые диаграммы пфаффовых графов. В 1960-х гг.
Кастелейн разработал метод, позволяющий вычислять число совершен-
ных паросочетаний (хордовых диаграмм) графа с помощью определи-
теля его матрицы смежности. Суть метода заключается в том, чтобы
построить на графе так называемую пфаффову ориентацию. При та-
кой ориентации все слагаемые пфаффиана матрицы смежности графа
имеют одинаковый знак и модуль пфаффиана матрицы смежности, или
в силу свойства (4) квадратный корень её определителя, равны общему
числу совершенных паросочетаний графа. Граф, на котором можно по-
строить пфаффову ориентацию, называется пфаффовым. Известно [20,
c. 411], что если граф не содержит подразбиения полного двудольного
графа K3,3, то он пфаффов. В частности, в эту категорию попадают пла-
нарные графы. Для того чтобы ориентация связного планарного графа
была пфаффовой, достаточно, чтобы граница каждой внутренней гра-
ни соответствующего плоского графа содержала нечётное число рёбер,
ориентированных по часовой стрелке.

Очевидно, что общее число хордовых диаграмм графа не зависит
от нумерации его вершин, но число его чётных и нечётных хордовых
диаграмм, вообще говоря, от нумерации вершин зависит. В данном кон-
тексте следующее утверждение характеризует один из специальных слу-
чаев нумерации вершин пфаффовых графов.

Утверждение 4. Пусть на графе задана пфаффова ориентация так,

что у него нет ориентированных циклов. Тогда вершины графа можно

занумеровать таким образом, чтобы все его хордовые диаграммы имели

одинаковую чётность.

Доказательство. Занумеруем вершины графа так, чтобы каждое
ребро было направлено от вершины с меньшим номером к вершине с бо́-
льшим. Покажем, что это всегда можно сделать. Так как в графе нет
ориентированных циклов, в нём есть хотя бы один сток. Присвоим этой
вершине-стоку наибольший номер. Далее удалим из графа эту верши-
ну и смежные с ней рёбра. Получим новый граф, в котором так же нет
ориентированных циклов и есть сток. Найденному стоку присвоим сле-
дующий по убыванию номер. Продолжая аналогично, занумеруем тре-
буемым образом все вершины.

При такой нумерации матрица смежности данного графа выше глав-
ной диагонали будет содержать неотрицательные элементы, равные 0
или 1. Как известно, пфаффиан такой матрицы равен разности чисел
чётных и нечётных хордовых диаграмм. С другой стороны, поскольку
по условию заданная ориентация пфаффова, пфаффиан такой матрицы
по модулю равен общему числу хордовых диаграмм графа. Утвержде-
ние 4 доказано.
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Рис. 6. Прямоугольная решётка с пфаффовой ориентацией
без ориентированных циклов

Пример 3. Рассмотрим прямоугольную решётку на рис. 6. Нетруд-
но видеть, что на ней задана пфаффова ориентация. Так как все верти-
кальные рёбра ориентированы вверх, у неё нет ориентированных циклов.
Следовательно, вершины можно занумеровать так, чтобы каждое ребро
было направлено от вершины с меньшим номером к вершине с бо́льшим.
Одна из таких нумераций представлена на рис. 6. Легко проверить непо-
средственно, что, например, хордовая диаграмма, соответствующая мно-
жеству вертикальных рёбер, чётная. Отсюда в силу утверждения 4 сле-
дует, что все хордовые диаграммы данной решётки будут чётными.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ АЛГОРИТМОВ
ДЛЯ ОЦЕНКИ ДИНАМИКИ ЧИСЛЕННОСТИ РЫБ
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Аннотация. Цель представляемой разработки состояла в созда-
нии инструмента для сопоставления алгоритмов оценки динамики
численности отдельных видов рыбы озера Байкал на основе экс-
периментальных отловов. Для каждого экземпляра случайно ото-
бранной рыбы по специальной технологии определяется её возраст.
Из полученных данных о численности рыбы разных возрастов в вы-
борке оцениваются параметры заданных законов возрастного рас-
пределения. Это служит основанием для формирования представ-
ления о динамике смертности и изменения популяции рыбы данно-
го вида в предыдущие годы. Для оценки параметров законов рас-
пределения могут использоваться разные алгоритмы, приводящие
порой к существенно разным результатам.

Обсуждаемая методика сопоставления алгоритмов оценки пара-
метров основывается на многократных вычислительных экспери-
ментах с использованием метода Монте-Карло для имитации слу-
чайных выборок рыб. По предлагаемой методике анализируются
несколько алгоритмов оценки параметров усечённого экспоненци-
ального закона распределения при различных объёмах выборок.
В качестве примера рассмотрена задача оценки динамики смерт-
ности голомянки, основной по биомассе рыбы озера Байкал. Ил. 4,
библиогр. 13.

Ключевые слова: оценка параметров смертности рыб, озеро Бай-
кал, голомянка, усечённый экспоненциальный закон распределе-
ния, метод статистических испытаний.

Введение

В данной статье излагается методика сравнительного анализа алго-
ритмов обработки данных возрастной структуры случайных выборок
рыб озера Байкал для определения показателей динамики их смертности
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по возрастам. Используя разные алгоритмы, можно получать из одних
и тех же исходных данных существенно разные результаты. Возникает
проблема, какой из алгоритмов следует выбрать? С этой проблемой тесно
связаны и другие вопросы. В том числе: как влияет объём используемой
выборки на результаты? Какой объём выборки можно считать мини-
мально достаточным для получения надёжных результатов? В данной
статье методику сравнительного анализа алгоритмов будем рассматри-
вать на примерах алгоритмов оценки распределения возрастного состава
рыб по усечённому экспоненциальному закону.

По традиции теоретическое обоснование алгоритма оценки парамет-
ров закона распределения случайной величины осуществляется на осно-
ве исследования свойств этого алгоритма при возрастании объёма вы-
борки до бесконечности. При этом используются такие характеристи-
ки получаемых оценок, как состоятельность, асимптотическая несме-
щённость, асимптотическая эффективность, асимптотическая нормаль-
ность [1–3]. На практике оценка параметров закона распределения произ-
водится на базе ограниченной выборки. Вместе с тем, свойства алгорит-
мов, выявляемые при возрастании выборки до бесконечности, малопри-
годны для сравнения этих алгоритмов при оценке параметров на базе
ограниченных выборок. О том, что способы оценки параметров, свой-
ственных большим выборкам, не подходят в реальных ситуациях с огра-
ниченным объёмом выборки, писал ещё Гаусс [4].

Статья подготовлена на основе доклада [5], представленного авторами
на 2-м Международном семинаре «Вычислительные технологии и при-
кладная математика», прошедшем 12–16 июня 2023 г. в Благовещенске.
Авторы надеются, что представленная в данной статье технология срав-
нительного анализа методов оценки параметров законов распределения
случайных величин на базе вычислительных экспериментов будет по-
лезна не только для исследования и выбора методов оценки динамики
смертности рыб озера Байкал, но и в других случаях.

1. Исходные положения

Излагаемая методика базируется на многократной имитации мето-
дом статистических испытаний (методом Монте-Карло) заданного объё-
ма случайных реализаций по рассматриваемому закону распределения.
Для каждой имитации осуществляется оценка параметров исследуемым
алгоритмом. Тем самым получается множество расчётных реализаций
параметров, которое можно рассматривать как набор случайных чисел.
По их отклонениям от истинного значения параметров можно опреде-
лять различные статистические характеристики результатов использова-
ния алгоритма оценки параметров. Выбор наилучшего алгоритма, иссле-
дования влияния объёмов используемых выборок могут осуществляться
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путём сопоставления рассчитываемых характеристик для разных алго-
ритмов, для разных объёмов выборок.

В данной статье излагаются результаты разработки и апробации дан-
ной методики на примерах алгоритмов оценки параметров усечённого
экспоненциального закона. Согласно этому закону вероятность случай-
но пойманной рыбе иметь возраст t выражается зависимостью

Pt = ARt, t = 1, . . . , T, (1)

где T — заданный максимальный возраст дожития,

R = exp(−Λ) (2)

— условная вероятность дожития до возраста t + 1 для рыбы, дожив-
шей до возраста t = 1, . . . , T − 1. Здесь Λ— положительный параметр,
который принято называть применительно к динамике жизни биологи-
ческих организмов коэффициентом смертности. Из условия, что сумма
вероятностей Pt, t = 1, . . . , T, равна единице, следует, что

A =
1−R

1−RT+1
. (3)

Отметим, что при фиксированном T все величины определяются одно-
значно, если задать показатель R ∈ (0, 1) или параметр Λ > 0.

Оценки указанных параметров будем обозначать теми же, только
строчными буквами. В этой статье производится сопоставление по че-
тырём возможным методам, каждый из которых применяется в трёх ва-
риантах. Итого будет рассмотрено двенадцать алгоритмов оценки пара-
метров усечённого экспоненциального закона распределения.

Методика использует m случайных выборок рыб одного и того же
объёма N с заданным законом распределения случайной величины воз-
раста рыб в выборке. Обозначим через Nti численность рыб возраста t
в выборке i ∈ {1, . . . ,m},

T∑

t=1

Nti = N, i = 1, . . . ,m. (4)

В проведённых ниже расчётах используется m = 50000 выборок, что
является достаточным для получения устойчивых результатов. В пер-
вых двух методах сначала оценивается условная вероятность r дожития
до следующего года для рыбы, дожившей до года t = 1, . . . , T − 1. Затем
на основе (1)–(3) определяются оценки λ, a, pt. В третьем и четвёртом ме-
тодах сначала вычисляется коэффициент смертности λ, а затем, исходя
из (1)–(3), определяются значения r, a, pt, t = 1, . . . , T.

В рамках каждого из рассматриваемых методов алгоритмы отлича-
ются используемыми в расчётах положительными весовыми коэффици-
ентами ht. Рассматриваются следующие весовые коэффициенты:
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1) неизменные во времени

ht =
1

T − 1
, t = 1, . . . , T, (5)

2) пропорциональные оценкам вероятности pt

ht = pt/

T−1∑

τ=1

pτ , t = 1, . . . , T, (6)

3) пропорциональные обратным значениям оценок дисперсии случай-
ных величин pt

ht =
1

pt(1− pt)
/

T−1∑

τ=1

1

pτ (1− pτ )
, t = 1, . . . , T. (7)

Во всех трёх вариантах сумма первых T − 1 весовых коэффициентов
равна единице. В правилах (6), (7) весовые коэффициенты зависят от ве-
личин pt, которые предстоит определить с использованием этих же ве-
совых коэффициентов. Это достигается применением итеративной про-
цедуры, включающей на каждой итерации оценку вероятностей pt (при
некоторых заданных в начале итерации весовых коэффициентах), а за-
тем пересчёт весовых коэффициентов по формулам (6) или (7) с исполь-
зованием полученных оценок pt. Этот процесс повторяется, пока оцен-
ки вероятностей pt на соседних итерациях не совпадут с заданной точ-
ностью. В качестве начального приближения используются одинаковые
весовые коэффициенты, определяемые по формуле (4).

Приведём расчётные формулы методов оценки параметров. В этих
описаниях индекс — номер выборки i опущен. Используются относитель-
ные величины

nt =
Nt

N
, t = 1, . . . , T,

qt =
Nt+1

Nt
, t = 1, . . . , T − 1.

1. Оценка условной вероятности дожития до следующего года в виде
взвешенного среднего арифметического от соотношений количеств рыб
соседних возрастов в выборке равна

r =
T−1∑

t=1

htqt. (8)

2. Оценка условной вероятности дожития до следующего года в виде
взвешенного среднего геометрического от соотношений количеств рыб
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соседних возрастов в выборке равна

r =
T−1∏

t=1

qht
t . (9)

В обоих методах на основе найденного по формулам (8) или (9) зна-
чения r вычисляются

λ = − ln(r), a =
1− r

1− rT+1
,

pt = art, t = 1, . . . , T.

3. Оценка коэффициента смертности с использованием метода наи-
меньших квадратов в логарифмической шкале. Сначала определяются
значения переменных α, λ в результате безусловной минимизации квад-
ратичной выпуклой функции от двух переменных

ϕ(α, λ) =
T∑

t=1

ht(lnnt − α− tλ)2. (10)

Затем, исходя из (1)–(3), определяются значения

r = exp(−λ), a =
1− r

1− rT+1
,

pt = art, t = 1, . . . , T. (11)

4. Оценка методом наименьших квадратов в исходной шкале. Необ-
ходимо найти минимум функции одной переменной

f(λ) =

T∑

t=1

ht(nt − a(λ) exp(−λt))2, (12)

a(λ) =
1− r(λ)

1− r(λ)T+1
, r(λ) = exp(−λ). (13)

Остальные параметры вычисляются по формулам (11). Функция f ми-
нимизируется методом золотого сечения [6].

Можно считать, что изложенные методы представлены в последова-
тельности от наиболее простых к более сложным в отношении восприя-
тия и вычислений. В созданном программно-вычислительном комплексе
предусмотрена возможность добавления других методов.

Результаты оценки параметров для каждого варианта случайных вы-
борок i = 1, . . . ,m используются для вычислений обобщённых характе-
ристик данного метода. В реализованном к настоящему времени про-
граммно-вычислительном комплексе рассчитываются следующие харак-
теристики.
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1. Математическое ожидание коэффициента смертности, абсолютное
и относительное смещение математического ожидания от истинного зна-
чения коэффициента смертности:

Mλ =
1

m

m∑

i=1

λi, ∆ = Mλ− Λ, δ =
∆

Λ
. (14)

2. Абсолютные и относительные средние квадратические отклонения
оценок коэффициента смертности от математического ожидания этих
оценок и от истинного значения этих оценок:

D =

(

1

m

m∑

i=1

(λi −Mλ)2

)1/2

, δD =
D

Mλ
, (15)

Q =

(

1

m

m∑

i=1

(λi − Λ)2

)1/2

, δQ =
Q

Λ
.

3. Вероятности (частоты) попадания значений λi в заданные интерва-
лы (например в 20% или 10%) от математического ожидания Mλ и от ис-
тинного значения Λ.

4. Медиана оценок коэффициента смертности: значение λ, при ко-
тором половина оценок λi будет меньше этой величины. Абсолютные
и относительные отклонения медианы от истинного значения Λ.

Рассматриваемая методика позволяет использовать и другие пока-
затели качества алгоритмов оценки параметров. Например, приведён-
ные показатели можно дополнить аналогичными характеристиками для
условной вероятности r дожития до следующего года рыб, доживших
до данного возраста.

2. Обсуждение

Можно выделить три источника погрешностей в оценках динамики
смертности рыб на основе данных экспериментальных отловов.

1. Неадекватность рассматриваемой модели при сопоставлении с дей-
ствительностью. В данном случае — возможное несоответствие реально-
го распределения возраста рыб усечённому экспоненциальному закону.
Об экспоненциальном распределении можно говорить, если есть веские
основания полагать, что ежегодно в водоёме появляется примерно од-
но и то же число рыб-сеголеток исследуемого вида, доля выживающих
за год рыб примерно одинаковая для каждого возраста, и эта доля не из-
меняется во времени.

Для указанных условий стационарности в Байкале наиболее подхо-
дящей является рыба голомянка. Имеются два вида — большая и ма-
лая голомянка, суммарно составляющих по имеющимся оценкам около
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Рис. 1. Возрастной состав (%) большой голомянки в отловах 1969–75 гг. [7]
и линейная аппроксимация усреднённых данных в логарифмической шкале

70% рыб Байкала [7]. Голомянка — живородящая рыба (вынашивающая
внутри себя личинки из икры), не собирающаяся в стаи — распределён-
ная по всей территории и по всей глубине озера. Оба вида голомянок
всю свою жизнь проводят непосредственно в акватории озера, поэто-
му не испытывают особого влияния колебаний приточности воды в ре-
ках, впадающих в Байкал. Конечно, влияние на численность голомянки
могут оказывать изменения кормовой базы (биомассы отдельных видов
зоопланктона) и, вероятно, некоторые отмечаемые изменения темпера-
туры верхних слоёв воды озера Байкал. К факторам возможной неста-
ционарности условий существования голомянки следует отнести и коле-
бание численности байкальской нерпы, для которой голомянка является
источником питания. Представленные на рис. 1 данные Старикова [7]
о возрастной структуре большой голомянки в отловах 1969–75 гг. можно
рассматривать как подтверждение возможности использования усечён-
ного экспоненциального закона распределения для описания структуры
возрастного состава.

Ещё более оправданным выглядит такое допущение при рассмотрении
усреднённых за весь указанный семилетний период данных о возрастной
структуре большой голомянки. Как видно из рис. 1, усреднённая за семь
лет возрастная структура в логарифмической шкале хорошо аппрокси-
мируется линейной зависимостью. В представленных ниже результатах
расчётов будем рассматривать усечённый экспоненциальный закон с па-
раметрами T = 6 и Λ = 0, 44. Согласно рис. 1 это примерно соответствует
ожидаемым значениям параметров усечённого экспоненциального зако-
на распределения для большой голомянки.

Помимо экспоненциального могут рассматриваться и другие законы
распределения случайной величины. В том числе, более общие, которые
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учитывают возможные зависимости коэффициента Λ от возраста. К ним
относится распределение Вейсбула [1], в котором коэффициент Λ зада-
ётся в виде линейной функции от возраста.

2. Погрешности экспериментов, непредставительность используемых
выборок. Причиной этого могут быть случайные и систематические от-
клонения в возрастной структуре выборки, влияние на используемые
в расчётах исходные данные времени, места и технологии проведения от-
ловов. Для промысловых рыб (в частности для байкальского омуля [8])
отмечается сокращение удельного веса рыб младших возрастов, посколь-
ку эти рыбы из-за меньших размеров чаще проходят сквозь ячейки ры-
боловецких сетей, а также из-за мотивации рыболовов к вылову крупных
рыб.

Погрешности возможны и в определении возраста отдельных экзем-
пляров рыб, что оценивается на основе специальной трудоёмкой техноло-
гии анализа рыбной чешуи, отолитов и костей рыб [9]. Одним из плани-
руемых направлений развития излагаемой в этой статье методики оцен-
ки параметров является включение в неё методов, учитывающих воз-
можные погрешности в самих исходных данных в том числе в оценках
возраста отдельных экземпляров рыб.

3. Погрешности алгоритмов расчёта. На одних и тех же исходных
данных при оценке параметров одного и того же закона распределения
случайной величины можно получать существенно разные результаты
разными алгоритмами оценки параметров. Излагаемая здесь методика
исследования алгоритмов нацелена в основном на уменьшение роли этих
погрешностей.

3. Результаты расчётов

На рис. 2–4 представлены результаты расчётов для трёх из приведён-
ных выше характеристик качества алгоритмов оценки параметров в за-
висимости от объёма выборки N. Рассматриваются следующие характе-
ристики: относительное смещение δ математического ожидания оценки
коэффициента смертности от его истинного значения (14) (рис. 2); отно-
сительное среднеквадратическое отклонение δD оценки коэффициента
смертности от её математического ожидания (15) (рис. 3); частота попа-
дания оценки коэффициента смертности в 10%-й интервал от его истин-
ного значения (рис. 4). На каждом рисунке отражены расчёты для всех
четырёх изложенных методов с тремя видами весовых коэффициентов:
а) метод взвешенного среднего арифметического (8); б) метод взвешенно-
го среднего геометрического (9); в) метод наименьших квадратов в лога-
рифмической шкале (10)–(11); г) метод наименьших квадратов в исход-
ной шкале (12)–(13). Способ взвешивания обозначен цветом: зелёный —
равные неизменные веса (5); жёлтый — веса, пропорциональные оценкам
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Рис. 2. Относительное смещение δ математического ожидания оценки
коэффициента смертности от его истинного значения

вероятности (6); красный — веса, пропорциональные обратным значени-
ям оценок дисперсии (7). В представленных расчётах объём выборки
варьируется в диапазоне 100–500 экземпляров рыб.

Из представленных расчётов видно, что выбор метода и правила за-
дания весовых коэффициентов и объёмов используемых выборок имеет
очень существенное значение. Все методы имеют значительно худшие ха-
рактеристики при малых объёмах используемых выборок, скажем, при
N 6 300, чем при больших значениях N. Этот факт важен для выработ-
ки рекомендации о минимально необходимом числе рыб в выборках.

Качество методов по всем рассматриваемым характеристикам возрас-
тает от более простых к более сложным. Если для метода среднего гео-
метрического (второго из описанных выше) смещение математическо-
го ожидания λ достигает 15–25% при выборке в 100–200 экземпляров,
то для четвёртого метода смещение имеет малозначительную величину
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Рис. 3. Относительное среднеквадратическое отклонение δD оценки
коэффициента смертности от её математического ожидания

в 0,7–0,4% при таких же объёмах выборки. Малая величина смещения
для метода (12), (13), выражаемая тысячными долями, объясняет, по-
чему в этом случае построенная расчётная зависимость относительного
смещения λ не имеет монотонного и гладкого характера. Чтобы достичь
строгой монотонности и гладкости графика, надо многократно увели-
чить число выборок m.

Для первых трёх методов явно лучшим оказался второй способ взве-
шивания (6), а не третий (7). Проблема выбора весов при оценке парамет-
ров усечённого экспоненциального метода распределения возраста боль-
шой и малой голомянки третьим из изложенных здесь методов обсуж-
далась в статье [10]. Обычно в литературе по методам математической
статистики рекомендуется использовать веса, пропорциональные обрат-
ным значениям точности измерений показателей, под которой понимает-
ся оценка дисперсии измеряемой величины. Это соответствует третьему
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Рис. 4. Вероятность попадания оценки коэффициента смертности
в 10%-й интервал от его истинного значения

способу взвешивания, выражаемому формулой (7). В таком случае ве-
са ht должны возрастать с увеличением t. В то же время имелись весо-
мые аргументы, изложенные в [10], по использованию весов ht, убываю-
щих с увеличением t, а именно весовых коэффициентов (6). Стремление
строго доказать преимущество коэффициентов (6) привело к реализа-
ции первоначального варианта излагаемой здесь методики [10]. В [10]
представлены результаты исследования первых трёх из рассматривае-
мых здесь четырёх методов для усечённого экспоненциального распре-
деления при T = 6 и Λ = 0,65. Это примерно соответствует параметрам
малой голомянки [7]. Соотношения исследовавшихся показателей оказа-
лись примерно такими же, как и представленные в настоящей статье для
данных, примерно адекватных для большой голомянки.

Оценка динамики смертности (по различным причинам) отдельных
видов организмов озера Байкал необходима для построения автономных
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моделей функционирования этих организмов в Байкале, что является
одним из этапов создания модели экосистемы озера с учётом взаимодей-
ствий разных видов между собой [12, 13].

Наилучшие характеристики из приведённых здесь имеет четвёртый
метод, базирующийся на минимизации функции (12) и расчётных фор-
мулах (13). Причём для этого метода лучшим оказался третий вариант
взвешивания, а увеличение объёма используемой выборки до 300–500 эк-
земпляров позволяет увеличить вероятность попадания оценки коэффи-
циента смертности в 10%-й интервал от истинного значения до 70–80%,
что не достижимо другими методами из рассмотренных.

Можно отметить, что и по другим характеристикам, не приведённым
здесь из-за ограниченного объёма статьи, также отмечается существен-
ное превосходство четвёртого из рассматриваемых методов при неболь-
шом преимуществе третьего способа взвешивания. Конечно, необходи-
мо более подробное исследование соотношений расчётных характеристик
алгоритмов оценки параметров, устойчивости этих соотношений к варьи-
рованию исходного значения Λ и теоретическое объяснение получаемых
результатов.

4. Некоторые выводы

1. Представленные результаты расчётов иллюстрируют работоспособ-
ность развиваемой методики исследования алгоритмов оценки парамет-
ров законов распределения на базе вычислительных экспериментов, важ-
ность учёта объёма используемых выборок, важность выбора правила
задания весовых коэффициентов. Можно утверждать, что анализ алго-
ритмов оценки параметров по рассматриваемой здесь технологии должен
быть необходимым этапом при сопоставлениях и обосновании методов
оценки параметров законов распределения случайных величин на базе
ограниченных выборок.

2. Расчёты иллюстрируют преимущество второго способа взвешива-
ния для рассмотренных здесь первых трёх методов оценки параметров
и преимущество четвёртого из рассмотренных методов оценки парамет-
ров на этот раз с третьим способом взвешивания. Можно отметить, что
такие соотношения преимуществ алгоритмов имеют место и по другим
рассчитанным характеристикам, не приведённым здесь из-за ограничен-
ности объёма статьи.

3. Данная методика может использоваться не только для усечённого
экспоненциального, но и для других законов распределения случайных
величин. Может быть расширен состав рассчитываемых характеристик
алгоритмов оценки параметров, расширен набор методов оценки пара-
метров (целесообразно, в частности, включение в этот набор метод мак-
симального правдоподобия).
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В дальнейшем планируется осуществить развитие данной методики
в том числе в направлении учёта возможных ошибок в определении воз-
раста рыб, использования других законов распределения и выявления
возможных возмущений, приводящих к увеличению или сокращению
численности рыб в отдельные годы прошлых лет. Требуется развитие
технологии в направлении исследования устойчивости получаемых ха-
рактеристик алгоритмов в окрестности ожидаемых значений параметров
законов распределения.
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Abstract. The aim of the present work is to create a tool for compar-
ing algorithms for estimating the dynamics of the abundance of indi-
vidual fish species in Lake Baikal based on experimental catching. For
each instance of a randomly selected fish, its age is determined using
a special technology. From the obtained data on the numbers of fish of
different ages in the sample, the parameters of the given laws of age
distribution are estimated. This serves as a basis for the formation of
ideas about the dynamics of mortality and changes in the abundance
of fish of this species in previous years. Various algorithms can be used
to estimate the parameters of distribution laws, sometimes leading to
considerably different results.

The discussed technique for comparing parameter estimation algo-
rithms is based on multiple computational experiments using the Monte
Carlo method to simulate random samples of fish. The proposed method
analyzes several algorithms for estimating the parameters of a truncated
exponential distribution law for different sample sizes. As an example,
the problem of estimating the mortality dynamics of the Baikal oilfish
(Comephorus), the major biomass fish of Lake Baikal, is considered.
Illustr. 4, bibliogr. 13.

Keywords: estimation of fish mortality parameters, Lake Baikal, co-
mephorus, truncated exponential distribution law, method of statistical
testing.
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Аннотация. Работа посвящена построению оптимального по вре-
мени способа измерения максимально допустимого (критическо-
го) значения напряжения питания (а также других параметров)
устройства, на котором выполняется криптографический алгоритм.
Знание этих величин необходимо для успешного проведения инду-
цирования ошибок в рамках проведения fault-атак. Способ построен
на основе метода динамического программирования. Библиогр. 11.

Ключевые слова: fault-атака, динамическое программирование.

Введение

Один из важнейших классов атак по побочным каналам на практи-
ческие реализации криптоалгоритмов — это так называемые fault-атаки
или атаки по ошибкам вычислений [1–7]. Они основаны на индуциро-
вании ошибок в работе аппаратных устройств, на которых выполняют-
ся криптографические алгоритмы. Эти ошибки приводят к искажениям
информации, при анализе которых в ряде случаев можно восстановить
секретный ключ. Индуцирование ошибок производится различными спо-
собами, среди которых можно назвать, в частности, воздействие магнит-
ными и электромагнитными полями, высокой температурой, лазерным
лучом и т. д. Пожалуй, наиболее распространённым является индуциро-
вание ошибок с помощью изменения напряжения питания. Существен-
ное повышение или понижение напряжения либо изменение напряжения
по сложному закону часто способны индуцировать необходимые для про-
ведения атаки ошибки. Во время практической реализации такой атаки
необходимо знать максимальное напряжение, не приводящее к выходу
устройства из строя. Назовём это напряжение критическим. Измерение
критического напряжения может сводиться к постепенному увеличению
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напряжения питания устройства с периодической проверкой его работо-
способности. Не следует однако забывать, что при достижении критиче-
ского напряжения устройство может выйти из строя далеко не мгновен-
но, поэтому процесс измерения критического напряжения может занять
длительное время. Вместе с тем, если имеется несколько идентичных
образцов устройства, то процесс измерения критического напряжения
можно оптимизировать по времени.

В связи с изложенным рассмотрим следующую задачу. Пусть про-
водится измерение критического напряжения следующим образом. Рас-
сматривается монотонно возрастающая конечная последовательность на-
пряжений питания: u1, u2, . . . , un. Если в процессе измерения мы готовы
испортить только один образец устройства, то последовательно пода-
вая на него напряжения u1, u2, . . . , ui и зафиксировав выход устройства
из строя при напряжении ui, прекращаем испытания, установив тем са-
мым, что критическое напряжение равно ui−1.

При наличии одного образца — это единственный план проведения из-
мерения критического напряжения. Его осуществление может потребо-
вать n испытаний. Однако если имеется несколько идентичных опыт-
ных образцов, то максимальное число требуемых испытаний может быть
уменьшено. Простейшим является случай, когда число опытных образ-
цов потенциально не ограничено. При этом условии оптимальная стра-
тегия состоит в выборе напряжения u⌈n/2⌉ с последующим переходом
к бо́льшим или меньшим напряжениям в зависимости от результата ис-
пытания и дальнейшими аналогичными дихотомиями. Такая стратегия
включает ⌊log2 n⌋ + 1 испытаний, а для её осуществления потребуется
⌊log2 n⌋+ 1 опытных образцов.

Интерес представляет исследование промежуточных случаев, когда
при ограниченном числе образцов k требуется найти minmax(число ис-
пытаний), где min берётся по всем возможным стратегиям проведения
испытаний, а max означает выбор для стратегии самого трудного для неё
случая. Обозначим этот minmax, зависящий от k и n, через lk(n). Наш
предварительный анализ показывает, что l1(n) = n и lk(n) = ⌊log2 n⌋+1,
если k > ⌊log2 n⌋+ 1. Заметим также, что если каждое испытание зани-
мает одну единицу времени, то lk(n) представляет собой полное время
испытаний, и задача может быть сформулирована как минимизация вре-
мени испытаний.

С чисто математической точки зрения это задача оптимального опре-
деления монотонной функции, заданной на цепи высоты n (т. е. линей-
но упорядоченном множестве из n элементов) и принимающей два зна-
чения: 0 или 1. Своеобразие задачи заключается в том, что в процес-
се распознавания значение 1 (выход образца из строя) гарантированно
не должно появиться более k раз.
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В работе даётся эффективный алгоритм типа динамического про-
граммирования для получения оптимального плана испытаний для лю-
бых значений k и n. При k = 2 указана точная формула для l2(n), и най-
дена асимптотика для lk(n) при фиксированном k и n → ∞. Практи-
чески все полученные результаты фактически основаны на том очевид-
ном свойстве функции lk(n), что она является монотонно неубывающей
функцией от n и монотонно невозрастающей функцией от k.

При построении оптимального плана будем опираться на принцип ди-
намического программирования Ричарда Беллмана, согласно которому
«оптимальное поведение обладает тем свойством, что, каковы бы ни бы-
ли первоначальное состояние и решение в начальный момент, последу-
ющие решения должны составлять оптимальное поведение относитель-
но состояния, получающегося в результате первого решения» [8]. Этот
принцип широко применяется в различных областях [9–11]. Также будем
использовать принцип балансировки трудоёмкости на двух ветвях испы-
тания, возникающих при выходе и невыходе из строя образца, который
можно описать следующим образом.

m

lk−1(m− 1)

Выход
из строя

lk(n−m)

Невыход
из строя

Рис. 1. Две ветви испытания

Как показано на рис. 1, если исследуется диапазон напряжений пита-
ния u1, u2, . . . , un и на испытываемый образец подаётся напряжение um,
то в случае выхода образца из строя диапазон подлежащих дальнейшему
исследованию напряжений становится равным u1, u2, . . . , um−1, а число
образцов уменьшается на единицу. Если же при подаче напряжения um
образец не выходит из строя, то диапазон подлежащих дальнейшему ис-
следованию напряжений становится равным um+1, um+2, . . . , un, а число
доступных для использования образцов остаётся неизмененным. Тем са-
мым в первом случае на выходе имеем lk−1(m−1), а во втором — lk(n−m).

При этом в оптимальном алгоритме шаг m в последовательности на-
пряжений u1, u2, . . . , un должен быть выбран таким образом, чтобы ми-
нимизировать величину max{lk−1(m − 1), lk(n − m)}. Так как величи-
на lj(i) при фиксированном j монотонно не убывает и с увеличением i
на единицу может возрасти на единицу или остаться прежней, номер
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напряжения m, при котором lk−1(m−1) = lk(n−m), является оптималь-
ным для выбора. В этом и состоит принцип балансировки трудоёмкости
на двух ветвях испытания.

Здесь, однако, следует заметить, что точный баланс между ветвями
не всегда может быть достигнут. Если для некоторого m имеет место
lk(n−m)− lk−1(m− 1) = 1 и при увеличении m на единицу lk−1(m− 1)
возрастает на единицу, а lk(n−m) на единицу убывает, то оказывается,
что lk(n−m)−lk−1(m−1) = −1, и точного баланса добиться невозможно.
В этом случае в оптимальном алгоритме может быть выбрано любое
из двух значений: либо m, либо m+ 1.

1. Алгоритм построения оптимального плана

Для lk(n) имеем следующие очевидные граничные условия:

l1(i) = i, i = 1, 2, . . . , n;

li(1) = 1, i = 1, 2, . . . , k.
(1)

В основе алгоритма (см. алгоритм 1) лежит следующее рекуррентное
соотношение:

lk(n) = min
16m6⌈n/2⌉

max{lk−1(m− 1), lk(n −m)}+ 1, (2)

где m— номер выбираемого при испытании напряжения um, lk−1(m− 1)
относится к ветви, связанной с выходом из строя образца, а lk(n−m)—
с невыходом из строя. Диапазон проверяемых напряжений заканчивает-
ся на номере ⌈n/2⌉ ввиду того, что функция lk(n) при фиксированном k
не убывает по n, а при фиксированном n не возрастает по k. Здесь и ра-
ботает принцип балансировки между двумя ветвями.

Алгоритм 1. Построение оптимального плана

1: function OptimalPlan(n, k)
2: for i = 1 to n do

3: l1(i) = i

4: for i = 1 to k do

5: li(1) = 1

6: for i = 2 to k do

7: for j = 2 to n do

8: li(j) = min
16m6⌈j/2⌉

max{li−1(m− 1), li(j −m)}+ 1

С помощью равенства (2) и граничных условий (1) построчно запол-
няем (k× n)-таблицу, последовательно вычисляя li(j) для i = 2, 3, . . . , k,
j = 2, 3, . . . , n. В каждую клетку (i, j) таблицы наряду со значением li(j)



100 Ю. А. Зуев, П. Г. Ключарёв

заносится номер m напряжения питания um, которое следует использо-
вать. Тем самым задаётся оптимальный план проведения исследования.
Для любого числа используемых образцов 1 6 i 6 k и длины 1 6 j 6 n
диапазона напряжений, которые могут возникнуть в ходе измерения,
определено напряжение um, которое следует использовать, переходя за-
тем к бо́льшим или меньшим напряжениям в зависимости от результата
испытания. Трудоёмкость алгоритма равна O(kn2) операций, так как за-
полнение каждой клетки таблицы требует O(n) сравнений.

2. Определение l2(n)

Примечательно, что в случае двух образцов оказывается возможным
задать оптимальный план простой формулой, не прибегая к использо-
ванию приведённого выше алгоритма. Основная идея получения такой
формулы также опирается на сбалансированность в оптимальном плане
числа испытаний на двух ветвях алгоритма, получаемых при выходе
и невыходе из строя опытного образца (рис. 2).

m1

l1(m1 − 1) = m1 − 1

Выход
из строя

l2(n−m1)

Невыход
из строя

m2

l1(m2 − 1) = m2 − 1

Выход
из строя

l2(n−m1 −m2)

Невыход
из строя

m3

Выход
из строя

Невыход
из строя

Рис. 2. Сбалансированность числа испытаний на ветвях алгоритма
в случае двух образцов

Если для первого испытания выбрано напряжение с номером m1,
то при выходе образца из строя исследование будет продолжено со вто-
рым образцом на напряжениях с номерами от 1 до m1−1, которое может
потребовать проведения l1(m1 − 1) = m1 − 1 испытаний, а полное число
испытаний окажется равным m1. Если же образец не выйдет из строя,
то исследование продолжится с двумя образцами на n−m1 напряжениях
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в диапазоне от um1+1 до un. При этом если для второго эксперимента вы-
бирается напряжение с номером m2 из нового диапазона, то в случае раз-
рушения образца исследование будет проводиться со вторым образцом
на напряжениях с номерами от 1 до m2 − 1, которое может потребовать
проведения l1(m2 − 1) = m2 − 1 испытаний. Согласно принципу сбалан-
сированности имеем l1(m1 − 1) + 1 = l1(m2 − 1) + 2, откуда m2 = m1 − 1.

Аналогично получаем, что m3 = m2 − 1, m4 = m3 − 1 и т. д., т. е.
на каждом последующем испытании шаг уменьшается на единицу. Тем
самым последовательность шагов по номерам напряжений питания вы-
глядит следующим образом: m1, m1 − 1, m1 − 2, . . . , 1. Если очередной
образец не выйдет из строя, то мы дойдём до нуля, и диапазон всех воз-
можных напряжений будет исчерпан. Это позволяет записать для m1

уравнение
m1∑

i=1

i = n. (3)

Решением уравнения (3) является m1 =
√

2n+ 1/4 − 1/2. Это число

целое, если и только если число n треугольное, т. е. n =
k∑

i=1
i = k(k + 1)/2,

так что
√

2n+ 1/4 − 1/2 = k. В этом случае при всех дальнейших ветв-
лениях число остающихся для исследования напряжений остаётся тре-
угольным, и при каждом испытании при наличии двух образцов со-
храняется точный баланс между двумя ветвями алгоритма. Если n =
k(k + 1)/2+1, то уже на первом шаге алгоритма точного баланса между
ветвями достигнуть не удаётся, и трудоёмкость одной из ветвей вырастет
на единицу, поэтому l2(k(k + 1)/2 + 1) = k + 1.

В общем случае при k(k + 1)/2 < n < (k + 1)(k + 2) из монотонности
функции l2(n) следует, что равенство l2(n) = k + 1 = ⌈

√

2n+ 1/4− 1/2⌉
сохраняется, поэтому число испытаний равно l2(n) = ⌈

√

2n + 1/4− 1/2⌉.
Такой же номер напряжения следует выбирать при первом испытании,
действуя аналогично при последующих испытаниях в случае невыхода
образца из строя. Таким образом, доказано

Утверждение 1. В случае двух образцов и n напряжений в после-

довательности оптимальное число испытаний равно ⌈
√

2n + 1/4 − 1/2⌉,
и такой же шаг нужно делать по диапазону номеров исследуемых на-

пряжений при каждом испытании с двумя образцами, когда текущий

диапазон исследуемых напряжений питания состоит из n элементов.

3. Нахождение асимптотики lk(n) при n → ∞
Точные формулы для lk(n), по-видимому, были бы слишком сложны-

ми. Однако, качественное представление о зависимости числа испытаний
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m1

lk−1(m1 − 1)

Выход
из строя

lk(n−m1)

Невыход
из строя

m2

lk−1(m2 − 1)

Выход
из строя

lk(n−m1 −m2)

Невыход
из строя

m3

Выход
из строя

Невыход
из строя

Рис. 3. Сбалансированность числа испытаний
на ветвях алгоритма в общем случае

от числа имеющихся образцов можно получить, ограничившись асимпто-
тическими оценками. Докажем, что число необходимых испытаний lk(n)
при фиксированном числе k опытных образцов и числе возможных раз-
личных напряжений питания n → ∞ асимптотически равно

lk(n) ∼ k
√
k!n, n → ∞. (4)

Доказательство проведём индукцией по числу k опытных образцов.
При k = 1, 2 утверждение, очевидно, справедливо. Пусть оно справедли-
во для k опытных образцов, т. е. имеет место (4). Докажем его справед-
ливость для k + 1 опытных образцов, т. е. покажем, что

lk+1(n) ∼ k+1

»

(k + 1)!n, n → ∞.

Как и прежде, будем опираться на равенство числа испытаний в случаях
выхода из строя и невыхода из строя образца (рис. 3).

Рассмотрим два возможных пути по дереву испытаний на рис. 3.
В первом случае на первом же шаге при подаче напряжения um1

об-
разец выходит из строя. Во втором случае образец выдерживает напря-
жение um1

и выходит из строя на втором шаге при подаче напряже-
ния um1+m2

. Тогда, как следует из принципа сбалансированности, при
оптимальном выборе m1 и m2 должно выполняться равенство

lk(m1 − 1) + 1 = lk(m2 − 1) + 2,

т. е.
lk(m1 − 1)− lk(m2 − 1) = 1.
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Аналогичное соотношение справедливо и для всех последующих выборов
напряжения

lk(mi − 1)− lk(mi+1 − 1) = 1.

(В асимптотическом анализе возможными нарушениями баланса прене-
брегаем.)

Последним является lk+1(n)-е испытание, в котором mlk+1(n) = 1, сле-
довательно, l(mlk+1(n) − 1) = 0. Отсюда получаем

lk(mlk+1(n) − 1) = 0;

lk(mlk+1(n)−1 − 1) = 1;

lk(mlk+1(n)−2 − 1) = 2;

. . . . . . . . . . . . . . .

lk(m1 − 1) = lk+1(n)− 1.

(5)

Согласно (4) имеем lk(mi − 1) ∼ k
√

k!(mi − 1), значит,

mi ∼ mi − 1 ∼ lkk(mi − 1)

k!
, mi → ∞. (6)

Далее имеем очевидное соотношение

lk+1(n)∑

i=1

mi = n. (7)

Из (5)–(7) выводим

n =

lk+1(n)∑

i=1

mi ∼
lk+1(n)∑

i=1

lkk(mi − 1)

k!
∼ 1

k!

lk+1(n)−1
∑

i=1

ik

∼ 1

k!

lk+1(n)∫

0

xkdx =
lk+1
k+1(n)

(k + 1)!
, n → ∞. (8)

Из (8) получаем требуемое асимптотическое соотношение

lk+1(n) ∼ k+1

»

(k + 1)!n, n → ∞.

Утверждение 2. При фиксированном числе k изначально имеющих-

ся образцов и числе различных напряжений питания n → ∞ оптималь-

ное число испытаний асимптотически равно
k
√
k!n, и асимптотически та-

кой же шаг нужно делать по диапазону исследуемых напряжений, со-

держащему n элементов.
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Заключение

В работе представлен эффективный алгоритм типа динамического
программирования для составления оптимального плана испытаний при
определении критического напряжения питания, необходимого в процес-
се планирования fault-атак. В случае двух имеющихся образцов получе-
ны точные формулы для проведения оптимального по времени измере-
ния, делающие в этом случае ненужным использование алгоритма. В об-
щем случае полученные асимптотические формулы дают качественное
представления о том, как увеличение числа образцов уменьшает число
необходимых испытаний. В основе всех полученных результатов лежит
последовательно используемый принцип балансировки.

Полученные результаты могут применяться также в задачах поис-
ка максимально допустимых значений других величин, использующихся
в задачах индуцирования ошибок для проведения fault-атак, например,
температуры, напряжённости электромагнитного поля и др. Кроме то-
го, они могут оказаться востребованными и в иных, отличных от крипто-
анализа, сферах, когда требуется найти силу разрушающего воздействия
на изделие, для которого имеются несколько образцов.
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Abstract. This paper is devoted to the construction of a time-optimal
method for measuring the maximum permissible (critical) value of the
supply voltage (as well as other parameters) of the device on which
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РАЗНОСТИ ПО МОДУЛЮ 2
n ДЛЯ ARX-ПРЕОБРАЗОВАНИЙ,
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Аннотация. Рассматриваются разностные характеристики по мо-
дулю 2n для преобразований x ⊕ y и (x ⊕ y) ≪ r, где x, y ∈ Zn

2

и 1 6 r < n. Эти характеристики применяются при разностном
криптоанализе шифров архитектуры ARX, использующих в каче-
стве операций только сложение по модулю 2n, побитовое исклю-
чающее «или» (XOR, ⊕) и циклический сдвиг битов на r позиций
(≪ r). Получена полная характеризация разностей, вероятность
которых больше 1/4. Возможными значениями вероятности при
этом условии являются 1/3+42−i/6 для обоих преобразований, где
i ∈ {1, . . . , n}. Описаны разности, на которых достигается каждое
из значений, и подсчитано их число. Найдено общее число разно-
стей с приведёнными вероятностями: 48n− 68 для x⊕ y и 24n− 30
для (x ⊕ y) ≪ r, где n > 2. Также дано сравнение разностных
характеристик в контексте рассматриваемого ограничения на ве-
роятность. Табл. 6, библиогр. 23.

Ключевые слова: ARX-схема, разностная характеристика, сло-
жение по модулю, XOR, циклический сдвиг битов.

Введение

Одним из подходов к построению криптографических примитивов яв-
ляются ARX-схемы, комбинирующие сложение по модулю 2n (⊞), поби-
товое исключающее «или» (XOR, ⊕) и циклический сдвиг битов в век-
торе x ∈ Zn

2 на r позиций в сторону старших разрядов (x ≪ r). Приве-
дём как примеры FEAL [1], Skein [2], Speck [3], Salsa20 [4], ChaCha [5],
CHAM [6, 7], Chaskey [8]. Важно, чтобы шифр был стойким к разностно-
му криптоанализу [9], основа которого — изучение преобразования разно-
стей алгоритмом шифрования. Разности могут рассматриваться, напри-
мер, относительно ⊕, ⊞, какой-нибудь другой операции или вообще быть
смешанными (см. [10–14]). Будем рассматривать разность по модулю 2n,

© А. С. Мокроусов, Н. А. Коломеец, 2024
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т. е. относительно ⊞. Соответствующая разностная характеристика adpf

для функции вида f :
(
Zn
2

)k → Zn
2 определяется формулой

adpf (α1, . . . , αk → αk+1) =

= Pr[f(x1 ⊞ α1, . . . , xk ⊞ αk) = αk+1 ⊞ f(x1, . . . , xk)],

где x1, . . . , xk независимы и равномерно распределены на Zn
2 . Будем на-

зывать α1, . . . , αk+1 ∈ Zn
2 набором разностей, а значение характеристики

adpf (α1, . . . , αk → αk+1)— его вероятностью относительно f. Как пра-
вило, для построения атак используются цепочки разностей, в которых
каждый следующий элемент максимизирует значение разностной харак-
теристики для соответствующей базовой операции в схеме шифра. От-
метим, что использование характеристик для композиций может повы-
сить достоверность метода, так как универсальный метод их вычисления
по базовым операциям неточен.

В настоящей работе достигается полная классификация наборов раз-
ностей для характеристик adp⊕ и adpXR, вероятность которых больше 1

4 .
Это разностные характеристики для преобразований x⊕ y и (x⊕ y) ≪ r
соответственно, где x, y ∈ Zn

2 и 1 6 r < n. Отметим, что adp≪ иссле-
довалась, например, в [15, 16], adp⊕ — в [17, 18], а adpXR — в [19, 20].
Известны эффективные способы их вычисления, а в некоторых случа-
ях — и их максимумов при определённых ограничениях. Ниже доказано,
что значениями adp⊕ и adpXR, превышающими 1

4 , являются вероятности

pi =
1
3 + 42−i

6 , где i ∈ {1, . . . , n}. Оказалось, что все наборы разностей,
на которых данные значения достигаются, можно свести к одному набо-
ру для adp⊕ и трём наборам для adpXR, используя известные преобра-
зования разностей, сохраняющие значения характеристик. Для каждой
из перечисленных вероятностей конструктивно подсчитано число набо-
ров разностей, а также их число в целом: 48n − 68 для adp⊕ и 24n − 30
для adpXR при n > 2. Полученные результаты показывают, что несмот-
ря на некоторое сходство, например спектр значений, характеристика
adpXR устроена сложнее даже с учётом рассматриваемого ограничения.
Наличие циклического сдвига вне зависимости от значения параметра r
уменьшает число наборов разностей с высокой вероятностью почти в два
раза.

Работа имеет следующую структуру. Базовые определения и утвер-
ждения даны в разд. 1. В разд. 2 приведена теорема 1, согласно кото-
рой

{
adp⊕(α, β → γ) | α, β, γ ∈ Zn

2

}
∩
(
1
4 , 1
]
= {p1, . . . , pn}. Более того,

если adp⊕(α, β → γ) = pi, то тройку-набор разностей (α, β, γ) можно
привести к тройке (2n−i, 2n−i, 0) преобразованиями из утверждения 1.
Их можно назвать симметриями аргументов: для adp⊕ это перестановки
разностей в тройке, инверсия наиболее значимых битов у любых двух
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элементов тройки и замена любых разностей обратными им по моду-
лю 2n. В разд. 3 описаны все пары, которые приводятся к данному виду
(теорема 2 и табл. 1 и 2), а также подсчитано их число (следствия 2 и 3).
Разд. 4 содержит дополнительные определения и утверждения, необхо-
димые для работы с adpXR, а в разд. 5 доказаны некоторые вспомогатель-
ные леммы. Наконец, в разд. 6 приводится теорема 3 о том, что спектры
значений adp⊕ и adpXR, превышающих 1

4 , совпадают. Более того, она по-

казывает, что если adpXR(α, β
r→ γ) = pi, то (α, β, γ) преобразованиями

из утверждения 7 приводится к одной из трёх троек. Отметим, что сре-
ди них присутствует тройка (2n−i, 2n−i, 0) и набор, отличный от неё как
минимум при i = 2 (утверждение 8). Тем не менее, из 3n битов их двоич-
ного представления только два единичных, что, впрочем, меняется при
применении симметрий аргументов. Следствие 4 и табл. 6 описывают все
наборы разностей, приводимые к данным тройкам. Число наборов для
каждого pi и их общее число найдены в следствиях 5 и 6.

1. Определения

1.1. Двоичные векторы. Пусть Zn
2 — n-мерное линейное простран-

ство двоичных векторов. Поскольку ARX-схемы комбинируют опера-
ции ⊕ и ⊞, будем ассоциировать с вектором x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn

2 целое
число

2n−1x1 + 2n−2x2 + · · · + 20xn,

т. е. биты слева соответствуют старшим разрядам числа, а справа —
младшим. Под x+ y, где x, y ∈ Zn

2 , будем подразумевать сложение соот-
ветствующих x и y целых чисел по модулю 2n, приводя остатки к мно-
жеству {0, . . . , 2n− 1}. Аналогично −x является противоположным к ас-
социированному с x числу относительно сложения по модулю 2n. Будем
использовать как векторную, так и целочисленную нотацию. Например,
вектор (1, 0, . . . , 0) и число 2n−1 рассматриваем как один и тот же эле-
мент Zn

2 .
Будем говорить, что x � y, если xi 6 yi для всех i ∈ {1, . . . , n}.

Обозначим через (x, z) = (x1, . . . , xn, z1, . . . , zm) конкатенацию вектора
x ∈ Zn

2 с вектором z ∈ Zm
2 , разряды x в ней старшие. В случае z ∈ Z2

будем записывать её как xz, что в целочисленной нотации эквивалентно
xz = 2x+ z. Вес Хэмминга wt(x) вектора x— число его ненулевых коор-
динат. Положим x = (x1 ⊕ 1, x2 ⊕ 1, . . . , xn ⊕ 1), а для a ∈ Z2 определим
также x[a] следующим образом:

x[a] =

®

x, если a = 0,

x, если a = 1.
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1.2. Разностные характеристики и восьмеричные слова. Рас-
сматриваемые ниже разностные характеристики относительно сложения
по модулю 2n для преобразований x ⊕ y и (x ⊕ y) ≪ r, где 1 6 r < n,
определяются формулами

adp⊕(α, β → γ) =
1

4n
∣
∣
{
x, y ∈ Zn

2 | (x+ α)⊕ (y + β) = γ + (x⊕ y)
}∣
∣,

adpXR(α, β
r→ γ) =

1

4n
∣
∣
{
x, y ∈ Zn

2 |

((x+ α)⊕ (y + β)) ≪ r = γ + ((x⊕ y) ≪ r)
}∣
∣.

Для удобства будем представлять тройки (α, β, γ) ∈
(
Zn
2

)3 в виде вось-
меричного слова ω(α, β, γ) ∈ On, определив

ω(α, β, γ) = (4α1 + 2β1 + γ1, . . . , 4αn + 2βn + γn).

Введём и обратные преобразования: α(ω) = α, β(ω) = β и γ(ω) = γ,
если ω = ω(α, β, γ). Аналогично двоичным векторам множество O бу-
дем рассматривать одновременно и как Z3

2, и как {0, . . . , 7}. В качестве
аргументов разностных характеристик будем использовать как тройки
векторов, так и слова: например adp⊕(α, β → γ) = adp⊕(ω(α, β, γ)).

Записывать слова ω ∈ On будем коротко: например 030n−2 вместо
(0, 3, 0, . . . , 0). В некоторых случаях запись может содержать шаблон-

ные символы e, d и *, т. е. являться шаблоном. Например ω = *0n−1

означает, что ω1 может быть любым, а ω2 = ω3 = · · · = ωn = 0. Ана-
логично при ω = e0n−1 требуем, чтобы ω1 ∈ {0, 3, 5, 6}, т. е. чётность
wt(ω1) = wt(α1, β1, γ1). И наоборот, ω1 ∈ {1, 2, 4, 7} при ω = d0n−1. Как
и в примерах, будем использовать шаблонные символы только в старшем
разряде. Отметим, что подобные сокращения не будут использоваться
для двоичных векторов.

1.3. Преобразования слов и троек. Определим следующие пре-
образования на тройках (α, β, γ) ∈

(
Zn
2

)3
.

• Tαβ : (α, β, γ) 7→ (β, α, γ). Аналогично задаются Tαγ и Tβγ , будем
обозначать их через T∗.

• Iαβ : (α, β, γ) 7→ (α ⊕ 2n−1, β ⊕ 2n−1, γ). Аналогично задаются Iαγ
и Iβγ , будем обозначать их через I∗.

• Sα : (α, β, γ) 7→ (−α, β, γ). Аналогично задаются Sβ , Sγ и их компо-
зиции Sαβ , Sαγ , Sβγ и Sαβγ . Будем обозначать их через S∗.

Множество всех композиций преобразований вида T∗, I∗, S∗ обозна-
чим через E , а через id— тождественное преобразование. Для A ⊆ E

A(α, β, γ) = {ξ(α, β, γ) | ξ ∈ A}.
Поскольку все «именованные» преобразования являются инволюциями,
то E — группа. Отметим, что элементы этой группы сохраняют значение
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adp⊕. Будем применять описанные выше преобразования как к тройкам
(α, β, γ), так и к соответствующим им словам ω(α, β, γ) ∈ On.

1.4. Необходимые теоремы для работы с adp⊕. Для подсчёта
adp⊕ будем использовать три факта. Во-первых, очевидное в случае
α, β, γ ∈ Z2 утверждение:

adp⊕(α, β → γ) =

®

1, если wt(α, β, γ) чётный,

0 иначе.
(1)

Во-вторых, преобразования, описанные в [21, утверждения 1–3].

Утверждение 1 [21]. Для любых ξ ∈ E , ω ∈ On справедливо равен-

ство adp⊕(ω) = adp⊕(ξ(ω)).

В-третьих, рекуррентные формулы, доказанные в [21, теорема 3]. При-
ведём соответствующее утверждение в более компактном виде, исполь-
зуя введённые ранее обозначения.

Утверждение 2 [21]. Пусть α, β, γ ∈ Zn
2 и e ∈ Z3

2. Тогда при чётном

wt(e) справедливо

adp⊕(αe1, βe2 → γe3) =
1

2wt(e)

∑

q∈Z3
2
, q�e

adp⊕(α[q1], β[q2] → γ[q3]).

Если wt(e) нечётный, то adp⊕(αe1, βe2 → γe3) = 0.

Использовать его будем следующим образом. Во-первых,

adp⊕(α0, β0 → γ0) = adp⊕(α, β → γ). (2)

Во-вторых, e1 ⊕ e2 ⊕ e3 = 1 равносильно нечётности wt(e) и влечёт

adp⊕(αe1, βe2 → γe3) = 0. (3)

В третьих,

adp⊕(α0, β1 → γ1) =
1

4
adp⊕(α, β → γ) +

1

4
adp⊕(α, β → γ) +

+
1

4
adp⊕(α, β → γ) +

1

4
adp⊕(α, β → γ). (4)

Более того, как минимум два из четырёх слагаемых выше нулевые. Дей-
ствительно,

αn ⊕ βn ⊕ γn = αn ⊕ βn ⊕ γn = αn ⊕ βn ⊕ γn ⊕ 1 = αn ⊕ βn ⊕ γn ⊕ 1,

что по предыдущему пункту зануляет либо два первых слагаемых, ли-
бо два последних. Также в силу утверждения 1 все оставшиеся случаи
wt(e) = 2 можно получить из описанного выше перестановкой аргумен-
тов.
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2. Значения adp⊕, превышающие 1/4

В этом разделе рассматриваются наборы разностей (α, β, γ) ∈
(
Zn
2

)3

и их вероятности adp⊕(α, β → γ) такие, что adp⊕(α, β → γ) > 1
4 . Начнём

с определения последовательности, элементы которой и будут искомыми
вероятностями.

Определение 1. Определим бесконечную последовательность раци-
ональных чисел {pi} следующим образом:

pi =
1

3
+

42−i

6
, i > 1.

Сразу отметим её важные свойства.

Утверждение 3. Элементы последовательности {pi} обладают сле-

дующими свойствами:

1) p1 = 1, p2 =
1
2 , p3 =

3
8 , p4 =

11
32 , p5 =

43
128 ;

2) при i > 2 справедливо

pi =
1

4
+ · · ·+ 1

4i−1
+

1

4i−1
;

3) pi+1 =
1
4 +

1
4pi для всех i > 1;

4) последовательность pi строго убывает и сходится к 1
3 , при этом

pi >
1
3 для всех i > 1.

Доказательство. Значения p1, p2, p3, p4 и p5 нетрудно вычислить
по определению. Для доказательства п. 2 достаточно применить форму-
лу суммы членов геометрической прогрессии. Действительно,

1

4
+ · · ·+ 1

4i−1
+

1

4i−1
=

4

3

Å

1

4
− 1

4i

ã

+
1

4i−1
=

1

3
+

3− 1

3 · 4i−1
=

1

3
+

42−i

6
.

П. 3 следует из второго, а п. 4 очевидно следует из определения. Утвер-
ждение 3 доказано.

Далее докажем несколько лемм, задающих ограничения на аргумен-
ты adp⊕, при которых значение этой характеристики больше 1

4 . Следу-
ющее утверждение можно найти в [17]. Приведём его с доказательством,
демонстрируя удобство использования рекуррентных формул.

Лемма 1. Если ω ∈ On, то adp⊕(ω) = 1 тогда и только тогда, когда

ω = e0n−1. Более того, не существует ω ∈ On таких, что 1
2 < adp⊕(ω) < 1.

Доказательство. Предположим, напротив, что n > 1, ωn 6= 0 и при
этом adp⊕(ω) = 1. Если wt(ωn) нечётный, то adp⊕(ω) = 0 в силу (3). Та-
ким образом, остаётся только случай wt(ωn) = 2, и можно применить (4):

adp⊕(ω) 6
1

4
· 1 + 1

4
· 1 + 1

4
· 0 + 1

4
· 0 =

1

2
;
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противоречие. Значит, n = 1 или ωn = 0. Далее, применяя формулу (2),
получаем, что только ω1 может быть ненулевой. Равенство (1) завершает
доказательство. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть 1 6 i 6 n. Тогда adp⊕(0i−130n−i) = pi.

Доказательство. В силу (2) adp⊕(0i−130n−i) = adp⊕(0i−13). Далее
воспользуемся индукцией по i.

База индукции i = 1: adp⊕(3) = adp⊕(0) = 1 = p1 по (1).
Шаг индукции: предположим, что утверждение справедливо для i,

и докажем его для i+ 1. Используя (4), получаем

adp⊕(0i3) =
1

4
adp⊕(0i) +

1

4
adp⊕(3i) +

+
1

4
adp⊕(2i) +

1

4
adp⊕(1i) =

1

4
+

1

4
adp⊕(3i),

так как wt(1) = wt(2) = 1 (см. (3)). В то же время Sβγ(3
i) = 0i−13.

Таким образом, adp⊕(3i) = adp⊕(0i−13) = pi по утверждению 1 и индук-
ционному предположению. При этом утверждение 3 гарантирует, что
1
4 + 1

4pi = pi+1. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть ω ∈ On, ω 6= *0n−1 и adp⊕(ω) > 0. Тогда существует

ξ ∈ E такое, что ξ(ω) = 0u30n−m−2, где u ∈ Om для некоторого m > 0.

Доказательство. Поскольку ω 6= *0n−1, хотя бы одно из α, β, γ
не лежит в множестве {0, 2n−1}. Без ограничения общности положим,
что γ /∈ {0, 2n−1}.

Далее, используя преобразования I∗, можно привести ω1 к значению
0 или 1, не изменяя ω2, . . . , ωn. Если получим ω1 = 1, то дополнительное
применение Sγ приведёт к ω1 = 0 в силу γ /∈ {0, 2n−1}.

Заметим, что γ /∈ {0, 2n−1} гарантирует существование t такого, что
2 6 t 6 n, ωt 6= 0 и ωt+1 = ωt+2 = · · · = ωn = 0. По утверждению 2
нечётный wt(ωt) означает, что adp⊕(ω) = 0, поэтому остаётся только
wt(ωt) = 2, т. е. ωt ∈ {3, 5, 6}. Применяя к ω преобразования T∗, легко
привести ω к виду 0u30n−t, где u ∈ Ot−2. Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Если k > 0 и u ∈ Om, то adp⊕(0u30k) > 1
4 тогда и только

тогда, когда u ∈ {0m, 3m}.

Доказательство. Так как adp⊕(0u30k) = adp⊕(0u3) в силу (2),
можно полагать, что k = 0. Пусть также u = ω(α, β, γ) для некоторых
α, β, γ ∈ Zm

2 . По рекуррентной формуле (4) получаем

adp⊕(0u3) =
1

4
adp⊕(0u) +

1

4
adp⊕(3u1) +

1

4
adp⊕(2u2) +

1

4
adp⊕(1u3),
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где u1 = ω(α, β, γ), u2 = ω(α, β, γ) и u3 = ω(α, β, γ). Рассмотрим четыре
значения из формулы: adp⊕(0u), adp⊕(3u1), adp⊕(2u2) и adp⊕(1u3). Как
минимум два из них нулевые по (3) и (1), поэтому для adp⊕(0u3) > 1

4
необходимо, чтобы хотя бы одно из оставшихся значений было равно 1.
Действительно, в противном случае по лемме 1 имеем

adp⊕(0u3) 6
1

4
· 1
2
+

1

4
· 1
2
+

1

4
· 0 + 1

4
· 0 =

1

4
.

Проверим все возможные варианты, пользуясь леммой 1:
• adp⊕(0u) = 1, тогда u = 0m и 3u1 = 33m, т. е. adp⊕(0u3) > 1

4 ;

• adp⊕(3u1) = 1, тогда u1 = 0m, u = 3m и 0u = 03m, что влечёт
adp⊕(0u3) > 1

4 ;

• adp⊕(1u2) 6= 1 и adp⊕(2u3) 6= 1, поскольку 1, 2 /∈ {0, 3, 5, 6}.
Таким образом, подходит либо u = 0m, либо u = 3m. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Если ω ∈ On, то adp⊕(ω) > 1
4 тогда и только тогда, когда

ω = ξ(0i−130n−i) для некоторых i ∈ {1, . . . , n} и ξ ∈ E .
Доказательство. Если ω = s0n−1, s ∈ O, то adp⊕(ω) = 1 при s ∈

{0, 3, 5, 6} и adp⊕(ω) = 0 иначе (см. лемму 1 и равенства (1), (2)), причём

Iβγ(00n−1) = Iαβ(50n−1) = Iαγ(60n−1) = 30n−1,

что означает верность утверждения леммы для данного ω.
Теперь в силу леммы 3 можно полагать, что ω = 0u30n−m−2, где

u ∈ Om и m > 0. По лемме 4 неравенство adp⊕(ω) > 1
4 эквивалентно

u ∈ {0m, 3m}, т. е. ω = 00m30n−m−2 или ω = 03m30n−m−2. Осталось
заметить, что

00m30n−m−2 Iβγ−−→ 30m30n−m−2 Sβγ−−→ 03m30n−m−2.

Таким образом, ω = ξ(0m+130n−m−2) для некоторого ξ ∈ E . Лемма 5
доказана.

Перейдём к теореме о значениях adp⊕, превышающих 1
4 .

Теорема 1. Пусть α, β, γ ∈ Zn
2 и P = adp⊕(α, β → γ) > 1

4 . Тогда

P ∈ {p1, . . . , pn}. Более того, P = pi, 1 6 i 6 n, тогда и только тогда,

когда (α, β, γ) = ξ(0, 2n−i, 2n−i) для некоторого ξ ∈ E .
Доказательство. По лемме 5 любое ω ∈ On с adp⊕(ω) > 1

4 можно
привести к 0i−130n−i, i ∈ {1, . . . , n}, преобразованием из E , что соответ-
ствует тройке (0, 2n−i, 2n−i). Осталось заметить, что adp⊕(0i−130n−i) = pi
(см. лемму 2) и применить утверждение 1. Теорема 1 доказана.

Замечание 1. Вместо набора (0, 2n−i, 2n−i) из теоремы 1 удобно ис-
пользовать тройку (2n−i, 2n−i, 0), полученную преобразованием Tαγ , так
как adpXR на ней будет также равна pi (см. теорему 3).
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Следствие 1. Не существует таких α, β, γ ∈ Zn
2 , что

1

4
< adp⊕(α, β → γ) 6

1

3
.

Доказательство очевидно следует из теоремы 1 и утверждения 3.
Следствие 1 доказано.

Известно [21], что max
β,γ∈Zn

2

adp⊕(α, β → γ) = adp⊕(α,α → 0). Таким об-

разом, тройки (2n−i, 2n−i, 0) максимизируют adp⊕ при фиксации первого
или второго аргумента. Отметим, что задачу, связанную со значениями
adp⊕(α,α → 0), можно найти в [22] (см. также первую олимпиаду [23]).

3. Разности, значение adp⊕ на которых больше 1/4

Шаблоны восьмеричных слов являются наиболее удобным способом
описания разностей для adp⊕ с вероятностью pi.

Таблица 1

Шаблоны ω ∈ On таких, что adp⊕(ω) = pi, 3 6 i 6 n

id Tαβ Tαγ
id e0i−230n−i e0i−250n−i e0i−260n−i

Sγ d1i−230n−i d1i−250n−i d4i−260n−i

Sβ d2i−230n−i d4i−250n−i d2i−260n−i

Sβγ e3i−10n−i e5i−10n−i e6i−10n−i

Таблица 2

Шаблоны ω ∈ On таких, что adp⊕(ω) ∈ {p1, p2}
adp⊕(ω) Шаблоны ω

p1 e0n−1

p2 *30n−2, *50n−2, *60n−2

Теорема 2. Если ω ∈ On и i ∈ {1, . . . , n}, то adp⊕(ω) = pi тогда

и только тогда, когда ω удовлетворяет одному из шаблонов, представ-

ленных в табл. 1 при i > 3 или табл. 2 при i 6 2.

Доказательство. Начнём с табл. 1, т. е. со случаев i > 3. Согласно
теореме 1 любую тройку (α, β, γ) ∈

(
Zn
2

)3 преобразованиями из E можно
привести к тройке (0, 2n−i, 2n−i), которая в восьмеричном виде представ-
ляется как 0i−130n−i.

Докажем, что слова, удовлетворяющие шаблонам из табл. 1, преоб-
разованиями из E приводятся к слову 0i−130n−i. Применяя к нему I∗,
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получим любой символ x ∈ O c чётным wt(x) в старшем разряде, т. е.
слово 0i−130n−i можно заменить шаблоном e0i−230n−i, и далее говорить
о шаблонах.

Нетрудно видеть, что шаблон в строке, помеченной S, и столбце, по-
меченном T , равен T (S(e0i−230n−i)): достаточно заметить, что

−(2n−i+ c · 2n−1) = 2n− 2n−i− c · 2n−1 = (c⊕ 1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−i

), c ∈ Z2.

После преобразований Sγ или Sβ старший символ e превратится в d, так
как инвертируем ровно одну позицию символа-элемента Z3

2. Кроме того,
Tαβ(3) = 5, Tαγ(3) = 6, Tαβ(1) = 1, Tαγ(1) = 4, Tαβ(2) = 4 и Tαγ(2) = 2.

Осталось доказать полноту множества описанных шаблонов. Действи-
тельно, применение S∗ к любому шаблону не выводит за пределы столб-
ца, применение T∗ не выводит за пределы строки, а I∗ уже учтено в самом
шаблоне. Таким образом, множество описанных в таблице шаблонов за-
мкнуто относительно E . Очевидно также, что все описанные шаблоны
порождают различные слова.

В заключение обратимся к табл. 2. Нетрудно видеть, что её элементы
порождают замкнутые относительно E множества слов, среди которых
есть 30n−1 и 030n−2. Теорема 2 доказана.

Замечание 2. Табл. 1 можно использовать и для i ∈ {1, 2}, игно-
рируя шаблоны с 1i−2 и т. п. при отрицательных i − 2. Однако, в этих
случаях шаблоны не обеспечат уникальности порождаемых слов.

Следствие 2. Если Ci =
∣
∣
{
(α, β, γ) ∈

(
Zn
2

)3 | adp⊕(α, β → γ) = pi
}∣
∣,

i ∈ {1, . . . , n}, то C1 = 4, C2 = 24, C3 = C4 = · · · = Cn = 48.

Доказательство. Все шаблоны, описанные в табл. 1, при i > 3
порождают различные слова. Каждый шаблон порождает ровно 4 слова,
таким образом, имеется 4 · 4 · 3 = 48 различных слов, для которых adp⊕

равна pi. Из табл. 2 очевидно, что C1 = 4 и C2 = 8 · 3 = 24. Следствие 2
доказано.

Нетрудно подсчитать и общее число троек.

Следствие 3. При n > 2 имеется ровно 48n−68 троек (α, β, γ) ∈
(
Zn
2

)3

таких, что adp⊕(α, β → γ) > 1
4 .

4. Необходимые утверждения для работы с adpXR

Здесь приведём необходимые для работы с adpXR понятия и утвер-
ждения из [20].
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4.1. «Неполные» характеристики и симметрии их аргумен-

тов. Разобьём adp⊕ на неотрицательные «неполные» характеристики
adp⊕c и adp⊕a,b, a, b, c ∈ Z2:
∑

c∈Z2

adp⊕c (α, β → γ) =
∑

(a,b)∈Z2
2

adp⊕a,b(α, β → γ) = adp⊕(α, β → γ). (5)

Значения введённых величин при adp⊕(α, β → γ) 6= 0 для α, β, γ ∈ Z2

(случай n = 1) даны в табл. 3, её можно найти в [20, табл. 1].

Таблица 3

Значения adp⊕a,b(α, β → γ) и adp⊕
с
(α, β → γ) для α, β, γ ∈ Z2

αβγ ω(α, β, γ) adp⊕0,0 adp⊕0,1 adp⊕1,0 adp⊕1,1 adp⊕0 adp⊕1
000 0 1 0 0 0 1 0

011 3 1/2 1/2 0 0 1/2 1/2

101 5 1/2 0 1/2 0 1/2 1/2

110 6 1/4 1/4 1/4 1/4 1 0

Для подсчёта значений adp⊕a,b и adp⊕c на аргументах из Zn+1
2 будем

пользоваться рекуррентными формулами, аналогичными приведённым
в утверждении 2 [20, теорема 3].

Утверждение 4 [20]. Если α, β, γ ∈ Zn
2 , e ∈ Z3

2, a, b, c ∈ Z2, то при

чётном wt(e)

adp⊕c (αe1, βe2 → γe3) =
1

2wt(e)

∑

q∈Z3
2
, q�e

adp⊕c⊕q3(α
[q1], β[q2] → γ[q3]),

adp⊕a,b(αe1, βe2 → γe3) =
1

2wt(e)

∑

q∈Z3
2
, q�e

adp⊕a⊕q1,b⊕q2
(α[q1], β[q2] → γ[q3]),

при нечётном wt(e)

adp⊕c (αe1, βe2 → γe3) = adp⊕a,b(αe1, βe2 → γe3) = 0.

Аналогично adp⊕ подсчёт adp⊕a,b и adp⊕с можно упростить, используя
симметрии аргументов [20, теорема 4].

Утверждение 5 [20]. Пусть α, β, γ ∈ Zn
2 , a, b, c ∈ Z2 и ω = ω(α, β, γ).

Тогда

• adp⊕a,b(ω) = adp⊕a,b(Sγ(ω)),

• adp⊕c (ω) = adp⊕c (Sα(ω)) = adp⊕c (Sβ(ω)) = adp⊕c (Sαβ(ω)),
• adp⊕c (ω) = adp⊕c (Tαβ(ω)) = adp⊕c (Iαβ(ω)).
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Некоторые преобразования работают вместе с изменением параметров:

• adp⊕a,b(ω) = adp⊕b,a(Tαβ(ω)),
• adp⊕a,b(ω) = adp⊕a,b(Sα(ω)) при α 6= 0,

• adp⊕a,b(ω) = adp⊕
a,b

(Sβ(ω)) при β 6= 0,

• adp⊕c (ω) = adp⊕c (Sγ(ω)) при γ 6= 0.

В контексте adp⊕a,b и adp⊕c будем обозначать их через T !
αβ, S !

α, S !
β и S !

γ

соответственно, подчёркивая, что они действуют на ω и тройке (a, b, c).

4.2. Подсчёт adpXR и симметрии её аргументов. Будем подсчи-
тывать adpXR способом, предложенным в [20, следствие 2], используя
«неполные» характеристики.

Утверждение 6 [20]. Пусть α, β, γ ∈ Zn−r
2 , α′, β′, γ′ ∈ Zr

2, a = αn−r ⊕
βn−r ⊕ γn−r, a

′ = α′
r ⊕ β′

r ⊕ γ′r, т. е. a, a′ ∈ Z2. Тогда

adpXR((α′, α), (β′, β)
r→ (γ, γ′)) =

= adp⊕a′,0(α, β → γ[a])adp⊕a (α
′[a

′]
, β′ → γ′) +

+ adp⊕
a′,1

(α, β → γ[a])adp⊕a (α
′[a

′]
, β

′ → γ′).

Симметрий аргументов у adpXR меньше, чем у adp⊕ [20, теорема 5].
Аналогично E обозначим через E ′ множество всевозможных композиций
преобразований Tαβ, Iαβ и S∗. Для него верно

Утверждение 7 [20]. Если α, β, γ ∈ Zn
2 , ξ ∈ E ′, (α′, β′, γ′) = ξ(α, β, γ),

то adpXR(α, β
r→ γ) = adpXR(α′, β′ r→ γ′).

5. Вспомогательные леммы о значениях adp⊕a,b и adp⊕c

Этот раздел содержит вспомогательные утверждения о «неполных»
характеристиках. Пользуясь результатами разд. 2 и 3, далее будем рабо-
тать только со словами, представленными в табл. 1. Начнём с подсчёта
значений adp⊕a,b и adp⊕c с помощью рекуррентных формул.

Лемма 6. Если a, b, c ∈ Z2, s ∈ {0, 3, 5, 6}, t ∈ {3, 5, 6}, то

adp⊕a,b(st
k−10n−k) =

Å

pk −
1

4k−1

ã

adp⊕a⊕t1,b⊕t2
(s⊕ t) +

1

4k−1
adp⊕a,b(s),

adp⊕c (st
k−10n−k) =

Å

pk −
1

4k−1

ã

adp⊕c⊕t3(s⊕ t) +
1

4k−1
adp⊕c (s),

определяющие значения adp⊕a,b и adp⊕c пары будем обозначать через

ρa,b(s, t) = (adp⊕a⊕t1,b⊕t2
(s⊕ t), adp⊕a,b(s)),

ρс(s, t) = (adp⊕с⊕t3(s⊕ t), adp⊕с (s)).
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Доказательство. Воспользуемся индукцией по k. Ясно, что при
k = 1 равенства верны. Предположим, что для всех k < n равенства
верны. Докажем, что они верны и для k + 1. Пусть s′ = s ⊕ t. Согласно
утверждению 4 (см. также пояснения к утверждению 2) имеем

adp⊕a,b(st
k0n−k−1) = adp⊕a,b(st

k) =
1

4
adp⊕a,b(st

k−1) +

+
1

4
adp⊕a⊕t1,b⊕t2

(s′0k−1) =
1

4
adp⊕a,b(st

k−1) +
1

4
adp⊕a⊕t1,b⊕t2

(s′).

Согласно утверждению 3 pk − 1
4k−1 = 1

4 + · · · + 1
4k−1 . Воспользуемся ин-

дукционным предположением:

1

4
adp⊕a,b(st

k−1) =
1

4

Å

pk −
1

4k−1

ã

adp⊕a⊕t1,b⊕t2
(s′) +

1

4k
adp⊕a,b(s) =

=

Å

1

42
+ · · · + 1

4k

ã

adp⊕a⊕t1,b⊕t2
(s′) +

1

4k
adp⊕a,b(s),

при этом 1
4+
(

1
42
+ · · ·+ 1

4k

)
= pk+1− 1

4k
, т. е. формула для adp⊕a,b доказана.

Равенство для adp⊕c доказывается аналогично. Лемма 6 доказана.

Рассмотрим значения выражений из леммы 6, заменив пары ρa,b и ρc
неизвестными.

Лемма 7. Если fi(x, y) =
(
pi − 1

4i−1

)
x+ 1

4i−1 y, i > 2, и x, y ∈ Q, то

1) fi(x, y) 6
1
4 при x, y 6 1

2 для i = 2 и при x 6 1
2 , y 6 1 для i > 3;

2) fi(1, pk) = pi+k−1, в частности,

fi(1, 1) = pi, fi

Å

1,
1

2

ã

= pi+1, fi

Å

1,
1

4
+

1

4
pk

ã

= pi+k.

3) f2
(
1
2 , 1
)
= p3.

Доказательство. 1, 3) При x, y 6 1
2 справедливо fi(x, y) 6 1

2pi,

что в силу i > 2 и утверждения 3 означает, что fi(x, y) 6 1
4 . Кроме

того, 1
2

(
pi − 1

4i−1

)
+ 1

4i−1 = 1
2pi +

1
2·4i−1 , что равно 1

6 + 1
12·4i−2 + 1

2·4i−1

по утверждению 3, или 1
6 +

5
6·4i−1 . Данное выражение равно p3 при i = 2

и меньше 1
4 при i > 3.

2) Имеем fi(1, pk) = pi− 1
4i−1 +

1
4i−1 pk, что в силу утверждения 3 равно

1

4
+ · · ·+ 1

4i−1
+

1

4i
+ · · ·+ 1

4i+k−2
+

1

4i+k−2
= pi+k−1.

Осталось заметить, что 1 = p1,
1
2 = p2,

1
4+

1
4pk = pk+1. Лемма 7 доказана.
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Опишем все слова, на которых значение adp⊕c больше 1
4 .

Лемма 8. Справедливы равенства

adp⊕0 (6
i0m−i) = pi, 1 6 i 6 m,

adp⊕1 (3
i−10m−i+1) = pi, 2 6 i 6 m+ 1.

Более того, если ω ∈ Om и c ∈ Z2 не приводятся к перечисленным словам

композициями преобразований Tαβ, Iαβ, Sα, Sβ и S !
γ (учитывая возмож-

ное изменение параметра c (см. утверждение 5)), то adp⊕с (ω) 6
1
4 .

Доказательство. Если adp⊕c (ω) >
1
4 , то и adp⊕(ω) > 1

4 . Это озна-
чает, что для доказательства леммы достаточно рассматривать толь-
ко ω, удовлетворяющие одному из шаблонов, описанному в табл. 1 (или
в табл. 2 при m ∈ {1, 2} (см. теорему 2)). Более того, любое такое ω мож-
но привести к виду sti−10m−1, где t ∈ {3, 5, 6}, s ∈ {0, 3, 5, 6} и 1 6 i 6 m.
Действительно, каждый столбец табл. 1 содержит соответствующий дан-
ному слову шаблон. Все остальные элементы столбца получаются из за-
данного преобразованиями вида S∗. Эти преобразования согласуются
с указанными в условии, а также с утверждением 5 (при применении S !

γ

и ненулевом γ(ω) инвертируем c). Далее, в силу леммы 6 имеем

adp⊕c (st
i−10m−1) =

Å

pi −
1

4i−1

ã

adp⊕c⊕t3(s⊕ t) +
1

4i−1
adp⊕c (s),

или adp⊕c (st
i−10m−1) = fi(x, y) в обозначениях леммы 7, где (x, y) =

ρc(s, t) (см. лемму 6). Для начала рассмотрим случай i > 2.

Таблица 4

Значения ρc(s, t), s, t ∈ {0, 3, 5, 6}, t 6= 0

st 03 05 06 33 35 36 53 55 56 63 65 66

ρ0
1

2
1 1

2
1 1 1 0 1

2
0 1

2

1

2

1

2
0 1

2
0 1

2

1

2

1

2

1

2
1 1

2
1 1 1

ρ1
1

2
0 1

2
0 0 0 1 1

2
1 1

2

1

2

1

2
1 1

2
1 1

2

1

2

1

2

1

2
0 1

2
0 0 0

X ◦ ◦ ∗ • • • • ◦ ◦ ∗

В табл. 4 с использованием табл. 3 подсчитаны все возможные зна-
чения (x, y). Более того, одинаковые столбцы сгруппированы, группы
отмечены ◦, • и ∗. Неотмеченные столбцы содержат пары, у которых
x, y 6 1

2 , т. е. для них fi(x, y) 6 1
4 по лемме 7. При разборе случаев

все такие пары также будем игнорировать (они присутствуют в каждом
столбце).

Случай 1. Группа ◦, т. е. (x, y) =
(
1
2 , 1
)
, c = 0 и st ∈ {03, 05, 63, 65}.

По лемме 7 f2(x, y) = p3 и fi(x, y) 6
1
4 при i > 3. Таким образом, подходят
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слова 03 = S !
γ(Sβ(33)), 05 = Tαβ(03), 63 = Iαβ(03) и 65 = Tαβ(63), т. е.

все они приводятся к adp⊕1 (3
i0m−i) = pi+1 при i = 2.

Случай 2. Группа •, т. е. (x, y) =
(
1, 12
)
, c = 1 и st ∈ {33, 35, 53, 55}.

По лемме 7 fi(x, y) = pi+1. Все слова подходят и приводятся к виду
adp⊕c (3

j−10m−j+1) = pj преобразованиями Tαβ и Iαβ для всех j = i + 1,
т. е. при 3 6 j 6 m+ 1.

Случай 3. Группа ∗, т. е. (x, y) = (1, 1), c = 0 и st ∈ {06, 66}. По лем-
ме 7 fi(x, y) = pi. Все слова подходят и имеют вид adp⊕0 (6

i0m−i) = pi, где
2 6 i 6 m, с точностью до преобразования Iαβ.

Осталось рассмотреть случай i = 1, при котором adp⊕c (ω) = adp⊕c (s).
Согласно табл. 3 при c = 0 подходят s = 0 и s = 6, что соответствует
adp⊕0 (6

i0m−i) = pi при i = 1 с точностью до Iαβ. При c = 1 подходят s = 3

и s = 5, что соответствует adp⊕1 (3
i−10m−i+1) = pi при i = 2 с точностью

до Tαβ. Лемма 8 доказана.

Схожий результат нам потребуется и для adp⊕a,b.

Лемма 9. Если hra,b(ω) = adp⊕a,b(ω) + pradp
⊕
a,b

(ω), a, b ∈ Z2, ω ∈ Om,

то hr0,0(0
m) = p1, h

r
1,1(0

m) = pr и для 1 6 i 6 m

hr1,0(5
i0m−i) = h11,0(3

i0m−i) = h10,0(6
i0m−i) = pi+1, hr1,1(6

i0m−i) = pi+r.

Более того, если ω ∈ Om и a, b ∈ Z2 не приводятся к перечисленным

словам и параметрам композициями преобразований T !
αβ, S !

α, S !
β и Sγ

(учитывая возможное изменение параметров a и b (см. утверждение 5)),
то hra,b(ω) 6

1
4 .

Доказательство. Как и в доказательстве леммы 8, рассматриваем
hra,b(ω) >

1
4 , a, b ∈ Z2, так что h1a,b(ω) >

1
4 , откуда adp⊕(ω) > 1

4 . Следова-
тельно, ω можно привести к виду sti−10m−1 композициями преобразова-
ний S !

α, S !
β и Sγ , где t ∈ {3, 5, 6}, s ∈ {0, 3, 5, 6} и 1 6 i 6 m (см. теорему 2

и табл. 1). При этом в соответствии с преобразованиями S !
α и S !

β парамет-
ры a и b у hra,b будут меняться так же, как и у соответствующих adp⊕a,b.

Таким образом, достаточно рассматривать значения hra,b(st
i−10m−1) при

всех a, b ∈ Z2.
Воспользуемся леммой 6:

hra,b(st
i−10m−1) =

Å

pi −
1

4i−1

ã

hra⊕t1,b⊕t2(s⊕ t) +
1

4i−1
hra,b(s). (6)

Чтобы применять лемму 7, рассмотрим случай i > 2, в котором исполь-
зуем обозначения

x = hra⊕t1,b⊕t2(s⊕ t), y = hra,b(s),
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тогда fi(x, y) = hra,b(st
i−10m−1). Напомним, что

ρa,b(s, t) = (adp⊕a⊕t1,b⊕t2
(s⊕ t), adp⊕a,b(s)).

Таким образом, если ρa,b(s, t) = (u, v) и ρa,b(s, t) = (u′, v′), то

x = u+ pru
′, y = v + prv

′.

Согласно табл. 3 u, v, u′, v′ ∈
{
0, 14 ,

1
2 , 1
}
. Более того, если u ∈

{
1
2 , 1
}
,

то u′ = 0. Данное утверждение справедливо и для пар (u′, u), (v, v′),
(v′, v). Таким образом, если u, u′, v, v′ < 1, то x, y 6 1

2 , что в силу лем-
мы 7 даёт hra,b(st

i−10m−1) 6 1
4 . Далее будем рассматривать случаи, когда

хотя бы одно из u, u′, v и v′ равно 1.

Таблица 5

Значения ρa,b(s, t), s, t ∈ {0, 3, 5, 6}, t 6= 0

st 03 05 06 33 35 36 53 55 56 63 65 66

ρ0,0
1

2
1 1

2
1 1

4
1 0 1

2

1

4

1

2
0 1

2

1

4

1

2
0 1

2
0 1

2
0 1

4
0 1

4
0 1

4

ρ1,1 0 0 0 0 1

4
0 0 0 1

4
0 1

2
0 1

4
0 0 0 1

2
0 1

2

1

4

1

2

1

4
1 1

4

1X X X X X

ρ0,1
1

2
0 0 0 1

4
0 1 1

2

1

4

1

2

1

2

1

2

1

4
0 0 0 0 0 1

2

1

4
0 1

4
0 1

4

ρ1,0 0 0 1

2
0 1

4
0 0 0 1

4
0 0 0 1

4

1

2
1 1

2

1

2

1

2
0 1

4

1

2

1

4
0 1

4

1X X X

В табл. 5 с использованием табл. 3 подсчитаны все возможные зна-
чения (u, v) и (u′, v′). Более того, в ней отмечены колонки, в которых
хотя бы одно из u, u′, v и v′ равно 1. Далее по значениям пар из табл. 5
будем подсчитывать x, y и применять лемму 7, оставляя только значения
fi(x, y) >

1
4 .

Случай 1: (s, t) ∈ {(0, 3), (0, 5)}, a = b, (u, v), (u′, v′) ∈
{(

1
2 , 1
)
, (0, 0)

}
.

Случай 1.1: a = 0. Тогда x = 1
2 , y = 1 и fi(x, y) = p3 только при i = 2,

в остальных случаях она не превосходит 1
4 , т. е. подходят только слова

030m−2 = Sγ(S !
β(T !

αβ(5
20m−2))) и 050m−2 = T !

αβ(030
m−2), значение hr0,0

на которых равно p3.
Случай 1.2: a = 1. Тогда x = 1

2pr, y = pr. В этом случае условие
fi(x, y) > 1

4 может быть выполнено только при pr > 1
2 , или r = 1, что

соответствует x = 1
2 , y = 1, как в случае 1.1, т. е. подходят только слова

030m−2 = Sγ(S !
β(3

20m−2)) и 050m−2 = T !
αβ(030

m−2), значение h11,1 на ко-
торых равно p3.

Случай 2: (s, t) = (0, 6), a = b, (u, v), (u′, v′) ∈
{(

1
4 , 1
)
, (14 , 0)

}
.
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Случай 2.1: a = 0. Тогда x = 1
4 + 1

4pr, y = 1. Поскольку x = pr+1

(см. утверждение 3), аналогично вышесказанному fi(x, y) = p3 только
при r = 1 и i = 2, т. е. подходит только слово 060m−2 = S !

α(S !
β(6

20m−2)),

значение h10,0 на котором равно p3.

Случай 2.2: a = 1. Тогда x = 1
4 +

1
4pr, y = pr. Аналогично случаю 2.1

fi(x, y) = p3 только при r = 1 и i = 2, т. е. подходит только слово
060m−2 = S !

α(S !
β(6

20m−2)), значение h11,1 на котором равно p3.

Случай 3: (s, t) = (6, 6), a = b, (u, v), (u′, v′) ∈
{(

0, 14
)
,
(
1, 14
)}

.

Случай 3.1: a = 0. Тогда x = pr, y = 1
4 + 1

4pr = pr+1. По лемме 7
fi(x, y) >

1
4 только при r = 1, причём fi(x, y) = pi+r, т. е. подходит только

слово 6i0m−i, значение h10,0 на котором равно pi+1.

Случай 3.2: a = 1. Тогда x = 1, y = 1
4 + 1

4pr = pr+1. По лемме 7
fi(x, y) > 1

4 , причём fi(x, y) = pi+r, т. е. подходит слово 6i0m−i, значе-
ние hr1,1 на котором равно pi+r.

Случай 4: (s, t) = (3, 3), a 6= b, (u, v), (u′, v′) ∈
{(

1, 12
)
, (0, 0)

}
.

Случай 4.1: a = 0. Тогда x = 1, y = 1
2 . По лемме 7 fi(x, y) > 1

4 ,

причём fi(x, y) = pi+1, т. е. подходит только слово 3i0m−i = T !
αβ(5

i0m−i),
значение hr0,1 на котором равно pi+1.

Случай 4.2: a = 1. Тогда x = pr, y = 1
2pr. По лемме 7 fi(x, y) >

1
4

только при r = 1, причём fi(x, y) = pi+1, т. е. подходит только слово
3i0m−i, значение h11,0 на котором равно pi+1.

Случай 5: (s, t) = (5, 5), a 6= b, (u, v), (u′, v′) ∈
{
(0, 0),

(
1, 12
)}

. Этот
случай симметричен предыдущему относительно перестановки a и b, т. е.
подходят только слова 5i0m−i = T !

αβ(3
i0m−i), значение h10,1 на котором

равно pi+1, и 5i0m−i, значение hr1,0 на котором также равно pi+1.

Тем самым для i > 2 получили все перечисленные в условии сло-
ва, за исключением 0m. Разберём случай i = 1, т. е. найдём значение
hra,b(s0

m−1), которое равно hra,b(s) = adp⊕a,b(s) + pradp
⊕
a,b

(s) согласно (6).
Для этого достаточно воспользоваться табл. 3.

При s = 0 имеем hr0,0(0
m) = 1, hr0,0(0

m) = pr и hr1,0(0
m) = hr0,1(0

m) = 0.

При s = 6 при всех a, b получаем hra,b(60
m−1) = 1

4 + 1
4pr, что равно pr+1

по утверждению 3. Однако S !
α(60

m−1) = S !
β(60

m−1) = 6i0m−1 при i = 1.

Кроме того, h10,0(6
i0m−i) лежит в этом случае при i = 1.

При s = 3 имеем hr0,0(30
m−1) = hr0,1(30

m−1) = 1
2 = p2 и hr1,0(30

m−1) =

hr1,1(30
m−1) = 1

2pr, что равно p2 только при r = 1 и не превосходит 1
4 при

других r. Однако T !
αβ(30

m−1) = 50m−1 и S !
β(30

m−1) = 30m−1, т. е. случаи
учтены в hr1,0(5

i0m−i) = pi+1 при i = 1. Оставшаяся пара аналогичными
рассуждениями приводится к h11,0(3

i0m−i) = pi+1 при i = 1. Случай s = 5
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можно не рассматривать, поскольку он соответствует применению T !
αβ

к s = 3. Лемма 9 доказана.

6. Значения adpXR, превышающие 1/4

Перейдём к описанию всех слов, значение adpXR на которых больше 1
4 .

Отметим, что при заданном условии adpXR принимает в точности те же
значения, что и adp⊕.

Теорема 3. Пусть α, β, γ ∈ Zn
2 и P = adpXR(α, β

r→ γ) > 1
4 , где

1 6 r < n. Тогда P ∈ {p1, . . . , pn}. Более того, P = pi, 1 6 i 6 n, тогда

и только тогда, когда тройку (α, β, γ) преобразованиями из E ′ можно

привести к одной из следующих:

1) (2n−i, 2n−i, 0) при 1 6 i 6 n,
2) (0, 2n−i+1, 2r−i+1) при 2 6 i 6 r + 1,
3) (2n−r−i+1, 0, 2n−i+1) при 2 6 i 6 n− r + 1.

Доказательство. Для подсчёта adpXR используем утверждение 6,
поэтому переобозначим вход, разделим его на две части: пусть теперь
α, β, γ ∈ Zn−r

2 , α′, β′, γ′ ∈ Zr
2, a = αn−r ⊕ βn−r ⊕ γn−r и a′ = α′

r ⊕ β′
r ⊕ γ′r.

Тогда в силу утверждения 6

adpXR((α′, α), (β′, β)
r→ (γ, γ′)) =

= adp⊕a′,0(α, β → γ[a])adp⊕a (α
′[a

′]
, β′ → γ′) +

+ adp⊕
a′,1

(α, β → γ[a])adp⊕a (α
′[a

′]
, β

′ → γ′).

Аргументами теперь являются (α′, α), (β′, β) и (γ, γ′), введём ω′
u,v =

ω(α′[u], β′[v], γ′) для произвольных u, v ∈ Z2 и ωa = ω(α, β, γ[a]), a так-
же ω′ = ω′

0,0 и ω = ω0. Тогда аргументы из формулировки теоремы,
на которых adpXR равно pi, можно описать следующими парами:

(ω′, ω) = (6i0r−i, 0n−r), 1 6 i 6 r, (7)

(ω′, ω) = (6r, 6i−r0n−i), r + 1 6 i 6 n, (8)

(ω′, ω) = (2i−230r−i+1, 0n−r), 2 6 i 6 r + 1, (9)

(ω′, ω) = (4r, 5i−10n−r−i+1), 2 6 i 6 n− r + 1. (10)

Здесь из-за деления входа на две части тройка (2n−i, 2n−i, 0) распадается
на пары (7) и (8), для удобства она приведена к виду (−2n−i,−2n−i, 0)
преобразованием Sαβ. Аналогично вторая тройка преобразованием Sβ

приведена к виду (0,−2n−i+1, 2r−i+1), а третья тройка преобразовани-
ем Sαγ — к виду (−2n−r−i+1, 0,−2n−i+1), они соответствуют (9) и (10).
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Напомним, что
−2n−i = (1, . . . , 1

︸ ︷︷ ︸

i

, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−i

).

Из формулы для adpXR получаем неравенство

adpXR((α′, α), (β′, β)
r→ (γ, γ′)) 6

6
(
adp⊕a′,0(ωa) + adp⊕a′,1(ωa)

)
max

{
adp⊕a (ω

′
a′,0), adp

⊕
a (ω

′
a′,1)

}
.

Таким образом, если оба множителя не превосходят 1
2 , то имеет нера-

венство adpXR((α′, α), (β′, β)
r→ (γ, γ′)) 6 1

4 . Значит, как минимум один
из них больше 1

2 = p2, что в силу лемм 8 и 9 требует равенство p1, т. е.
единице.

Случай 1: adp⊕a′,0(ωa) + adp⊕
a′,1

(ωa) = 1. В этом случае adp⊕(ωa) = 1,

т. е. ωa = s0n−r−1 в силу теоремы 2, где s ∈ {0, 3, 5, 6}. Поскольку
adp⊕a′,0(s0

n−r−1) = adp⊕a′,0(s) и аналогично adp⊕
a′,1

(s0n−r−1) = adp⊕
a′,1

(s)

в силу утверждения 4, можно воспользоваться табл. 3. Из неё следует,
что a′ = 0, adp⊕a′,0(ωa) = 1, adp⊕

a′,1
(ωa) = 0 и ωa = 0n−r. Таким образом,

adpXR((α′, α), (β′, β)
r→ (γ, γ′)) = adp⊕a (α

′, β′ → γ′) = adp⊕a (ω
′) >

1

4
.

Лемма 8 гарантирует, что adp⊕a (ω
′) ∈ {p1, . . . , pr+1}, и описывает следу-

ющие два подслучая.
Случай 1.1: adp⊕0 (6

i0r−i) = pi при 1 6 i 6 r, т. е. a = 0, что влечёт
ω = 0n−r и соответствует (7).

Случай 1.2: adp⊕1 (3
i−10r−i+1) = pi при 2 6 i 6 r + 1, т. е. a = 1, что

влечёт ω = 1n−r. Заметим, что

Sγ(ω
′, ω) = Sγ(3

i−10r−i+1, 1n−r) = (2i−230r−i+1, 0n−r)

(см. формулу ниже). Это соответствует (9).
Также лемма 8 гарантирует, что достаточно рассматривать только эти

подслучаи. Действительно, ωa = 0n−r, значит, что α = β = 0. Поскольку
−(α′, 0) = (−α′, 0) и аналогично для β, получаем

Sα(ω
′, ωa) = (Sα(ω

′), ωa), Sβ(ω
′, ωa) = (Sβ(ω

′), ωa).

Также если γ′ 6= 0, то справедливо −(γ, γ′) = (γ,−γ′), поэтому

Sγ(ω
′, ωa) = (Sγ(ω

′), ωa) при γ(ω′) 6= 0,

что полностью соответствует S !
γ для ω′ и a: adp⊕a (ω

′) = adp⊕a
(
S !
γ(ω

′)
)

(см. утверждение 5). Если же γ′ = 0, то S !
γ(ω

′) = ω′, т. е. ни a, ни ω′

не изменяются. Таким образом, преобразования Tαβ, Iαβ, Sα, Sβ и S !
γ

на ω′ полностью соответствуют преобразованиям Tαβ, Iαβ, Sα, Sβ и Sγ

на паре (ω′, ω), которая является входом adpXR.
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Случай 2: max
{
adp⊕a (ω

′
a′,0), adp

⊕
a (ω

′
a′,1)

}
= 1. Лемма 8 гарантирует,

что либо ω′
a′,0, либо ω′

a′,1 приводится к 60r−1, при этом a = 0. Заметим,

что Iαβ(60r−1) = 0r, а любое из преобразований S∗ и Tαβ оставляет сло-
ва 0r и 60r−1 на месте, т. е. одно из ω′

a′,0 и ω′
a′,1 принадлежит множеству

{0r, 60r−1}. Более того, можно применить преобразования Iαβ, так как
эти разряды старшие для исходных аргументов adpXR, поэтому можно
рассматривать только случаи ω′

a′,0 = 0r или ω′
a′,1 = 0r. Таким образом,

данный случай сводится к рассмотрению значения

adpXR((α′, α), (β′, β)
r→ (γ, γ′)) = adp⊕u,v(ω) + pradp

⊕
u,v(ω) = hru,v(ω) >

1

4

в обозначениях леммы 9, где u = α′
1, v = β′

1, т. е. α′ = (u, . . . , u), β′ =
(v, . . . , v) и γ′ = 0, что влечёт ω′

u,v = 0r и ω′ = xr, где x = 4u+2v. Лемма 9
также гарантирует, что hru,v(ω) ∈ {p1, . . . , pn}, и описывает следующие
три подслучая.

Случай 2.1. Во-первых, hr1,0(5
i0m−i) = pi+1, так что получаем пару

ω′ = 4r и ω = 5i0m−i, что соответствует (10) с учётом уменьшения i на 1.
Во-вторых, h11,0(3

i0m−i) = pi+1 при r = 1, так что получаем ω′ = 4

и ω = 3i0n−i−1. Однако эта пара приводится к предыдущей преобразо-
ваниями Tαβ и Iαβ.

В-третьих, h10,0(6
i0m−i) = pi+1 также при r = 1, так что ω′ = 0 и ω =

6i0n−i−1. Эта пара приводится к виду (8) преобразованием Iαβ.
Случай 2.2: hr1,1(6

i0m−i) = pi+r, что даёт ω′ = 6r, ω = 6i0m−i и соот-
ветствует (8).

Случай 2.3: ω = 0m, что соответствует значению adp⊕, равному 1,
которое рассмотрено в случае 1.

Аналогично случаю 1 и лемме 8 лемма 9 гарантирует, что достаточно
рассмотреть только перечисленные подслучаи, поскольку

Sα(ω
′
u,v, ω) =

(
ω′
u,v,S !

α(ω)
)
, Sβ(ω

′
u,v, ω) =

(
ω′
u,v,S !

β(ω)
)

при α 6= 0 и β 6= 0 соответственно, а также Sγ(ω
′
u,v, ω) = (ω′

u,v,Sγ(ω)) из-
за γ′ = 0. Очевидно также, что Tαβ(ω′

u,v, ω) = (ω′
v,u,T !

αβ(ω)). Таким обра-
зом, преобразования T !

αβ, S !
α, S !

β и Sγ на ω для hru,v (т. е. для adp⊕u,v) пол-
ностью соответствуют преобразованиям Tαβ, Sα, Sβ и Sγ на паре (ω′, ω),

которая является входом adpXR. Теорема 3 доказана.

Утверждение 8. Тройки из условия теоремы 3 с учётом ограниче-

ний на i не приводятся друг к другу преобразованиями из E ′. Более того,

они не приводятся друг к другу преобразованиями из E , за исключением

случая n = 2r, когда тройка из п. 2 приводится к тройке из п. 3.
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Доказательство. Начнём со второй части. Единственный ненуле-
вой элемент первой тройки 2n−i не приводится ни отрицанием, ни при-
бавлением 2n−1 к отличной степени двойки, в том числе и к 2n−i+1. Таким
образом, первую тройку нельзя привести преобразованиями T∗, I∗ и S∗

ни ко второй, ни к третьей. Далее, у второй и третьей элементы 0 и 2n−i+1

совпадают, и оставшимися являются 2r−i+1 и 2n−r−i+1 соответственно,
причём оба отличны от 2n−i+1, единственного ненулевого элемента. Тем
самым единственный вариант приведения троек — r− i+1 = n−r− i+1,
т. е. n = 2r.

Осталось доказать, что вторая и третья тройки не приводятся друг
к другу композициями преобразований Tαβ, Iαβ и S∗. Действительно,
из них только Sγ может изменять γ, при этом 2r−i+1 и 2n−i+1 — различ-
ные степени двойки. Утверждение 8 доказано.

Отметим, что i = 2 удовлетворяет ограничениям на все тройки (при
n > 2). Таким образом, значение p2 = 1

2 гарантированно достигается
на трёх тройках, не приводимых друг к другу преобразованиями из E ′.

Таблица 6

Множества T, I, S, порождающие E ′(α, β, γ)

(α, β, γ) T I S
(2n−i, 2n−i, 0) {id} {id, Iα,β} {id,Sα,Sβ ,Sαβ}

(0, 2n−i+1, 2r−i+1) {id, Tα,β} {id, Iα,β} {id,Sβ ,Sγ ,Sβγ}
(2n−r−i+1, 0, 2n−i+1) {id, Tα,β} {id, Iα,β} {id,Sα,Sγ ,Sαγ}

Следствие 4. Пусть (α, β, γ) ∈
(
Zn
2

)3
— тройка из условия теоремы 3.

Тогда множество троек E ′(α, β, γ) порождается композициями преобра-

зований из множеств T, I, S, описанных для каждого случая в табл. 6,
при этом

|E ′(2n−i, 2n−i, 0)| =







2 при i = 1,

4 при i = 2,

8 при 2 < i 6 n,

|E ′(0, 2n−i+1, 2r−i+1)| =
®

4 при i = 2,

16 при 2 < i 6 r + 1,

|E ′(2n−r−i+1, 0, 2n−i+1)| =
®

8 при i = 2,

16 при 2 < i 6 n− r + 1.

Доказательство. Очевидно, что все тройки E ′(α, β, γ) получаются
композициями преобразований из множеств {id,Tαβ}, {id,Iαβ} и {id,Sα,
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Sβ ,Sγ ,Sαβ ,Sαγ ,Sβγ ,Sαβγ}. Далее, один из элементов каждой тройки ну-
левой и может быть преобразован только в 2n−1, который также самооб-
ратный, поэтому половина возможных вариантов ξ для каждой тройки
можно отбросить. В первой тройке два ненулевых элемента равны, тем
самым можно убрать Tαβ.

Осталось заметить, что при i > 2 первая тройка не содержит ни 2n−1,
ни 2n−2. Аналогично для второй и третьей тройки при i > 3. Это озна-
чает, что все значения вида c2n−1 ± 2k, где c ∈ Z2 и k из имеющихся
в тройках, будут различны, т. е. имеем описанные в условии следствия
мощности. Если i = 3, то у третьей тройки только третий элемент ра-
вен 2n−2, от которого может быть взят обратный, а во второй тройке
возможен случай 2n−1 − 2n−2 = 2n−2. Тогда и бывший нулевой элемент
будет равен 2n−1, поскольку инверсию старших битов делаем одновре-
менно у двух первых элементов, т. е. и в этом случае тройки будут раз-
личными. Случай i = 1 для первой тройки и i = 2 очевидны. Следствие 4
доказано.

Следствие 5. Если Ci =
∣
∣
{
(α, β, γ) ∈

(
Zn
2

)3 | adpXR(α, β
r→ γ) = pi

}∣
∣,

i ∈ {1, . . . , n}, то

Ci =







2 при i = 1,

16 при i = 2,

40 при 3 6 i 6 min{r + 1, n− r + 1},
24 при min{r + 1, n− r + 1} < i 6 max{r + 1, n− r + 1},
8 при max{r + 1, n− r + 1} < i 6 n.

В частности, C3 = C4 = · · · = Cn = 24 при r = 1 и r = n− 1.

Доказательство следует из утверждения 8 и следствия 4. След-
ствие 5 доказано.

Несложно подсчитать общее число рассматриваемых троек.

Следствие 6. При n > 2 имеется ровно 24n−30 троек (α, β, γ) ∈
(
Zn
2

)3

таких, что adpXR(α, β
r→ γ) > 1

4 .

Это число почти в два раза меньше аналогичного для adp⊕.

Заключение

В работе получена полная характеризация разностей по модулю 2n

для преобразований x⊕ y и (x⊕ y) ≪ r, вероятность которых больше 1
4 .

Несмотря на то, что с учётом указанного ограничения спектры значений
обеих характеристик совпадают, множества-прообразы «усложняются»
после добавления циклического сдвига. Также они содержат примерно
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в два раза меньше элементов. Аналогично результатам из [20] минималь-
ные различия получаются при циклическом сдвиге на одну позицию вле-
во или вправо (r = 1 и r = n− 1 соответственно).

Обратим внимание, что полученные результаты легко применить к бо-
лее широкому классу преобразований, например к (x ≪ r) ⊕ y или
((x ⊞ y) ≪ r) ⊕ z, поскольку их разностные характеристики прямо вы-
ражаются через значения adpXR.
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Abstract. We consider the additive differential probabilities of func-
tions x ⊕ y and (x ⊕ y) ≪ r, where x, y ∈ Zn

2 and 1 6 r < n. The
probabilities are used for the differential cryptanalysis of ARX ciphers
that operate only with addition modulo 2n, bitwise XOR (⊕) and bit
rotations (≪ r). A complete characterization of differentials whose
probability exceeds 1/4 is obtained. All possible values of their prob-
abilities are 1/3 + 42−i/6 for i ∈ {1, . . . , n}. We describe differentials
with each of these probabilities and calculate the number of these val-
ues. We also calculate the number of all considered differentials. It is
48n− 68 for x⊕ y and 24n− 30 for (x⊕ y) ≪ r, where n > 2. We com-
pare differentials of both mappings under the given constraint. Tab. 6,
bibliogr. 23.

Keywords: ARX scheme, differential probabilities, modulo addition,
XOR, bit rotation.
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Аннотация. Рассматривается задача выбора в данном множестве
евклидовых векторов заданного числа кластеров с ограничением
на максимальный разброс каждого кластера так, чтобы размер
минимального из этих кластеров был максимальным. Под разбро-
сом понимается сумма квадратов расстояний от элементов класте-
ра до его центроида. Доказана NP-трудность этой задачи в слу-
чае, когда размерность пространства является частью входа. Биб-
лиогр. 15.

Ключевые слова: кластер, центроид, разброс, NP-трудность.

Введение

Объектом изучения настоящей статьи является задача, в которой для
заданного множества векторов Y ⊆ Rd необходимо построить семейство
попарно не пересекающихся подмножеств (кластеров) «похожих» век-
торов из Y при ограничении на разброс внутри каждого кластера, при
этом размер минимального из этих кластеров максимизируется. Целью
работы является определение алгоритмической сложности данной зада-
чи в случае, когда разброс определяется как сумма квадратов расстояний
от элементов кластера до его центроида, а размерность пространства яв-
ляется частью входа.

Задачи кластеризации весьма актуальны для анализа и обработки
данных, искусственного интеллекта, вычислительной геометрии, мате-
матической статистики и дискретной оптимизации [1–3]. Одним из наи-
более известных примеров является классическая задача MSSC (min-
imum sum-square clustering), также иногда называемая k-means [4–6].
В ней требуется разбить данное множество векторов евклидова про-
странства на k непересекающихся кластеров, минимизируя суммарный
разброс (сумму квадратов расстояний от элемента каждого кластера
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до его центроида) всех кластеров. Известно, что эта задача NP-труд-
на [7] даже при k = 2. Задача также NP-трудна в случае, когда заданы
размеры кластеров [8], даже если размеры всех кластеров равны 3. В [9]
доказано, что задача разбиения на два кластера равного размера также
NP-трудна.

Однако в случае, когда исходные данные содержат случайные вы-
бросы, более актуальна не задача разбиения множества на кластеры,
а задача выбора k непересекающихся подмножеств с заданными огра-
ничениями на их размеры и разброс, причём число кластеров k в этом
случае является не частью входа, а параметром задачи. В случае k = 1
задача NP-трудна [10]; при k > 2 её сложностной статус неизвестен.

В работе исследуется

Задача 1 (Поиск k кластеров). Даны множество Y = {y1, . . . , yn} век-

торов в пространстве Rd и число A > 0. Выделить k попарно не пересека-

ющихся кластеров Ci ⊆ Y, i = 1, . . . , k, максимизируя min{|C1|, . . . , |Ck|}
при условии

f(Ci) =
∑

y∈Ci

‖y − y(Ci)‖2 6 A, i = 1, . . . , k,

где y(Ci) = 1
|Ci|

∑

y∈Ci

y — центроид кластера Ci.

Близкие в постановочном плане задачи, когда вместо центроида ис-
пользуются заданные точки пространства или точки исходного множе-
ства, рассматривались в работе [11], где была доказана их NP-трудность
даже в одномерном случае (т. е. при d = 1). В [12] для задачи 1 был
предложен приближённый полиномиальный алгоритм с оценкой точно-
сти 1/k для произвольного k > 2 и размерности пространства d = 1.
Там же было отмечено, что сложностной статус задачи 1 неизвестен.

В настоящей статье доказывается, что задача 1 NP-трудна в случае,
когда размерность пространства d является частью входа. В разд. 1 при-
водятся предварительные сведения, необходимые для доказательства ос-
новного результата в разд. 2. В заключении даются финальные коммен-
тарии.

1. Предварительные результаты

Пусть задан граф G = (V,E) и целое число k > 2. Тогда k-раскраской
графа G называется разбиение множества вершин V на k независимых
подмножеств V1, . . . , Vk, называемых цветами. Известно, что задача су-
ществования в графе k-раскраски NP-полна [13] при k > 3. Более того,
эта задача остаётся NP-полной для r-однородных графов при r > k,
поскольку в [14] было доказано, что проблема 3-раскраски 4-однородно-
го плоского графа NP-полна. В сбалансированной k-раскраске требуется
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найти разбиение на k независимых подмножеств с дополнительным усло-
вием, что |Vi| − |Vj | ∈ {−1, 0, 1} для всех i, j, т. е. размеры всех незави-
симых множеств должны быть примерно одинаковы. Очевидно, что эта
задача тоже NP-трудна, так как задача k-раскраски графа легко сводит-
ся к сбалансированной версии добавлением нужного числа независимых
вершин. Покажем, что сбалансированная k-раскраска NP-трудна в сле-
дующем частном случае.

Задача 2 (Сбалансированная k-раскраска однородного графа). Да-

ны r-однородный граф G = (V,E) на n вершинах и целое число k > 3,
причём n = kt для некоторого целого t > 1. Существует ли разбиение V
на k независимых подмножеств V1, . . . , Vk, мощность каждого из которых

равна t?

Лемма 1. Задача 2 NP-полна.

Доказательство. Сведём к задаче 2 проблему существования k-рас-
краски в r-однородном графе. Рассмотрим произвольный r-однородный
t-вершинный граф H = (V0, E0), который требуется раскрасить в k цве-
тов. Возьмём в качестве G граф, полученный объединением k копий гра-
фа H. Очевидно, что G является r-однородным графом на kt вершинах.
Покажем, что в нём есть сбалансированная k-раскраска тогда и только
тогда, когда граф H k-раскрашиваем.

Очевидно, что ограничение сбалансированной k-раскраски графа G
на любую из копий графа H задаёт его k-раскраску.

Предположим, что граф H можно раскрасить в k цветов. Тогда рас-
красим первую копию в графе G в соответствии с этой раскраской,
а в каждой последующей копии сделаем циклический сдвиг цветов на 1
(т. е. в i-й копии цвет j имеют те и только те вершины, которые в 1-й
копии имеют цвет j− i+1, где разность берётся по модулю k). Нетрудно
видеть, что каждым цветом раскрашено ровно t вершин (например, цве-
том 1 в i-й копии раскрашены вершины, которые в графе H раскрашены
цветом i) и каждый цвет образует независимое множество. Лемма 1 до-
казана.

Нам также потребуется следующее известное тождество (доказатель-
ство можно найти, например, в [15]).

Утверждение 1 [15]. Имеет место формула
∑

y∈C

‖y − y(C)‖2 =
1

2|C|
∑

y,z∈C

‖y − z‖2.

2. Основной результат

Сформулируем задачу 1 в виде задачи верификации свойств.
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Задача 3. Даны множество Y = {y1, . . . , yn} векторов в простран-

стве Rd и числа A > 0, M > 1. Существует ли k попарно не пересе-

кающихся кластеров Ci ⊆ Y, i = 1, . . . , k, удовлетворяющих условиям

|Ci| > M и f(Ci) 6 A для всех i = 1, . . . , k?

Основным результатом работы является

Теорема 1. Задача 3 NP-полна.

Доказательство. Построим сведение задачи 2 к задаче 3. Рассмот-
рим произвольный r-однородный граф G = (V,E) на n вершинах и целое
число k > 3, причём n = kt. Зафиксируем произвольную ориентацию рё-
бер графа G. Положим d = |E| и для каждого j = 1, . . . , d обозначим
j-ю дугу графа G через ej . Далее для всех i = 1, . . . , n поставим в соот-
ветствие вершине vi этого графа следующий d-мерный вектор yi. Пусть
j-я координата вектора yi равна −1, если дуга ej исходит из вершины vi;
равна 1, если дуга ej заходит в вершину vi; и равна 0, если дуга ej не ин-
цидентна вершине vi. Положим M = t и A = r(t− 1). Поскольку граф G
r-однороден, то

‖yi − yj‖2 =







0, если i = j,

2r, если vivj 6∈ E,

2r + 2, если vivj ∈ E.

Покажем, что k попарно не пересекающихся кластеров с требуемыми
условиями существуют тогда и только тогда, когда G допускает сбалан-
сированную k-раскраску.

Если сбалансированная k-раскраска существует, то каждым цветом
раскрашено ровно t вершин. Положим Ci = {yj | vj имеет цвет i}. Тогда
|Ci| = t = M и по утверждению 1 f(Ci) = 2r(t− 1)t/2t = r(t− 1) = A для
всех i = 1, . . . , k, что и требуется.

Предположим, что существует требуемое разбиение в задаче 3. По-
скольку |Y| = Mk, имеем |Ci| = M для всех i = 1, . . . , k. Пусть под-
граф Vi, порождённый всеми вершинами vj , для которых yj ∈ Ci, содер-
жит ki рёбер. Тогда по утверждению 1 имеем

f(Ci) =
2rM(M − 1) + 2ki

2M
= A+

ki
M

.

Поскольку f(Ci) 6 A, получаем ki = 0, откуда вытекает, что Vi незави-
симо, т. е. имеет место сбалансированная раскраска графа G в k цветов.
Теорема 1 доказана.
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Заключение

В работе доказана NP-полнота задачи выбора в некотором множестве
векторов d-мерного евклидова пространства k кластеров большого раз-
мера с заданным ограничением на максимальный разброс в случае, когда
размерность пространства является частью входа. Ранее сложностной
статус этой задачи был неизвестен при k > 2. Интересной открытой про-
блемой остаётся выяснение сложности задачи в случае фиксированной
размерности пространства.
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Abstract. The paper considers the following problem. Given a set of
Euclidean vectors, find several clusters with a restriction on the max-
imum scatter of each cluster so that the size of the minimum cluster
would be maximum. Here the scatter is the sum of squared distances
from the cluster elements to its centroid. The NP-hardness of this prob-
lem is proved in the case where the dimension of the space is a part of
the input. Bibliogr. 15.
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Аннотация. Система m булевых уравнений может быть решена
методом последовательного опробования с помощью m-шагового
алгоритма, где на i-м шаге опробуются значения всех переменных,
существенных для первых i уравнений, и ложные решения отбрако-
вываются по правым частям уравнений, i = 1, . . . ,m. Оценка слож-
ности метода, зависящая от структуры множеств существенных
переменных уравнений, достигает минимума при некоторых пере-
становках уравнений системы. Предложен алгоритм оптимальной
перестановки уравнений, минимизирующей среднюю вычислитель-
ную сложность алгоритма в естественных вероятностных предпо-
ложениях. В ряде случаев оптимальные перестановки определены
неоднозначно, и их нахождение является вычислительно сложным.
Метод последовательного опробования вырождается в полный пе-
ребор, если каждое уравнение системы зависит существенно от всех
переменных. Приведён пример построения оптимальной переста-
новки. Табл. 2, ил. 1, билиогр. 11.

Ключевые слова: булева функция, существенная переменная, ре-
шётка подмножеств множества, цепь в решётке.

Введение

Решение системы булевых уравнений в общем случае относится к за-
дачам высокой сложности [1]. Для решения системы с n неизвестными
требуется до 2n операций опробования значений неизвестных.

Сложность решения некоторых частных классов систем булевых урав-
нений оценивается как полиномиальная или субэкспоненциальная. Боль-
шое число работ посвящено решению линейных систем булевых уравне-
ний, где мотивацией было обобщение и улучшение характеристик метода
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Гаусса и других методов [2, 3]. Активно исследовались методы линеари-
зации, направленные на сведение решения нелинейной системы к неко-
торому числу линейных систем [4, 5]. Средняя сложность решения тре-
угольных систем n уравнений от n переменных в естественной вероят-
ностной модели близка к 2n [5]. Со сложностью порядка

√
2n методом

согласования(англ. meet in the middle of attack) решается широкий класс
систем, например системы уравнений, в которых АНФ каждой функции
системы разлагается в сумму двух многочленов от непересекающихся
подмножеств переменных; варианты этого метода описаны в [5–7].

Имеется также ряд исследований, претендующих на достаточно вы-
сокую степень общности в связи с классом решаемых систем уравнений.
Их задача — выявить параметры систем уравнений, определяющие слож-
ность решения, что позволяет конструктивно описать некоторые классы
систем уравнений с оценкой сложности решения ниже тривиальной оцен-
ки 2n [8–11].

Метод последовательного опробования применим к любой системе бу-
левых уравнений, однако не для всех систем он эффективен, т. е. не для
всех систем его сложность ниже сложности полного опробования вари-
антов решения системы. Для систем уравнений, в которых некоторые
функции зависят не от всех переменных, показано, что с помощью пе-
рестановки уравнений системы можно достичь определённого прибли-
жения к треугольной системе уравнений и минимизации сложности ме-
тода последовательного опробования. Предложен алгоритм построения
оптимальной перестановки уравнений на основе анализа множеств суще-
ственных переменных всех функций системы и приведён пример.

1. Постановка задачи

Требуется решить систему m булевых уравнений

fj(x1, . . . , xn) = aj , j = 1, . . . ,m, (1)

где aj ∈ {0, 1}, fj : {0, 1}n → {0, 1} — булевы функции, возможно суще-
ственно зависящие не от всех переменных, при этом каждая перемен-
ная существенна хотя бы для одной из функций в левой части системы.
Решением системы (1) называется любой набор значений переменных
(x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n, при котором выполняется каждое уравнение си-
стемы. Остальные наборы называются ложными решениями. Отнесение
набора к множеству ложных решений называют отбраковкой.

Пусть Qr = (q1, . . . , qr)— бесповторная упорядоченная выборка r ∈
{1, . . . ,m} чисел из множества {1, . . . ,m}, а {Qr} = {q1, . . . , qr}— множе-
ство элементов выборки Qr. Выборки Qr и Q′

r назовём односоставными,

если {Qr} = {Q′
r}.
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Перестановку Q = Qm = (q1, . . . , qm) чисел 1, . . . ,m назовём марке-

ром алгоритма решения системы (1). Маркер Q однозначно определяет
перестановку уравнений системы (1).

Для решения системы (1) применим m-шаговый алгоритм последо-
вательного опробования(а. п. о.) с маркером Q = (q1, . . . , qm), который
последовательно бракует ложные решения по уравнениям: сначала с но-
мером q1, затем с номером q2 и т. д., наконец с номером qm.

Задача состоит в том, чтобы найти маркер для а. п. о. с наимень-
шей вычислительной сложностью; назовём его оптимальным маркером

(о. м.) для системы (1).

2. Алгоритм последовательного опробования

Пусть S(j)— множество номеров всех существенных переменных бу-
левой функции fj(x1, . . . , xn) в левой части системы (1), j = 1, . . . ,m.
Для маркера Q = (q1, . . . , qm) обозначим

∆1(Q) = S(q1),

∆r(Q) = S(qr) \ (S(q1) ∪ · · · ∪ S(qr−1)), 2 6 r 6 m,

nr(Q) = |∆r(Q)|, r = 1, . . . ,m.

Для краткости не указываем зависимость множеств и величин от выбор-
ки Q (т. е. ∆r(Q) = ∆r и nr(Q) = nr), если корректность рассуждений
не нарушается.

Опишем а. п. о. A(Q) с маркером Q и оценим его сложность, изме-
ряемую числом операций отбраковки наборов значений некоторых пере-
менных из {x1, . . . , xn} по одному из уравнений системы (1). Например,
если S(j) = {i1, . . . , ik}, j ∈ {1, . . . ,m}, то игнорируя несущественные
переменные, имеем fj(x1, . . . , xn) = fj(xi1 , . . . , xik). Тогда одна опера-
ция состоит в проверке для произвольного набора двоичных констант
(βi1 , . . . , βik ) выполнения равенства

fj(βi1 , . . . , βik) = aj. (2)

Если (2) не верно, то набор (βi1 , . . . , βik) «забракован по j-му уравне-
нию»; в противном случае набор «не забракован по j-му уравнению»,
и далее для этого набора или его пополнения некоторым числом буле-
вых констант проверяется выполнимость другого уравнения.

Алгоритм A(Q) (с маркером Q = (q1, . . . , qm))

Шаг 1. Опробуются все наборы значений n1 переменных с номерами
из S(q1), и ложные наборы бракуются по уравнению с номером q1.

Шаг r > 2. Каждый не отбракованный на (r − 1)-м шаге набор
1) бракуется по уравнению с номером qr, если ∆r = ∅;
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2) пополняется 2nr наборами значений переменных с номерами из ∆r,
если ∆r 6= ∅, и пополненные наборы значений переменных бракуются
по уравнению с номером qr.

При r < m для каждого неотбракованного набора значений перемен-
ных выполняется шаг r+1. При r = m каждый неотбракованный набор
значений переменных (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n является решением системы
уравнений (1).

Конец.

Оценим среднюю сложность T (Q) алгоритма A(Q) решения случай-
ной системы (1) при следующих условиях:

1) правая часть (a1, . . . , am) ∈ {0, 1}m системы (1) выбрана случайно
и равновероятно;

2) при любом j ∈ {1, . . . ,m} равенство (2) выполняется с вероятно-
стью 1

2 для любого двоичного набора (βi1 , . . . , βik);
3) уравнения системы (1) независимы: при случайном наборе значе-

ний переменных вероятность выполнения любого уравнения не зависит
от выполнимости других уравнений при этом наборе значений;

4) наборы значений переменных независимы: вероятность выполне-
ния любого уравнения при случайном наборе значений переменных не за-
висит от выполнимости этого уравнения при любом другом наборе.

В этих условиях среднее число решений системы (1) равно 2n−m.
Пусть T (Q) обозначает среднюю вычислительную сложность а. п. о.

A(Q), Tr(Q)— среднее число операций при выполнении r-го шага а. п. о.,
а Mr(Q)— среднее число неотбракованных наборов по завершении ша-
га r алгоритма. Из описания алгоритма A(Q) следует, что

∑

16r6m

nr(Q) = n, (3)

Tr(Q) = Mr−1(Q) · 2nr ,

Mr(Q) = Mr−1(Q) · 2nr−1, 1 6 r 6 m,

где M0(Q) = 1. Так как T (Q) =
∑

16r6m
Tr(Q), получаем

T (Q) =
∑

16r6m

Mr−1(Q) · 2nr . (4)

Отсюда средняя сложность а. п. о. A(Q) зависит от разбиения (3) числа n
на m неотрицательных целых слагаемых n1(Q), . . . , nm(Q).

3. Оптимальный маркер

Пусть Rm
n — множество разбиений натурального числа n на m неот-

рицательных целых слагаемых. Определим расстояние ρ(n, n′) между
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разбиениями n = (n1, . . . , nm), n′ = (n′
1, . . . , n

′
m) ∈ Rm

n равенством

ρ(n, n′) =
∑

16i6m

|ni − n′
i|.

Разбиения n и n′ назовём соседними, если ρ(n, n′) = 2. Для соседних
разбиений множество разностей {n1 −n′

1, . . . , nm−n′
m} состоит из одной

единицы, одной «минус единицы» и m − 2 нулей. Заметим, что множе-
ство Rm

n линейно упорядочено лексикографически.
Определим бинарное отношение 6 на множестве Rm

n . Для n, n′ ∈ Rm
n

положим n 6 n′ тогда и только тогда, когда имеется цепь разбиений
(n(1), . . . , n(t)), t > 1, такая, что n(1) = n, n(t) = n′, а n(j) и n(j+1) сосед-
ние, j = 1, . . . , t − 1, причём разбиение n(j) лексикографически меньше
разбиения n(j+1).

В силу (3) маркер Q однозначно определяет разбиение n(Q) = (n1(Q),
. . . , nm(Q)) ∈ Rm

n . Для краткости пишем n(Q) = n, n(Q′) = n′.

Теорема 1. Если n 6 n′ для маркеров Q и Q′, то T (Q) < T (Q′).

Доказательство. Если разбиения n, n′ соседние, то ρ(n, n′) = 2,
и для некоторых 1 6 k < l 6 m, nk > 1 разбиения имеют вид

n = (n1, . . . nk−1, nk, nk+1, . . . , nl−1, nl, nl+1, . . . , nm),

n′ = (n1, . . . , nk−1, nk + 1, nk+1, . . . , nl−1, nl − 1, nl+1, . . . , nm).

Тогда для среднего числа неотбракованных наборов Mr после шага r
а. п. о. верно равенство

Mr(Q) =

®

Mr(Q
′) при r = 1, . . . , k − 1, l, . . . ,m,

1
2Mr(Q

′) при r = k, . . . , l − 1,
(5)

при этом в силу (4) и (5)

T (Q′)− T (Q) =
∑

k6r6l−1

Mr(Q
′)

2
> 0,

т. е. для соседних наборов теорема верна.
Если n, n′ не соседние, то по определению отношения 6 в Rm

n имеется
цепь разбиений (n(1), . . . , n(t)), t > 1, такая, что n(1) = n, n(t) = n′, причём
разбиения n(j), n(j+1) соседние и n(j) лексикографически меньше n(j+1),
j = 1, . . . , t− 1. Тогда в соответствии с доказанным получаем

TQ) = T (n(1)) < T (n(2)) < · · · < T (n(t)) = T (Q′).

Теорема 1 доказана.

Заметим, что множество S〈m〉 = {S(1), . . . , S(m)}, порождаемое си-
стемой уравнений (1), частично упорядочено (образует ч. у. м.) относи-
тельно теоретико-множественного включения.
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Теорема 2. Если Q = (q1, . . . , qm)— о. м., то S(q1)— минимальный

элемент ч. у. м. S〈m〉.

Доказательство. Если множество S〈m〉 — антицепь в решётке (бу-
леане) 2{1,...,m}, то все элементы S〈m〉 минимальные, и утверждение тео-
ремы тривиально. Если S〈m〉 не антицепь, то покажем, что S(q1) мини-
мальный элемент в этом множестве.

Предположим, напротив, что в S〈m〉 имеется цепь с минимальным эле-
ментом S(qh) ⊂ S(q1) при некотором h > 2. Без ограничения общности
будем считать, что h = 2, и пусть u = |S(q2)|, v = |S(q1)|. Тогда u < v
и можно построить цепь разбиений из Rm

n

n(0) 6 n(1) 6 . . . 6 n(v−u)

такую, что n(t) = (u + t, v − u − t, n3, . . . , nm), t = 0, 1, . . . , v − u. В этой
цепи n(v−u) = n(Q), а разбиение n(0) = n(Q′) соответствует маркеру Q′ =
(q2, q1, q3, . . . , qm). В соответствии с теоремой 1 получаем T (Q′) < T (Q),
что противоречит оптимальности маркера Q. Следовательно, S(q1)— ми-
нимальный элемент в S〈m〉. Теорема 2 доказана.

Теорема 2 определяет m-шаговый алгоритм A(S〈m〉) нахождения о. м.
Обозначим через M(X) множество минимальных элементов ч. у. м. X,
а для маркера Qr положим S〈m〉\Qr = S〈m〉 \ {S(qj)}rj=1, 1 6 r < m.

Алгоритм A(S〈m〉)

Шаг 1. Вычислить M(S〈m〉) и сформировать варианты для выборки
Q1 = (q1), где S(q1) ∈ M(S〈m〉).

Шаг r (2 6 r 6 m − 1). Для каждой выборки Qr−1 = (q1, . . . , qr−1),
сформированной на шаге r− 1, сформировать варианты выборки Qr =
(q1, . . . , qr−1, qr), где S(qr) ∈ M(S〈m〉\Qr−1).

Шаг m. Для каждой выборки Qm−1 = (q1, . . . , qm−1), сформирован-
ной на шаге m − 1, сформировать маркер Q = (q1, . . . , qm−1, qm), где
qm /∈ {Qm−1}.

Замечание 1. О. м. Q = (q1, . . . , qm) является элементом декартова
произведения M(S〈m〉) × M(S〈m〉\Q1) × · · · × M(S〈m〉\Qm−1) и в общем
случае определён неоднозначно. Многозначность о. м. в худшем случае,
когда S(1) = · · · = S(m) = {1, . . . , n}, оценивается величиной m!.

Многозначность и сложность поиска о. м. для систем уравнений (1)
снижается, в частности, при следующих условиях:

1) если на шаге r > 2 сформированы односоставные выборки Qr и Q′
r,

то M(S〈m〉\Qr ) = M(S〈m〉\Q′
r ), следовательно, на шаге r + 1 достаточно

найти минимальный элемент лишь для одной из этих выборок;
2) если в S〈m〉 имеются одинаковые множества.
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Оценим возможное снижение трудоёмкости в связи со вторым усло-
вием. Для системы уравнений (1) числа i и j, 1 6 i, j 6 m, назовём
эквивалентными, если S(i) = S(j); в этом случае пишем i ∼ j.

Пусть u— число классов эквивалентности в {1, . . . ,m} отношения ∼,
1 6 u 6 m, которые обозначим через Hs, hs = |Hs|, s = 1, . . . , u.

Маркеры Q и Q′ назовём эквивалентными, если n = n′, т. е. одинако-
вы соответствующие им разбиения n, n′ ∈ Rm

n ; при этом пишем Q ∼ Q′.

Теорема 3. При разбиении на классы эквивалентности

{1, . . . ,m} = H1 ∪ · · · ∪Hu

число попарно неэквивалентных о. м. не превышает m!
h1!...hu!

.

Доказательство. Пусть на r-м шаге алгоритма A(S〈m〉) сформи-
рована выборка Qr = (q1, . . . , qr−1, qr), где qr ∈ Hs и q1, . . . , qr−1 /∈ Hs.
Тогда на шагах r + 1, . . . , r + hs − 1 дополним Qr остальными элемен-
тами класса Hs. Это соответствует алгоритму A(S〈m〉), так как из то-
го, что S(qr) ∈ M(S〈m〉\Qr−1), следует S(q) ∈ M(S〈m〉\Qr−1) для любого
q ∈ Hs \ {qr}. Тем самым при любом порядке выбора элементов из Hs

на шагах r, . . . , r + hs − 1 алгоритма A(S〈m〉) получаем эквивалентные
маркеры. Отсюда вытекает справедливость оценки из условия теоремы.
Теорема 3 доказана.

Следствие 1. Если отношение эквивалентности на {1, . . . ,m} нетри-

виально (не вырождается в равенство), то алгоритм A(S〈m〉) сводится

к поиску о. м. для подсистемы, в которой номера уравнений образуют

трансверсал этого отношения (т. е. систему представителей классов эк-

вивалентности).

Замечание 2. Если на шагах r > 1, r + 1, . . . , r + hs − 1 алгоритма
A(S〈m〉) элементы о. м. Q равны элементам множества Hs, s ∈ {1, . . . , u},
то nr+1(Q) = · · · = nr+hs−1(Q) = 0.

Пример 1. Для класса систем пяти уравнений fj(x1, . . . , x6) = aj,
j = 1, . . . , 5, определим о. м. и среднюю сложность решения при из-
вестном о. м. Множества S(1), . . . , S(5) даны в табл. 1. Найдём о. м.
Q = (q1, . . . , q5) с учётом того, что 4 ∼ 5.

Таблица 1

Множества S(j) системы функций

j 1 2 3 4 5

S(j) {1, 2} {1, 2, 4} {3, 5} {3, 4, 5} {3, 4, 5}
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M(S〈5〉) = {S(1), S(3)}

{S(2), S(3)}

q1 = 1

{S(1), S(4) = S(5)}

q1 = 3

{S(3)}

q2 = 2

{S(2), S(4) = S(5)}

q2 = 3
q2 = 1

{S(1)}

q2, q3 ∈ {4, 5}

{S(4) = S(5)}

q3 = 3
q3 = 2

{S(2)}

q3, q4 ∈ {4, 5}
q4 = 1

∅

q4, q5 ∈ {4, 5} q5 = 2

Рис. 1. Схема алгоритма A(S〈m〉) для системы из примера 1

Работа алгоритма A(S〈m〉) представлена в виде схемы на рис. 1. В каж-
дой вершине указано множество минимальных элементов M(S〈m〉\Qr−1),
рассматриваемое на текущем шаге r. На дугах отмечены элементы фор-
мируемых маркеров.

Таблица 2

Характеристики маркеров системы

№ Маркер Q Разбиение числа 5 T (Q)

1 (12345) ∼ (12354) 2 + 1 + 2 + 0 + 0 22

2 (13452) ∼ (13542) 2 + 2 + 1 + 0 + 0 26

3 (31245) ∼ (31254) 2 + 2 + 1 + 0 + 0 26

4 (31452) ∼ (31542) 2 + 2 + 1 + 0 + 0 26

5 (34512) ∼ (35412) 2 + 1 + 0 + 2 + 0 16

В табл. 2 приведены «кандидаты» в о. м., соответствующие им разби-
ения числа 5 и средняя вычислительная сложность а. п. о. для каждого
маркера. В 5-й строке можно видеть два эквивалентных о. м. со слож-
ностью T (Q) = 16. Отметим, что средняя сложность решения системы
уравнений методом полного перебора равна 62.
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Abstract. A system of m Boolean equations can be solved by a se-
quential sampling method using an m-step algorithm, where at the i-th
step the values of all variables essential for the first i equations are sam-
pled and false solutions are rejected based on the right-hand sides parts
of the equations, i = 1, . . . ,m. The estimate of the complexity of the
method depends on the structure of the sets of essential variables of
the equations and attains its minimum after some permutation of the
system equations. For the optimal permutation of equations we propose
an algorithm that minimizes the average computational complexity of
the algorithm under natural probabilistic assumptions. In a number of
cases, the construction of such a permutation is computationally dif-
ficult; in this connection, other permutations are proposed which are
computed in a simpler way but may lead to nonoptimal estimates of the
complexity of the method. The results imply conditions under which
the sequential sampling method degenerates into the exhaustive search
method. An example of constructing an optimal permutation is given.
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