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АЛГОРИТМ ВЕТВЕЙ, ГРАНИЦ И ОТСЕЧЕНИЙ
ДЛЯ НЕЯВНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ

КОНКУРЕНТНОГО РАЗМЕЩЕНИЯ
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Аннотация. Рассматривается динамическая задача конкурентно-
го размещения, моделирующая взаимодействие двух соперничаю-
щих сторон (Лидера и Последователя), размещающих свои объекты
на рассматриваемом горизонте планирования, состоящего из неко-
торого числа периодов времени. Предполагается, что Лидер откры-
вает свои объекты в начале горизонта планирования и не изменяет
это решение внутри горизонта планирования. При этом Последо-
ватель может корректировать своё решение в каждом периоде го-
ризонта планирования. Предлагается алгоритм поиска наилучше-
го решения, построенный на основе вычислительной схемы ветвей
и границ. Для вычисления верхних границ используется специаль-
ная релаксация исходной двухуровневой задачи, усиленная допол-
нительными ограничениями. Предлагаются процедуры построения
таких ограничений, в которых используются вспомогательные оп-
тимизационные задачи для получения наиболее сильных отсече-
ний. На примере задачи динамического конкурентного размещения
на сети с тремя вершинами демонстрируются возможности модели
учитывать информацию об изменениях параметров с течением вре-
мени. Реализация алгоритма ветвей и границ демонстрирует значи-
тельный эффект от использования отсечений, предложенных спе-
циально для динамических моделей: верхняя граница вычисляется
более точно и сокращается число вершин дерева ветвления. Ил. 2,
библиогр. 8.

Ключевые слова: задача конкурентного размещения предприя-
тий, двухуровневое математическое программирование, точный ме-
тод, игра Штакельберга.
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Введение

Задачи конкурентного размещения относятся к семейству дискретных
задач двухуровневого математического программирования, построенных
на базе игры Штакельберга [1]. В таких моделях две соперничающие сто-
роны (Лидер и Последователь) последовательно размещают свои пред-
приятия и стремятся захватить потребителей с целью получения макси-
мальной прибыли от их обслуживания. В случае, когда возможность из-
менения составов открытых сторонами предприятий в модели не преду-
смотрена, будем говорить о статических моделях конкурентного разме-
щения. Обзор результатов исследований в области статических моделей
конкурентного размещения можно найти в недавних обзорах [2, 3].

Динамические задачи конкурентного размещения образуют новый,
мало изученный к настоящему моменту класс задач. Они обобщают ста-
тические задачи на случай, когда, во-первых, некоторые данные (напри-
мер, множество потребителей) не фиксированы, а изменяются на рас-
сматриваемом горизонте планирования, а во-вторых, решения сторон
о составе размещаемых предприятий могут изменяться внутри горизонта
планирования. Обычно предполагается, что горизонт планирования раз-
бит на периоды (отрезки) времени, на каждом из которых внешние дан-
ные не изменяются и возможна корректировка решений, принятых сто-
ронами ранее. Первое известное упоминание динамической задачи кон-
курентного размещения содержится, по-видимому, в [4]. Однако общие
постановки и предложения способов для построения наилучших решений
таких задач нам не известны.

В работе авторов [5] предложена постановка неявной динамической
задачи конкурентного размещения. В неявных динамических задачах [6]
учитываются изменения внешних факторов, влияющих на принятие ре-
шений, но сами решения о размещении предприятий, принятые в начале
горизонта планирования, не корректируются в дальнейшем. Исследуе-
мая в [5] модель является неявной динамической задачей в том смысле,
что Лидер открывает свои предприятия в начале горизонта планиро-
вания и не изменяет состава своих открытых предприятий. Напротив,
Последователь имеет возможность изменять состав своих предприятий
в каждом периоде рассматриваемого горизонта планирования. Это за-
дача двухуровневого математического программирования. Для её реше-
ния предлагается использовать вычислительную схему ветвей и границ
и способ вычисления верхних границ значений целевой функции зада-
чи, базирующийся на использовании специфической для двухуровневых
моделей релаксации, называемой в англоязычной литературе high-point
relaxation [7] (задачи HPR). Для усиления задачи HPR предложено ис-
пользовать модифицированные c-отсечения [8] и новые дополнительные
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ограничения, названные d-отсечениями [5], которые построены с учётом
специфики переменных динамических задач.

В настоящей работе разработаны процедуры построения указанных
дополнительных ограничений, в которых используются вспомогательные
оптимизационные задачи для получения наиболее сильных c-отсечений
и d-отсечений. Такие ограничения отсекают наибольшее число допусти-
мых решений задачи HPR, не являющихся допустимыми решениями ис-
ходной двухуровневой задачи. В работе даётся подробное описание про-
цедуры построения дополнительных ограничений и процедуры вычисле-
ния верхних границ, а также алгоритма поиска решения рассматривае-
мой задачи. Приводится иллюстрация возможностей динамической мо-
дели конкурентного размещения и демонстрируется позитивный эффект
от использования d-отсечений при вычислении верхних оценок в работе
алгоритма ветвей и границ.

1. Формулировка задачи

Рассматриваемая в [5] неявная динамическая задача конкурентно-
го размещения (неявная DCompFLP) записывается как следующая дис-
кретная задача двухуровневого математического программирования:

max
(xi),(χij)

(
−
∑

i∈I
fixi +

∑

t∈T

∑

i∈I

∑

j∈Jt
pijχij

)
, (1)

t∑

τ=1

z0iτ +
∑

k�ji

χkj 6 1, i ∈ I, t ∈ T, j ∈ Jt, (2)

xi > χij , i ∈ I, j ∈ J, (3)

xi, χij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, (4)
(
z0it
)
,
(
ζ0ij
)
— оптимальное решение задачи (5)

max
(zit),(ζij)

(
−
∑

t∈T

∑

i∈I
gitzit +

∑

t∈T

∑

i∈I

∑

j∈Jt
qijζij

)
, (6)

xi +
∑

t∈T
zit 6 1, i ∈ I, (7)

xi +
∑

k�ji

ζkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J, (8)

t∑

τ=1

ziτ > ζij, i ∈ I, t ∈ T, j ∈ Jt, (9)

zit, ζij ∈ {0, 1}, i ∈ I, t ∈ T, j ∈ J. (10)
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В этой модели используются следующие обозначения:
• I — множество предприятий (мест возможного размещения пред-

приятий);
• T — множество периодов (единичных отрезков) времени рассматри-

ваемого горизонта планирования;
• Jt, t ∈ T — множество потребителей в период времени t; без ограни-

чения общности полагаем, что Jt1 ∩Jt2 = ∅ при любых t1, t2 ∈ T, t1 6= t2;
J =

⋃
t∈T

Jt — множество потребителей на всём горизонте планирования;

• fi, i ∈ I — фиксированные затраты на открытие Лидером предпри-
ятия i;
• git, i ∈ I, t ∈ T — фиксированные затраты на открытие Последова-

телем предприятия i в период t; для всякого i ∈ I будем считать, что
величины (git) убывают с ростом номера t;
• pij, i ∈ I, j ∈ J — величина дохода, получаемого Лидером от обслу-

живания открытым им предприятием i потребителя j;
• qij, i ∈ I, j ∈ J — величина дохода, получаемого Последователем

от обслуживания открытым им предприятием i потребителя j.
В модели используются следующие двоичные переменные:
• xi, i ∈ I, равна единице, если Лидер открывает предприятие i, и ну-

лю в противном случае;
• zit, i ∈ I, t ∈ T, равна единице, если Последователь открывает

предприятие i в период t, и нулю в противном случае;
• χij , i ∈ I, j ∈ J, равна единице, если предприятие i, открытое Ли-

дером, назначено для обслуживания потребителя j, и равна нулю в про-
тивном случае;
• ζij, i ∈ I, j ∈ J, равна единице, если предприятие i, открытое По-

следователем, назначено для обслуживания потребителя j, и нулю в про-
тивном случае.

Линейный порядок �j на множестве I используется в модели для за-
дания предпочтений потребителя j ∈ J при выборе предприятия для
его обслуживания. Для пары i1, i2 ∈ I отношение i1 ≻j i2 означает, что
для потребителя j ∈ J предприятие i1 предпочтительнее предприятия i2.
Обозначение i1 �j i2 означает, что i1 ≻j i2 или i1 = i2. В модели пола-
гаем, что для обслуживания потребителя может быть назначено любое
открытое предприятие одной из сторон, которое более предпочтительно,
чем любое предприятие, открытое другой стороной.

Рассматриваемая модель, как и всякая задача двухуровневого про-
граммирования, включает задачу верхнего уровня (1)–(5) (задачу Лиде-
ра) и задачу нижнего уровня (6)–(10) (задачу Последователя). Задачу
(1)–(5) обозначим через L, а задачу нижнего уровня (6)–(10) — через F .
Для задачи (1)–(10) в целом используем обозначение (L,F).
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Пару (X,Z), где X = ((xi), (χij)), назовём допустимым решением

задачи (L,F), порождённым двоичным вектором x = (xi), если X —
допустимое решение задачи L, а Z — оптимальное решение задачи F .
Допустимое решение (X,Z), порождённое вектором x, назовём пессими-

стическим, если L(X,Z) 6 L(X ′, Z ′) для любого допустимого решения
(X ′, Z ′), порождённого вектором x. Наилучшее пессимистическое допу-
стимое решение назовём пессимистическим оптимальным решением за-

дачи (L,F).
Пессимистическое допустимое решение, порождённое вектором x, как

и в случае статической задачи [8], может быть построено по вектору x
в результате решения двух оптимизационных задач. Первая из них есть
задача F , оптимальное значение целевой функции которой обозначим
через F ∗, а вторая — вспомогательная задача вида

min
(zit),(ζij ),(vi)

∑

j∈J
vj,

vj > pij

(
xi −

∑

k≻ji

t∑

τ=1

zkτ

)
, i ∈ I, t ∈ T, j ∈ Jt,

−
∑

i∈I

∑

t∈T
gitzit +

∑

i∈I

∑

j∈J
qijζij > F ∗,

xi +
∑

t∈T
zit 6 1, i ∈ I,

xi +
∑

k�ji

ζkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J,

t∑

τ=1

ziτ > ζij, i ∈ I, t ∈ T, j ∈ Jt,

zit, ζij ∈ {0, 1}, vj > 0, i ∈ I, t ∈ T, j ∈ J.

Отметим, что возможность построения пессимистического допусти-
мого решения по вектору x позволяет рассматривать задачу (L,F) как
задачу максимизации некоторой псевдобулевой функции L(x), поэтому
значение целевой функции задачи (L,F) на пессимистическом допусти-
мом решении (X,Z), порождённом вектором x, будем обозначать также
через L(x).

2. Дополнительные ограничения для задачи (L,F)

Основой алгоритма ветвей и границ для поиска пессимистического
оптимального решения исследуемой задачи (L,F) является процедура
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вычисления верхних границ целевой функции на рассматриваемых в хо-
де работы алгоритма подмножествах решений. Такие подмножества бу-
дем задавать частичным двоичным вектором y = (yi)i∈I , где yi ∈ {0, 1, ∗}.
Частичное решение y = (yi) определяет фиксированные компоненты дво-
ичных векторов x = (xi), порождающих пессимистические допустимые
решения задачи (L,F) из рассматриваемого подмножества решений. Ес-
ли yi = ∗, то значение переменной xi не фиксировано. Для частичного ре-
шения y = (yi) положим I0(y) = {i ∈ I | yi = 0} и I1(y) = {i ∈ I | yi = 1}.
Тогда подмножество решений задачи (L,F), задаваемое частичным ре-
шением y = (yi), представляет собой множество пессимистических до-
пустимых решений задачи (L,F), порождённых двоичными векторами
x = (xi), для которых

xi = yi, i ∈ I0(y) ∪ I1(y). (11)

Задачу (L,F) с дополнительным ограничением (11) в задаче L будем
обозначать через (L(y),F).

Основой для вычисления верхних границ задачи (L,F) может слу-
жить релаксированная задача, называемая в англоязычной литературе
high-point relaxation (далее задача HPR). Эта задача получается из ис-
ходной двухуровневой задачи в результате исключения из неё требования
оптимальности для переменных задачи нижнего уровня. Применительно
к задаче (L(y),F) задача HPR может быть записана в следующем виде:

max
(xi),(χij),(zit)

(
−
∑

i∈I
fixi +

∑

t∈T

∑

i∈I

∑

j∈Jt
pijχij

)
, (12)

t∑

τ=1

ziτ +
∑

k�ji

χkj 6 1, i ∈ I, t ∈ T, j ∈ Jt, (13)

xi > χij , i ∈ I, j ∈ J, (14)

xi +
∑

t∈T
zit 6 1, i ∈ I, (15)

xi = yi, i ∈ I0(y) ∪ I1(y), (16)

xi, χij, zit ∈ {0, 1}, i ∈ I, t ∈ T, j ∈ J. (17)

Для получения с использованием этой задачи нетривиальных верх-
них оценок её ограничения необходимо усилить некоторыми дополни-
тельными ограничениями. Эти ограничения должны стимулировать пе-
ременные zit принимать ненулевые значения и одновременно выполнять-
ся на пессимистических допустимых решениях задачи (L(y),F). Полу-
ченную в результате задачу назовём усиленной оценочной задачей (SEP)
для задачи (L(y),F).



Алгоритм для задачи конкурентного размещения 11

В [5] для исследуемой динамической задачи (L,F) предложены два
вида дополнительных ограничений: c- и d-отсечения. Эти ограничения
выполняются на пессимистических допустимых решениях, но при этом
отсекают оптимальное решение задачи SEP, что позволяет улучшать точ-
ность верхней границы путём итеративного добавления новых отсечений.
К сожалению, в некоторых случаях указанных дополнительных ограни-
чений недостаточно для гарантированного отсечения оптимального ре-
шения задачи SEP, поэтому для улучшения верхней границы будем ис-
пользовать также f-отсечения, предложенные в [8]. Система неравенств,
образующих f-отсечение, гарантированно отсекает оптимальное решение
задачи SEP, если оно не является пессимистическим оптимальным реше-
нием задачи (L(y),F).

При построении дополнительных ограничений используются следую-
щие обозначения. Пусть x = (xi)i∈I 6= 0— двоичный вектор, J ′ ⊆ J —
непустое подмножество, k ∈ I, j ∈ J. Положим
• I1(x) = {i ∈ I | xi = 1},
• I0(x) = {i ∈ I | xi = 0},
• αj(x)— такой элемент i′ ∈ I1(x), что i′ �j i для всех i ∈ I1(x),
• αJ ′(x) = {αj(x) | j ∈ J

′},
• Nj(x) = {i ∈ I | i ≻j αj(x)},
• NJ ′(x) =

⋃
j∈J ′

Nj(x),

• N j(k) = {i ∈ I | i �j k},
• NJ ′(k) =

⋃
j∈J ′

N j(x).

Пусть (X ′, z′), X ′ = ((x′i), (χ
′
ij)), z

′ = (z′it)— оптимальное решение за-

дачи SEP, u′it =
t∑

τ=1
z′it, i ∈ I, t ∈ T, и x′ = (x′i), u

′
t = (u′it), t ∈ T. Для

всякого t ∈ T положим

J0t =

®
Jt, если u′t — нулевой вектор,

{j ∈ Jt | αj(x
′) ≻j αj(u

′
t)} в противном случае.

Исходные данные для построения с-отсечения решения (X ′, z′) пред-
ставляет собой номер k ∈ I такой, что x′k = 0 и

∑
t∈T

z′kt = 0. Рассмотрим

множества J0t(k) = {j ∈ J0t | k ∈ Nj(x
′)}, t ∈ T. Пусть t1 ∈ T — наи-

меньший номер, для которого при некотором t0 ∈ T, 1 6 t0 6 t1, для

множества J0 =
t1⋃

t=t0

J0t(k) выполняются неравенства

∑

j∈J0
pαj(x′)j > 0,

∑

j∈J0
qkj > gkt0 . (18)
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Пусть для подмножества J ′ ⊆ J0 выполняются аналогичные неравен-
ства. Тогда неравенство

∑

i∈NJ′(x′)

uit1 > 1 +
∑

i∈αJ′ (x′)

(xi − 1)−
∑

i∈NJ′(k)

xi (19)

есть с-отсечение решения (X ′, z′), сгенерированное номером k и подмно-
жеством J ′.

Исходные данные для построения d-отсечения решения (X ′, z′) пред-
ставляет собой номер k ∈ I такой, что z′kl = 1 для l > 1. Рассмотрим
множества J0t(k) = {j ∈ J0t | k ∈ Nj(x

′)}, t ∈ T. Пусть t1 ∈ T, t1 < l—
наименьший номер, для которого при некотором t0 ∈ T, 1 6 t0 6 t1,

существует подмножество J ′ множества J0 =
t1⋃

t=t0

J0t(k), для которого

выполняются неравенства
∑

j∈J ′

pαj(x′)j > 0,
∑

j∈J ′

qkj > gkt0 − gkl.

Тогда неравенство
∑

i∈NJ′(x′)

uit1 > 1 + (ukl − 1) +
∑

i∈αJ′ (x′)

(xi − 1)−
∑

i∈NJ′(k)

xi (20)

есть d-отсечение решения (X ′, Z ′), сгенерированное номером k и подмно-
жеством J ′.

Неравенства (19) и (20) стимулируют величины uit1 принимать нену-
левые значения при двоичном векторе x′. Однако, правая часть ука-
занных неравенств может быть равной единице и при других двоичных
векторах. Число таких векторов зависит от числа элементов множеств
αJ ′(x′) и NJ ′(k), которые, в свою очередь, зависят от множества J ′. Рас-
смотрим вспомогательные оптимизационные задачи, оптимальные ре-
шения которых дают множества J ′, генерирующие наиболее сильные
c- и d-отсечения для задачи (L(y),F).

Введём следующие обозначения:
• aij , i ∈ I, j ∈ J0 — величина, равная единице, если i ∈ N j(k), и нулю

в противном случае;
• bij , i ∈ I, j ∈ J0 — величина, равная единице, если i = αj(x

′), и нулю
в противном случае;
• cj , j ∈ J0 — величина, равная единице, если

∑
i∈I

bijpij > 0, и нулю

в противном случае;
• uj , j ∈ J0 — переменная, определяющая множество J ′ и равная еди-

нице, если j ∈ J ′, и нулю в противном случае;
• wi, i ∈ I — переменная, определяющая множество αJ ′(x′), равная

единице, если i ∈ αJ ′(x′), и нулю в противном случае;
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• vi, i ∈ I — переменная, определяющая множество NJ ′(k) и равная
единице, если i ∈ NJ ′(k), и нулю в противном случае.

С использованием введённых обозначений вспомогательная задача
(задача APC) для выбора множества J ′ при построении c-отсечения ре-
шения (X ′, z′), сгенерированным номером k и множеством J ′, записыва-
ется следующим образом:

min
(uj),(vi),(wi)

∑

i∈I\I1(y)
wi +

∑

i∈I\I0(y)
vi,

∑

j∈J0
qkjuj > gkt0 ,

∑

j∈J0
cjuj > 1,

vi > aijuj, i ∈ I, j ∈ J0,

wi > bijuj, i ∈ I, j ∈ J0,

uj, vi, wi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J0.

Оптимальное решение ((uj), (vi), (wi)) этой задачи определяет под-
множество J ′ = {j ∈ J0 | uj = 1} и множества NJ ′(k) = {i ∈ I | vi = 1},
αJ ′(x′) = {i ∈ I | wi = 1}. Неравенство (19), для которого множество J ′

получено с использованием вспомогательной задачи APC, будем назы-
вать c-отсечением решения (X ′, z′), сгенерированным номером k.

Вспомогательная задача (задача APD) для выбора множества J ′ при
построении d-отсечения отличается от рассмотренной задачи APC толь-
ко первым ограничением, которое в случае d-отсечения имеет вид

∑

j∈J0
qkjuj > gkt0 − gkl.

Неравенство (20), для которого множество J ′ получено с использовани-
ем вспомогательной задачи APD, будем называть d-отсечением решения
(X ′, z′), сгенерированным номером k.

Резюмируя, получаем, что при заданном допустимом решении (X ′, z′)
задачи (L(y),F) процедуры построения c- и d-отсечения этого решения
аналогичны. При выбранном номере k ∈ I процедура построения c-отсе-
чения состоит из следующих этапов. Во-первых, выбор номеров t1 ∈ T
и t0 ∈ T, 1 6 t0 6 t1. Далее построение по номерам t0 и t1 множества J0
и проверка выполнения для этого множества условий (18). Если эти усло-
вия выполняются, то вычисляем оптимальное решение вспомогательной
задачи APC и получаем искомое подмножество J ′ и множества NJ ′(k)
и αJ ′(x′). При заданном номере k ∈ I таком, что zkl = 1 для некоторо-
го l ∈ T, l > 1, процедура построения d-отсечения начинается с выбора
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номеров t1 ∈ T и t0 ∈ T, 1 6 t0 6 t1 < l. Далее строим множество J0
и проверяем справедливость условий (14) для множества J0. Если усло-
вия выполняются, то используем оптимальное решение вспомогательной
задачи APD для выбора подмножества J ′ и множеств Nk(x

′) и αJ ′(x′).
В случае, когда для оптимального решения (X ′, z′) задачи SEP не уда-

ётся построить c- или d-отсечения этого решения, будем использовать
f-отсечения. Процедура построения такого отсечения сводится к вычис-
лению пессимистического допустимого решения (X0, Z0) задачи (L,F),
порождённого вектором x′ = (x′i). Соответствующие дополнительные
ограничения имеют вид

∑

i : x′

i=1

(1− xi) +
∑

i : x′

i=0

xi > z0kt − zkt (21)

для k ∈ I, t ∈ T таких, что z0kt = 1, и вынуждают переменные zkt прини-
мать значения z0kt, если вектор x′ = (x′i) есть часть допустимого решения
(X ′, z′).

На начальном этапе построения задачи SEP для (L(y),F), когда име-
ется только задача HPR и I1(y) 6= ∅, естественно строить c-отсечения
для допустимого решения (X ′, z′), X ′ = ((y′i), (χ

′
ij)), z

′ = (z′it), где y′i = 1

для i ∈ I1(y) и y′i = 0 в противном случае, а zit = 0, i ∈ I, t ∈ T.
Исходные данные для такого дополнительного ограничения, которое

назовём начальным c-отсечением, составляет номер k ∈ I \ I1(y′). При
построении c-отсечений решения (X ′, z′) будем использовать следующие
обозначения. Пусть j ∈ J, J ′ ⊆ J, J ′ 6= ∅. Положим

J0t(k) = {j ∈ Jt | k ∈ Nj(y
′)},

N j(k) = {i ∈ I | i �j k}, NJ ′(k) =
⋃

j∈J ′

N j(k).

Пусть t1 ∈ T — наименьший номер такой, что при некотором t0 ∈ T,

1 6 t0 6 t1, существует подмножество J ′ ⊆ J0 =
t1⋃

t=t0

J0t(k), для которого

∑

j∈J ′

pαj(y′)j > 0,
∑

j∈J ′

qkj > gkt0 . (22)

Тогда неравенство
∑

j∈NJ′(y′)

uit1 > 1−
∑

i∈NJ′(k)

xi (23)

назовём начальным c-отсечением для частичного решения y = (yi) , сге-
нерированным номером k и подмножеством J ′.
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Утверждение 1. Пусть (X,Z), X = ((xi), (χij)), Z = ((zit), (ζij)) есть

пессимистическое допустимое решение задачи (L(y),F). Тогда неравен-

ство (23) выполняется на этом решении.

Доказательство. Если вектор x = (xi) такой, что xi = 1 для неко-
торого i ∈ NJ ′(k), то неравенство (23) выполняется. Предположим, что
xi = 0 для всех i ∈ NJ ′(k) и левая часть неравенства (23) равна нулю,
т. е. данное неравенство нарушено. Поскольку αj(x) �j αj(y

′) для j ∈ J ′,
то uit1 = 0 для i ∈ NJ ′(x). В частности, имеем ukt0 = 0. При заданном
векторе x рассмотрим допустимое решение (X ′, Z ′), где X ′ = ((xi), (χ

′
ij))

и Z ′ = ((z′i), (ζ
′
ij)) отличаются от текущего решения (X,Z) только в том,

что z′kt0 = 1, ζ ′kj = 1 для всех j ∈ J ′ и χij = 0 для всех i ∈ I и j ∈ Jt таких,
что t > t0 и k ≻j i. В силу свойств (22) для целевых функций L и F Лиде-
ра и Последователя соответственно имеем L(X ′) < L(X) и F (Z ′) > F (Z),
что противоречит тому, что (X,Z) является пессимистическим допусти-
мым решением. Утверждение 1 доказано.

Отметим, что неравенство (23) стимулирует переменные zit прини-
мать ненулевые значения при любом допустимом решении (X ′, z′) зада-
чи SEP для задачи (L(y),F), если NJ ′(k) ⊆ I0(x′). Число таких решений
зависит от выбора множества J ′. Аналогично случаю c-отсечения общего
вида (19) рассмотрим вспомогательную задачу для поиска множества J ′.

Как и в случае c-отсечений, будем использовать ранее введённые обо-
значения:
• aij , i ∈ I, j ∈ J0 — величина, равная единице, если i ∈ N j(k), и нулю

в противном случае;
• bij , i ∈ I, j ∈ J0 — величина, равная единице, если i = αj(y

′), и нулю
в противном случае;
• cj , j ∈ J0 — величина, равная единице, если

∑
i∈I

bijpij > 0, и нулю

в противном случае;
• uj , j ∈ J0 — переменная, определяющая множество J ′ и равная еди-

нице, если j ∈ J ′, и нулю в противном случае;
• vi, i ∈ I — переменная, определяющая множество NJ ′(k) и равная

единице, если i ∈ NJ ′(k), и нулю в противном случае.
Вспомогательная задача для выбора подмножества J ′, генерирующе-

го при заданном k ∈ I наиболее сильное начальное c-отсечение для за-
дачи (L(y),F) записывается следующим образом:

min
(vi),(uj)

∑

i∈I\I0(y)
vi,

∑

j∈J0
qkjuj > qkt0 ,
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∑

j∈J0
cjuj > 1,

vi > aijuj, i ∈ I, j ∈ J0,

uj , vi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Неравенство (23) с множеством J ′, построенное по оптимальному ре-
шению рассмотренной вспомогательной задачи, будем называть началь-
ным c-отсечением, сгенерированным номером k.

Заметим, что в силу следующего утверждения множество K ⊆ I,
включающее номера k, для которых удаётся построить начальные c-от-
сечения, может быть использовано при выборе номера k ∈ I для постро-
ения c-отсечения решения (X ′, Z ′) задачи SEP для задачи (L(y),F).

Утверждение 2. Если для задачи (L(y),F) не существует началь-

ного c-отсечения, сгенерированного номером k ∈ I, то при любом допу-

стимом решении (X ′, Z ′) задачи SEP не существует c-отсечения решения

(X ′, Z ′), сгенерированного номером k.

Доказательство. Действительно, поскольку для всякого t ∈ T мно-
жество J0t для начального c-отсечения включает множество J0t для c-от-
сечения решения (X ′, Z ′), это включение сохраняется и для множеств
J0t(k) и J0. Утверждение 2 доказано.

3. Процедура вычисления верхней границы

В результате выполнения процедуры для вычисления верхней гра-
ницы целевой функции задачи (L,F) на подмножестве решений, задан-
ном частичным решением y, получаем величину UB(y) верхней границы
для целевой функции задачи (L(y),F) и два двоичных вектора x0 и x′.
Ненулевой вектор x0 порождает пессимистическое допустимое решение
(X0, Z0) задачи (L(y),F), найденное при выполнении процедуры, а нуле-
вой вектор x0 означает, что такого решения найти не удалось. Вектор x′ —
часть оптимального решения (X ′, z′) финальной задачи SEP для задачи
(L(y),F), построенной в процессе вычисления верхней границы.

При выполнении процедуры кроме заданного частичного решения
y = (yi) считаем известной величину L∗, равную значению L(x∗) целе-
вой функции задачи (L,F) на наилучшем известном (рекордном) песси-
мистическом допустимом решении (X∗, Z∗) задачи (L,F), порождённом
вектором x∗.

Если частичное решение y = (yi) представляет собой двоичный век-
тор, то процедура вычисления верхней границы сводится к построению
пессимистического допустимого решения задачи (L,F), порождённого
вектором y = (yi). В этом случае полагаем UB(y) = L(y), x0 = y, x′ = y.
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Если частичное решение y = (yi) не является двоичным вектором
и I1(y) = ∅, то полагаем UB(y) = ∞ и x0 = 0. Далее последовательно
выбираем некоторые i ∈ I \ I0(y) и полагаем x′i = 1. Полагаем x′i = 0 для
остальных i ∈ I.

В общем случае, когда y = (yi) не двоичный вектор и I1(y) 6= ∅, вы-
числение верхней границы есть итерационный процесс, состоящий из на-
чальной итерации, некоторого числа основных итераций и, возможно,
одной дополнительной итерации.

На начальной итерации обращаемся к HPR для задачи (L(y),F) и как
результат формируем задачу SEP. Для этого при каждом k ∈ I \ I1(y)
обращаемся к процедуре построения начального c-отсечения, сгенериро-
ванного номером k. Если отсечение построено, то добавляем соответству-
ющее неравенство (23) к ограничениям задачи SEP, а номер k включаем
в множество номеров K, генерирующих начальные c-отсечения.

На каждой основной итерации рассматриваем задачу SEP, получен-
ную на предыдущей итерации, и вычисляем её оптимальное решение
(X ′, z′). Если для значения L(X ′, z′) целевой функции задачи SEP на по-
лученном решении (X ′, z′) выполняется неравенство L(X ′, z′) 6 L∗, то по-
лагаем UB = L(X ′, z′), x0 = 0 и завершаем процедуру вычисления верх-
ней границы. В противном случае начинаем построение дополнительных
ограничений, отсекающих решение (X ′, z′). Для этого последовательно
перебираем номера k ∈ K и выполняем процедуру построения c-отсе-
чения. Если для некоторого k соответствующее c-отсечение построено,
то полученное неравенство добавляем к ограничениям задачи SEP и на-
чинаем следующую основную итерацию. В противном случае начинаем
процесс построения d-отсечения решения (X ′, z′). Для этого поочерёд-
но просматриваем номера k ∈ I такие, что z′kl = 1 для некоторого l ∈ T,
l > 1, и для выбранного k выполняем процедуру построения d-отсечения,
сгенерированного номером k. Если процедура построения d-отсечения
для рассматриваемого k завершается успешно, то полученное неравен-
ство (20) добавляем к ограничениям задачи SEP и начинаем следующую
основную итерацию.

Если отсечений решения (X ′, z′) построить не удалось, и при этом
I1(x′) 6= I1(y), то полагаем UB(y) = L(X ′, z′), x0 = 0 и завершаем про-
цедуру вычисления верхней границы. Если I1(x′) = I1(y), то переходим
к выполнению дополнительной итерации.

На дополнительной итерации используем f-отсечение решения (X ′, z′).
Для этого полагаем x0 = x′ и вычисляем пессимистическое допустимое
решение (X0, Z0) задачи (L(y),F), порождённое вектором x0. Добавля-
ем соответствующие неравенства к ограничениям задачи SEP и вычис-
ляем новое оптимальное решение (X ′, z′) задачи SEP. Полагаем UB(y) =
L(X ′, z′) и завершаем процедуру вычисления верхней границы.
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Заметим, что, если для нового оптимального решения (X ′, z′) полу-
чаем x′ = x0, то построенное допустимое решение (X0, Z0) есть песси-
мистическое оптимальное решение задачи (L(y),F). Если же x′ 6= x0,
то I1(x′) 6= I1(y).

4. Алгоритм вычисления пессимистического

оптимального решения

Для вычисления пессимистического оптимального решения исследуе-
мой задачи (L,F) предлагается алгоритм, построенный на основе вычис-
лительной схемы ветвей и границ со способом ветвления — поиск в глу-
бину. Алгоритм включает начальный шаг и некоторое число основных
шагов.

На начальном шаге готовятся начальные данные, необходимые для
основных шагов алгоритма. На основном шаге рассматривается упоря-

доченное частичное решение, включающее частичное решение y = (yi)
и вектор порядка (i1, . . . , iq), q = |I0(y) ∪ I1(y)|, показывающий поря-
док задания значений 0 и 1 элементам частичного решения. На основ-
ном шаге с использованием верхней границы проверяется, содержит ли
рассматриваемое подмножество решение лучше известного рекордного
решения.

На начальном шаге строим исходное рекордное решение задачи (L,F).
Для этого выбираем двоичный вектор x∗ и далее строим пессимистиче-
ское допустимое решение (X∗, Z∗), порождённое вектором x∗, а также
вычисляем значение L(x∗) целевой функции задачи (L,F) на решении
(X∗, Z∗). На этом шаге строим также начальное упорядоченное частич-
ное решение. Полагаем yi = 1, если x∗i = 1, и yi = ∗, если x∗i = 0. Далее
полагаем q = 0 и для всякого i ∈ I такого, что yi = 1, последовательно
полагаем q = q + 1, iq = i.

На каждом основном шаге имеем упорядоченное частичное решение
y = (yi), (i1, . . . , iq), q = |I0(y) ∪ I1(y)|. Шаг начинается с вычисления
верхней границы UB(y) и сопутствующих векторов x0 и x′, I1(x′) 6= I1(y).
Если x0 6= 0 и L(x0) > L(x∗), то полагаем x∗ = x0, L∗ = L(x0). Далее
строим упорядоченное частичное решение, которое будем рассматривать
на следующем шаге.

Если UB(y) 6 L∗, то отбрасываем подмножество решений, задавае-
мое рассматриваемым частичным решением, и производим «движение
вверх» по дереву частичных решений. Для этого находим наибольший
номер k, 1 6 k 6 q, для которого yik = 1. Если такого номера найти
не удаётся, то алгоритм завершает работу, а вектор x∗ порождает песси-
мистическое оптимальное решение (X∗, Z∗) задачи (L,F). В противном
случае полагаем yik = 0; yil = ∗, l = k + 1, . . . , q; q = k и начинаем
следующий основной шаг.
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Если UB(y) > L∗, то рассматриваемое подмножество решений отбро-
сить не удаётся и производим «движение вниз» по дереву частичных
решений. Поскольку I1(y) 6= I1(x′), для каждого i ∈ I1(x′) \ I1(y) по-
следовательно полагаем yi = 1, q = q + 1, iq = i и начинаем следующий
основной шаг.

5. Демонстрационный пример

Материал данного раздела призван продемонстрировать особенности
рассматриваемой модели конкурентного размещения, а также детали ра-
боты алгоритма поиска точного решения в рамках данной модели. Для
наглядности и простоты анализа детально рассмотрим демонстрацион-
ный пример, который позволит проявиться важным эффектам, составля-
ющим практическое воплощение теоретических результатов настоящей
работы, и опишем указанные эффекты.

На рис. 1 в качестве основного примера представлена ситуация конку-
рентного размещения предприятий на сети из трёх вершин. Потребители
и места возможного размещения предприятий располагаются в вершинах
сети. Предпочтения потребителей задаются расстояниями между верши-
нами: чем меньше расстояние до предприятия, тем оно предпочтительней
для потребителя.

1

1, 4, 7

2

2, 5, 8

3

3, 6, 9

b1 = 9,
f1 = 15,
g1 = 17

b2 = 9,
f2 = 15,
g2 = 17

b3 = 9,
f3 = 15,
g3 = 17

Ib

IL = ∅, IF = {1(1)}

1

1, 4, 7

2

2, 5, 8

3

3, 6, 9

b1 = [3, 3, 3],
f1 = 15,

g1 = [17, 17, 17]

b2 = [3, 3, 3],
f2 = 15,

g2 = [17,4,4]

b3 = [3, 3, 3],
f3 = 15,

g3 = [17, 17, 17]

Id

IL = {1}, IF = {2(2)}

Рис. 1. Входные данные примера: слева — базовый пример Ib,
справа — динамический пример Id
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Для демонстрации дополнительных возможностей модели динамиче-
ского конкурентного размещения по отношению к базовой модели кон-
курентного размещения рассмотрим следующие входные данные Ib для
базовой модели: I = J = {1, 2, 3}, fi = 15, gi = 17 для всех i ∈ I,
pij = qij = 9 для всех i ∈ I, j ∈ J. С учётом того, что предпочте-
ния потребителей задаются кратчайшими расстояниями в сети, имеем
1 ≻1 2 ≻1 3, 2 ≻2 3 ≻2 1 и 3 ≻3 1 ≻3 2. Несложно видеть, что оптималь-
ное решение базового примера Ib нулевое, поскольку общий бюджет по-
требителей равен 27, и открытие двух и более предприятий оказывается
убыточным. При открытии единственного предприятия с номером iL ∈ I
оптимальным ответом Последователя будет открытие предприятия с но-
мером iF = iL − 1 при iL > 1 и iF = 3 при iL = 1. При этом значение
прибыли Лидера будет равно −6, а следовательно, все ненулевые реше-
ния Лидера убыточны.

Предположим, что в дополнение к информации, содержащейся в при-
мере Ib, также известно, что через определённое время, равное трети
продолжительности обозреваемого горизонта планирования, стоимость
открытия предприятия Последователя i = 2 снизится и составит 4 едини-
цы. Указанное обстоятельство можно учесть, рассмотрев динамическую
модель размещения с горизонтом планирования, разделённым на три
равных по длительности периода T = {1, 2, 3}. Как и ранее, положим
I = {1, 2, 3}, fi = 15, git = 17 для всех i ∈ I, t ∈ T за исключением
g22 = g23 = 4. Для каждого периода времени заведём отдельный ин-
декс для каждого из трёх потребителей: J1 = {1, 2, 3}, J2 = {4, 5, 6},
J3 = {7, 8, 9}. При этом будем считать, что потребитель, располагаю-
щийся в вершине 1, в зависимости от периода времени имеет индекс 1, 4
или 7 соответственно. Бюджет потребителей из базового примера Ib раз-
делим между периодами. Предполагая, что доход от обслуживания по-
требителей поступает равномерно с течением времени, и учитывая, что
длительности периодов равны, положим pij = qij = 3 для всех i ∈ I,
j ∈ J.

Полученный таким образом пример динамической задачи конкурент-
ного размещения Id может рассматриваться как уточнение статично-
го примера Ib, причём указанное уточнение оказывается существенным:
в отличие от примера Ib у примера Id оптимальное решение ненуле-
вое. Действительно, при x∗ = (1, 0, 0) несложно убедиться, что вектор z∗

такой, что z∗it равняется единице при i = 2, t = 2 и нулю в противном слу-
чае, является оптимальным решением задачи Последователя. При этом
L(x∗) = −f1 + p11 + p21 + p31 + p41 + p61 + p71 + p91 = −15 + 3 · 7 = 6.
Таким образом, динамическая модель расширяет возможности базовой,
позволяя учитывать дополнительную информацию о параметрах среды,
в которой Лидер принимает решение.
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y = ∗ ∗ ∗,
LB = 0, UB = 9,

L = {2},
F = {3(3)}

y = ∗1∗,
UB = −3

y = ∗0∗,
UB = 9,
L = {3},
F = {1(3)}

y = ∗01,
UB = 0

y = ∗00,
UB = 9,
L = {1},
F = {2(3)}

y = 000,
UB = 0

y = 100,
LB = 6, UB = 6,

L = {1},
F = {2(2)}

y = ∗ ∗ ∗,
LB = 6, UB = 6,

L = {1},
F = {2(2)}

Рис. 2. Дерево ветвления: слева — при использовании только c- и f-отсечений,
справа — с дополнительным использованием d-отсечений

Работа алгоритма ветвей, границ и отсечений на примере Id пред-
ставлена в виде схемы на рис. 2. Поле y показывает значение компо-
нент частичного решения в текущей вершине; LB и UB — значение ниж-
ней и верхней границ соответственно, если они вычислены; L и F — на-
боры открытых предприятий Лидера и Последователя соответственно,
выбранных в оптимальном решении SEP (в скобках для предприятий
Последователя указан момент открытия). Алгоритм запускается в двух
конфигурациях: только с c- и f-отсечениями, а также дополнительно вме-
сте с d-отсечениями.

При запуске в конфигурации без d-отсечений в корневой вершине ге-
нерируется три c-отсечения:

∑

i∈{1,2}

3∑

t=1

zit > 1 + (x3 − 1)− x1 − x2, (c1)

∑

i∈{1,3}

3∑

t=1

zit > 1 + (x2 − 1)− x1 − x3, (c2)

∑

i∈{2,3}

3∑

t=1

zit > 1 + (x1 − 1)− x2 − x3. (c3)
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При этом видим, что сгенерированные отсечения позволяют присваивать
ненулевые значения переменным нижнего уровня с большим значением
индекса t. Если пользоваться интерпретацией указанных переменных,
то можно сказать, что в релаксации двухуровневой задачи, усиленной
c-отсечениями, допустимой остаётся возможность открытия предприя-
тий Последователя в насколько возможно поздний период времени. Это
создаёт дополнительную возможность для увеличения разрыва между
оптимумами исходной двухуровневой задачи и её релаксации: значение
верхней границы, вычисленное в корневой вершине, оказывается рав-
ным 9 при том, что оптимум равен 6.

Во время запуска с использованием d-отсечений в корневой вершине
генерируется девять отсечений: пять c-отсечений и четыре d-отсечения,
имеющие вид

∑

i∈{1,3}

1∑

t=1

zit > 1 +

(
3∑

t=1

z3t − 1

)
+ (x2 − 1) − x1 − x3, (d1)

∑

i∈{2,3}

2∑

t=1

zit > 1 +

(
3∑

t=1

z2t − 1

)
+ (x1 − 1) − x2 − x3, (d2)

∑

i∈{1}

1∑

t=1

zit > 1 +

(
3∑

t=1

z1t − 1

)
+ (x2 − 1)− x1, (d3)

∑

i∈{3}

1∑

t=1

zit > 1 +

(
3∑

t=1

z3t − 1

)
+ (x1 − 1)− x3. (d4)

В совокупности с двумя c-отсечениями, сгенерированными в дополне-
ние к (c1)–(c3), которые здесь приводить не будем, отсечения (d1)–(d4)
позволяют найти оптимальное решение исходной двухуровневой зада-
чи, решая её усиленную релаксацию. В частности, видим, что решение
с ненулевыми компонентами x1 = z23 = 1, возникающее как оптималь-
ное решение релаксации в дереве ветвления с c-отсечениями в вершине
с y = ∗00, отсекается неравенством (d2). Это приводит к получению более
точной верхней оценки и сокращению числа вершин в дереве ветвления.
При этом безусловно следует отметить увеличение времени, затрачивае-
мого на обработку каждой индивидуальной вершины дерева, вызванное
ростом числа итераций в процедуре вычисления верхних границ. Режим
использования дополнительных отсечений, позволяющий получать мак-
симальную производительность метода ветвей, границ и отсечений в це-
лом, является предметом для будущей исследовательской работы.
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Заключение

В настоящей работе рассмотрен вариант двухуровневой задачи конку-
рентного размещения предприятий, получивший в литературе название
неявной динамической задачи. В таком варианте предполагается, что па-
раметры спроса меняются с течением времени дискретно, и первая сторо-
на — Лидер — принимает решение об открытии предприятий в самом на-
чале горизонта планирования, а вторая сторона — Последователь — мо-
жет открывать свои предприятия, зная решение Лидера, в любом пери-
оде времени. Для неявной динамической задачи вводится новое семей-
ство дополнительных отсечений, позволяющих дополнительно усилить
релаксацию двухуровневой модели. Также представлена процедура ге-
нерации отсечений из указанного семейства, вовлекающих наименьшее
количество переменных и обладающих в этом смысле максимальной общ-
ностью.

Для демонстрации особенностей рассматриваемой модели и предлага-
емых процедур рассмотрен пример динамической задачи конкурентного
размещения на сети с тремя вершинами. Отмечены возможности моде-
ли учитывать информацию о будущих изменениях значений параметров
спроса, позволяющие получать с её помощью более эффективные реше-
ния. Анализ хода вычислительного процесса поиска оптимального реше-
ния рассмотренного примера показывает востребованность использова-
ния отсечений предлагаемого в работе семейства для повышения точно-
сти верхней границы и сокращения числа вершин в дереве ветвления.

Дальнейшая работа в области изучения динамических моделей кон-
курентного размещения будет направлена на снятие ограничивающих
предположений относительно решения Лидера. На основе алгоритма для
такой более общей постановки планируется построение процедуры под-
держки решений на неограниченном временном горизонте.
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at the beginning of the planning horizon and does not change his/her
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decision and is built on the base of the branch-and-bound computational
scheme. To compute upper bounds, a special relaxation of the initial
bilevel problem strengthened with additional constraints (cuts) is used.
The paper describes the construction of these constraints while utiliz-
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On an instance of a dynamic competitive facility location on a network
with three vertices, we demonstrate that the model is capable to take
into account information regarding the changes of problem’s parame-
ters along the time period. An implementation of the branch-and-bound
algorithm shows a significant benefit from using the cuts specially de-
signed for dynamic competitive models: it improves the upper bound’s
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bibliogr. 8.

Keywords: competitive facility location problem, bilevel mathematical
programming, exact method, Stackelberg game.

English transl.: Journal of Applied and Industrial Mathematics 18 (4), 643–655
(2024), DOI: 10.1134/S1990478924040021.



26 V. L. Beresnev and A. A. Melnikov

References

1. H. Stackelberg, The Theory of the Market Economy (Oxford Univ. Press, Ox-
ford, 1952).

2. M. Mishra, S. P. Singh, and M. P. Gupta, Location of competitive facili-
ties: A comprehensive review and future research agenda, Benchmarking 30 (4),
1171–1230 (2022), DOI: 10.1108/BIJ-11-2021-0638.

3. H. A. Eiselt and Z. Drezner, Competitive location models: A review, Eur.
J. Oper. Res. 316 (1), 5–18 (2024), DOI: 10.1016/j.ejor.2023.10.030.

4. D. R. Santos-Penate, R. Suarez-Vega, and P. Dorta-Gonzalez, The lead-
er — follower location model, Netw. Spat. Econ. 7, 45–61 (2007), DOI: 10.1007/
s11067-006-9007-2.

5. V. L. Beresnev and A. A. Melnikov, Additional constraints for dynamic
competitive facility location problem, Diskretn. Anal. Issled. Oper. 30 (3),
43–56 (2023), DOI: 10.33048/daio.2023.30.774 [Russian] [J. Appl. Ind. Math.
17 (3), 483–490 (2023), DOI: 10.1134/S199047892303002X].

6. J. Current, S. Ratick, and C. ReVelle, Dynamic facility location when the
total number of facilities is uncertain: A decision analysis approach, Eur. J. Oper.
Res. 110 (3), 597–609 (1998), DOI: 10.1016/S0377-2217(97)00303-2.

7. S. Dempe, Bilevel optimization: Theory, algorithms, applications and a bibliog-
raphy, in Bilevel Optimization: Advances and Next Challenges (Springer, Cham,
2020), pp. 581–672, DOI: 10.1007/978-3-030-52119-6_20.

8. V. L. Beresnev and A. A. Melnikov, Approximation of the competitive facil-
ity location problem with MIPs, Comput. Oper. Res. 104, 139–148 (2019), DOI:
10.1016/j.cor.2018.12.010.

Vladimir L. Beresnev

Andrey A. Melnikov

Received October 18, 2024

Revised October 25, 2024

Accepted November 1, 2024



ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ
Октябрь–декабрь 2024. Т. 31, № 4. С. 27–39

УДК 519.8+518.25 DOI: 10.33048/daio.2024.31.796

ЖАДНЫЙ АЛГОРИТМ ДЛЯ ЗАДАЧИ КАЛЕНДАРНОГО
ПЛАНИРОВАНИЯ С ОГРАНИЧЕННЫМИ РЕСУРСАМИ
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Аннотация. Задача календарного планирования с ограниченны-
ми ресурсами — достаточно общая задача теории расписаний, ко-
торая включает в себя ограничения предшествования работ и ре-
сурсные ограничения. Все ресурсы возобновимы, прерывания ра-
бот запрещены. Эта задача NP-трудна в сильном смысле. Мы пред-
лагаем новый детерминированный жадный алгоритм. Он основан
на эвристике, использующей информацию, полученную в результа-
те решения релаксированной задачи с кумулятивными ресурсами.
Алгоритм протестирован на стандартных наборах данных j60, j90
и j120, предоставляемых библиотекой PSPLIB; показана его эффек-
тивность. Табл. 2, библиогр. 17.

Ключевые слова: задача календарного планирования с ограни-
ченными ресурсами, управление проектами, возобновимые ресурсы,
жадный алгоритм, PSPLIB.

Введение

Рассматривается задача календарного планирования с ограниченны-
ми ресурсами (resource-constrained project scheduling problem, RCPSP).
Её можно определить как задачу комбинаторной оптимизации. Дано
множество работ, частичный порядок на этом множестве задаётся ацик-
лическим ориентированным графом. Для каждой работы известны дли-
тельность её выполнения, множество потребляемых ею ресурсов и их
объёмы. Считаем, что в каждый единичный интервал горизонта пла-
нирования T̂ для каждого ресурса выделяется одинаковое его количе-
ство. Предполагается, что ресурсы неограниченны за пределами гори-
зонта проекта T̂ . Все ресурсы возобновимы. Прерывания работ не до-
пускаются. Задача состоит в минимизации общего времени выполнения
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проекта с учётом отношения предшествования работ и выполнения ре-
сурсных ограничений. По классификации, предложенной в [1], эта задача
обозначается через PS | prec | Cmax, а согласно классификационной схе-
ме из [2] — через m, 1 | cpm | Cmax.

RCPSP принадлежит к классу NP-трудных задач [3]. Она имеет об-
ширное применение на практике, поэтому привлекает к себе внимание
многих исследователей на протяжении нескольких последних десятиле-
тий. Об этом свидетельствуют многочисленные обзоры по методам её
решения, например [4–8].

Эвристики, основанные на правилах приоритета (priority rule based
heuristics), являются сравнительно хорошо исследованными методами
решения RCPSP. Они относятся к так называемым методам построения.
Считается, что более глубокие методы, такие как алгоритмы локального
поиска, генетические алгоритмы и др., обеспечивают в большинстве слу-
чаев решения лучше, чем методы построения, поскольку они выполняют
процедуру поиска, стартуя от некоторого допустимого расписания, сге-
нерированного одним или несколькими методами построения. Сильная
сторона методов построения состоит в том, что они позволяют получать
сравнительно хорошие решения с небольшой временной сложностью.

Правило приоритета — это функция, которая присваивает каждой ра-
боте j некоторое значение v(j). В случае ничьей используется прави-
ло разрешения ничьей. Правила приоритета можно классифицировать
по разным критериям. В зависимости от типа информации, использу-
емой для расчёта v(j), можно различать правила, основанные на сети,
времени и ресурсах, а также их комбинациях. Правило, основанное на се-
ти, использует множество всех (прямых и косвенных) последователей
работы j, а основанное на времени правило использует время начала
выполнения работы j в некотором оценочном расписании. В [9] была
рассмотрена эвристика, которая использует наиболее поздние моменты
старта работ в задаче без ресурсных ограничений (эта эвристика была
рассмотрена в совокупности с дополнительными правилами). В [10] при
построении стохастического жадного алгоритма в качестве v(j) исполь-
зовались моменты начала выполнения работы j в оценочном расписа-
нии, являющемся решением релаксированной задачи, в которой ограни-
ченные ресурсы складируемы (кумулятивны). Для разрешения ничьей
было использовано дополнительное ресурсное правило.

Ресурсное правило ориентировано на величину потребления ресурсов:
приоритет отдаётся работам, наиболее полно расходующим выделенные
ресурсы. Подробная классификация известных в литературе правил при-
оритета приведена в обзоре [4].

В этой статье предлагается новое правило приоритета, представляю-
щее собой ресурсное правило, в котором v(j) находится с учётом весовых
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коэффициентов ресурсов. Эти коэффициенты вычисляются из решения
вспомогательной релаксированной задачи, в которой ресурсы складиру-
емы. В релаксированной задаче все ресурсы ранжируются по степени
дефицитности, и тем самым определяются более дефицитные из них. По-
сле этого делается предположение, что ранжирование ресурсов, выпол-
ненное для релаксированной задачи, будет также справедливым и для
исходной задачи. Приписываем для каждого типа ресурса вес в соответ-
ствии с его рангом и находим v(j) уже в соответствии со взвешенными
значениями потребляемых этой работой ресурсов.

Качество алгоритма проверено на тестовых примерах из библиотеки
PSPLIB [11]. Для тестирования взяты примеры из j60, j90 и j120 размер-
ности 60, 90 и 120 работ соответственно. Далее приводятся результаты
численных экспериментов. Показано, что с использованием предложен-
ного алгоритма получаются лучшие значения средних отклонений реше-
ний от величины критического пути в сравнении с алгоритмами, исполь-
зующими правила, основанные на свойствах сети, на времени и неранжи-
рованных ресурсах. Выявлены группы примеров из PSPLIB, на которых
предложенный алгоритм имеет особо значительное преимущество.

1. Постановка задачи

Задача RCPSP может быть сформулирована следующим образом. Бу-
дем рассматривать проект как ориентированный ацикличный граф G =
(N,A), где N — множество работ проекта, а A— множество пар работ,
между которыми установлено отношение предшествования. Обозначим
через N = {1, . . . , n} ∪ {0, n + 1} множество работ, в котором рабо-
ты 0 и n + 1 фиктивны: они задают начало и завершение всего ком-
плекса работ. Все другие работы будем называть фактическими. От-
ношение предшествования на множестве N зададим множеством пар
A = {(i, j) ∈ N2 | i— предшественник j}. Если (i, j) ∈ A, то работа j
не может начаться раньше завершения работы i. В множестве A содер-
жатся все пары (0, j) и (j, n + 1), j = 1, . . . , n.

Через K обозначим множество типов ресурсов, необходимых для вы-
полнения работ. Горизонт планирования T̂ делится на временные интер-
валы равной длины [t − 1, t), t = 1, . . . , T̂ . Все ресурсы предполагаются
возобновимыми, т. е. в каждый единичный временной интервал горизон-
та планирования T̂ для каждого типа ресурсов выделяется фиксирован-
ный объём этого ресурса Rk ∈ Z

+.
Фактическая работа j имеет детерминированную длительность сво-

его выполнения dj ∈ Z+ и требует в каждую единицу времени своего
выполнения rjk > 0 единиц ресурса типа k ∈ K. Чтобы избежать нераз-
решимость задачи будем считать, что rjk 6 Rk, j ∈ N, k ∈ K. Фиктивные
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работы 0 и n+1 имеют нулевую длительность и нулевое потребление ре-
сурсов. Фактические работы имеют ненулевую целочисленную длитель-
ность.

Введём переменные задачи. Через sj > 0 обозначим момент начала
выполнения j-й работы. Так как работы выполняются без прерывания,
момент окончания j-й работы определяется равенством cj = sj + dj .
Определим расписание S как (n+2)-вектор (s0, . . . , sn+1). Время заверше-
ния проекта T (S) соответствует моменту завершения последней работы
проекта, т. е. T (S) = cn+1. Через J(t) = {j ∈ N | sj 6 t < cj} обозначим
множество работ, выполняемых в единичном интервале времени [t− 1, t)
при расписании S. Задача заключается в нахождении допустимого рас-
писания S = {sj} с минимальным временем завершения проекта T (S).
Её можно формализовать следующим образом: минимизировать время
завершения проекта

T (S) = max
j∈N

(sj + pj) (1)

при ограничениях

si + pi 6 sj , i, j ∈ A, (2)
∑

j∈J(t)
rjk 6 Rk, k ∈ K, t = 1, . . . , T̂ , (3)

sj ∈ Z+, j ∈ N. (4)

Неравенства (2) определяют ограничения предшествования работ. Со-
отношение (3) обеспечивает соблюдение ресурсных ограничений с возоб-
новимыми ресурсами: суммарное количество ресурса типа k, потребля-
емое всеми работами, выполняемыми в единичном интервале времени
[t − 1, t), не должно превышать имеющегося в наличии количества это-
го ресурса в данный момент времени. Наконец, (4) определяет искомые
переменные.

Рассмотрим также релаксированную задачу для (1)–(4), в которой
условие возобновимости ресурсов ослаблено до условия их складируемо-
сти: минимизировать время завершения проекта

T (S) = max
j∈N

(sj + pj) (5)

при ограничениях

si + pi 6 sj , i, j ∈ A, (6)
t∑

t′=1

∑

j∈J(t′)
rjk 6

t∑

t′=1

Rk, k ∈ K, t = 1, . . . , T̂ , (7)

sj ∈ Z+, j ∈ N. (8)
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Соотношения (7) обеспечивают соблюдение ресурсных ограничений
со складируемыми ресурсами, а задача (5)–(8) является задачей кален-
дарного планирования со складируемыми (кумулятивными) ресурсами.

Отметим, что RCPSP с ограничениями на ресурсы складируемого ти-
па (7) по трудоёмкости решения отличается от задачи с ограничениями
с возобновимыми ресурсами (3). Если все ресурсы только складируемого
типа, то для довольно широкого класса задач (с целочисленными дли-
тельностями работ) задача полиномиально разрешима [12].

Помимо полиномиального алгоритма [12] для решения RCPSP изве-
стен приближённый асимптотически точный алгоритм, который приме-
ним для более общей постановки задачи. В этой постановке ресурсные
ограничения только складируемого типа, моменты начала выполнения
работ могут быть неотрицательными вещественными числами, а также
могут учитываться директивные сроки выполнения событий. Время ра-
боты этого алгоритма есть функция от числа работ N порядка O(N2),
а относительная и абсолютная погрешности стремятся к нулю с ростом
размерности задачи [13, 14]. Для приближённого решения задачи (5)–(8)
в этой статье будем использовать именно этот алгоритм.

2. Алгоритм решения задачи

Для построения эвристического решения задачи RCPSP будем ис-
пользовать известную последовательную схему генерации расписаний
(serial schedule generation scheme, или serial SGS) [4].

Алгоритм S-SGS состоит в точности из N шагов, на каждом из кото-
рых выбирается ровно одна работа из числа нерассмотренных, и для неё
определяется (назначается) минимальное время её старта, при этом со-
блюдаются ограничения предшествования работ и ресурсные ограниче-
ния. На каждом шаге g = 1, . . . , N известны множество уже рассмотрен-
ных работ Sg и Dg — подмножество множества не рассмотренных работ
таких, что все непосредственно предшествующие им работы принадле-
жат множеству Sg. Руководствуясь некоторым правилом выбора v(j),
выбираем работу j из множества Dg и назначаем минимальное время
начала её выполнения такое, что выполнены ограничения предшество-
вания работ и ресурсные ограничения.

Порядок выбора работ играет определяющую роль при построении
жадного расписания. Правило выбора наиболее приоритетной работы
из множества Dg будем определять, исходя из минимального значения
функции приоритетов (весовой функции) v(j), j ∈ Dg. В [4] приведён
обзор описанных в литературе функций приоритетов. Они могут исполь-
зовать, например, структуру сети, время свершения событий, интенсив-
ность потребления ресурсов и т. п.
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Основное новшество алгоритма заключается в применяемом прави-
ле нахождения значения v(j). Это правило базируется на интенсивности
потребления работой v(j) ресурсов, а также на степени относительной
дефицитности ресурсов. Представляем степень дефицитности ресурсов
в виде весовой функции ресурсов wk, k ∈ K. Значения wk назначаем
некоторым образом (см. разд. 3), исходя из рангов ресурсов по степени
их дефицитности. Ранжирование ресурсов производим по результатам
решения релаксированной задачи: чем меньше величина неиспользован-
ного остатка ресурса в релаксированной задаче, тем он дефицитнее.

Алгоритм Ark-res

Шаг 1. Решаем задачу (5)–(8) быстрым приближённым асимптоти-
чески точным алгоритмом [13, 14] и находим оценочное расписание Sest

и R̂k, k ∈ K,— неиспользованный остаток ресурсов в момент его завер-
шения. Ранжируем ресурсы по неубыванию R̂k: ресурс с меньшим значе-
нием R̂k будем считать более дефицитным. Для удобства перенумеруем
ресурсы от наиболее дефицитного ресурса к наименее дефицитному, ко-
торый получает последний номер |K|.

Шаг 2. Назначим каждому типу ресурсов вес wk, k ∈ K, в соответ-
ствии с произведённым ранжированием: w1 > w2 > . . . > w|K|. Под-
бор значений wk, k ∈ K, может осуществляться различными способа-
ми, а численный эксперимент показал, что для разных групп примеров
из PSPLIB выбор наиболее подходящих этих значений неоднозначен. Для
каждой работы j определяем её весовую функцию

v(j) = −
∑

k∈K
wkrjk, j ∈ N.

Шаг 3. Положим sj := 0, j ∈ N, g := 1, S1 := {1}, D1 := {j ∈ N |

(1, j) ∈ A}, R̃k
t := Rk, k ∈M, t ∈ [1, T̂ ].

Шаг 4. Выбираем из множества Dg работу с минимальным значени-
ем v(j). Пусть j ∈ Dg — выбранная работа, tej = max{si + pi | (i, j) ∈ A}.
Находим для этой работы момент начала её выполнения, учитывая огра-
ничения предшествования и ресурсные ограничения

sj := min
{
t > tej | rjk 6 R̃k

τ , k ∈M, τ ∈ [t, t+ pj]
}
.

Полагаем g := g + 1. Добавляем работу j к множеству рассмотренных
работ Sg := Sg−1∪{j}. Пересчитываем R̃k

τ := R̃k
τ−rjk, k ∈M, τ ∈ [t, t+pj ].

Шаг 5. Если g < n, то идём на шаг 4, иначе стоп.
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В результате работы алгоритма получаем приближённое решение ис-
ходной задачи — расписание sj. Это решение можно попробовать улуч-
шить, применяя к нему алгоритм локального улучшения решений, из-
вестный как алгоритм Forward-backward improvement (FBI) [15].

3. Численные эксперименты

Численные эксперименты проведены на компьютере с операционной
системой Windows 7. Алгоритмы реализованы на языке C++ в системе
Visual Studio. Для оценки производительности предложенного алгорит-
ма использованы тестовые примеры из электронной библиотеки PSPLIB,
представленной в [11]. В частности, рассмотрены наборы тестовых при-
меров j60, j90 и j120. Множества j60 и j90 содержат примеры с 60 и 90
работами в каждом соответственно, по 48 серий примеров в каждом
множестве, по 10 экземпляров в каждой серии — всего по 480 примеров
в каждом множестве. Набор данных j120 содержит 60 серий тестовых
примеров, по 10 экземпляров в каждой серии — всего 600 экземпляров.
Эти примеры содержатся в электронной библиотеке PSPLIB, доступной
по ссылке www.om-db.wi.tum.de/psplib/data.html.

Представленный алгоритм Ark-res тестируем в сравнении с тремя дру-
гими алгоритмами, построенными на трёх базовых функциях предпо-
чтения v(j). Это алгоритм Atime, функция предпочтения v(j) которого
принимает значение времени начала работ в оценочном расписании Sest;
алгоритм Anet, в качестве v(j) берём число работ (со знаком минус),
непосредственно следующих за работой j в графе G, а в качестве разре-
шения ничьей используем время начала выполнения работы j в оценоч-
ном расписании Sest; и, наконец, алгоритм Ares, в котором в качестве v(j)
используется информация об объёмах использования работой j ресурсов
без учёта их ранжирования (со знаком минус).

Для запуска алгоритма Ark-res необходимо определить применяемые
в нём весовые коэффициенты ресурсов wk, k ∈ K, в соответствии с их
ранжированием, произведённым ранее. Все примеры из PSPLIB исполь-
зуют 4 типа ресурсов. В ходе проведения численных экспериментов опро-
бованы несколько вариантов wk. Оказалось, что для разных серий при-
меров хорошие решения получаются на разных весах ресурсов и что
не существует единого доминирующего набора весов. Выделены следую-
щие три варианта задания весов: w = (1; 0,8; 0,6; 0,4), w = (1; 0,9; 0,8; 0,7)

и wk = 2 −
“Rk“R4
, k ∈ K. Первые два варианта являются линейными мо-

нотонно убывающими функциями, а в третьем уменьшение значений wk

происходит пропорционально величинам остатков неиспользованных ре-
сурсов в релаксированной задаче. В качестве решения будем брать луч-
шее из этих трёх вариантов.
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Показателем качества решений для сравнения эвристических алго-
ритмов для задачи RCPSP принято считать среднее процентное отклоне-
ние (average percent deviation, APD) получаемых решений от их нижних
границ, в качестве которых используется величина критического пути
в графе G [16]. В табл. 1 приводятся полученные значения APD для
алгоритмов, вошедших в тестирование, и для трёх множеств примеров
из PSPLIB.

Таблица 1

Средние отклонения решений (APD, %)
от длины критического пути для тестовых

примеров из PSPLIB

Алгоритм
Множество тестовых примеров из PSPLIB

j60 j90 j120
Atime 15,44 16,16 42,7
Anet 16,29 14,87 40,04
Ares 17,01 15,68 41,7
Ark-res 14,91 14,03 38,29

Из табл. 1 следует, что алгоритм Ark-res показал лучшее APD по срав-
нению с алгоритмом Ares с ресурсной функцией предпочтения без учёта
ранжирования ресурсов для всех трёх множеств примеров j60, j90 и j120.
Более того, он лучший в сравнении со всеми алгоритмами, участвующи-
ми в численном эксперименте.

В табл. 1 показаны результаты, полученные на всех сериях примеров
множеств j60, j90 и j120. Было бы интересно выделить те серии, на ко-
торых новый алгоритм работает особенно хорошо.

Построение каждого отдельного примера в PSPLIB определяют три
параметра: сложность сети (NC), коэффициент ресурсов (RF) и ресурс-
ный потенциал (RS). Параметр NC определяет среднее число предше-
ственников для каждой работы, RF устанавливает средний процент ко-
личества типов ресурсов, необходимых для выполнения каждой рабо-
ты, а RS устанавливает средний процент объёма выделяемых ресурсов
в каждый момент времени. Нулевое значение RS соответствует мини-
мальной потребности каждого типа ресурсов для выполнения всех ра-
бот, в то время как значение RS, равное единице, соответствует случаю
неограниченных ресурсов. Значения параметров, использованные для со-
здания примеров из наборов j60 и j90, следующие: NC ∈ {1,5; 1,8; 2,1},
RF ∈ {0,25; 0,5; 0,75; 1} и RS ∈ {0,2; 0,3; 0,4; 0,5}. Известно [17], что зна-
чения параметров RF = 1, RS = 0,2 соответствуют достаточно сложным
сериям. В множестве примеров j60 и j90 такими сериями являются j6013,
j6029, j6045 и j9013, j9029, j9045 соответственно.
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Значения параметров для создания примеров набора j120 следующие:
NC ∈ {1,5; 1,8; 2,1}, RF ∈ {0,25; 0,5; 0,75; 1} и RS ∈ {0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5}.
Наиболее трудными сериями в j120 являются примеры j12016, j12036,
j12056. Перечисленные примеры наиболее трудны, т. е. имеют наиболь-
ший средний процент отклонения APD между полученными решениями
и длиной критического пути. Более подробно описание процесса созда-
ния примеров можно найти в [16].

Произведём сравнение предложенного алгоритма с известными ранее
на сериях трудных примеров для каждого множества примеров j60, j90
и j120. В табл. 2 приведены значения APD для наборов трудных серий
примеров для всех рассматриваемых алгоритмов.

Таблица 2

Средние отклонения решений (APD, %)
от длины критического пути для трудных тестовых

серий примеров из PSPLIB

Алгоритм
Множество тестовых примеров из PSPLIB

j60 j90 j120
серии 13, 29, 45 серии 13, 29, 45 серии 16, 36, 56

Atime 92,37 88,70 180,98
Anet 92,32 83,96 184,96
Ares 96,17 87,89 208,29
Ark-res 89,92 82,73 172,64

Как видно из табл. 2, алгоритм Ark-res снова превзошёл по APD как
алгоритм с ресурсной функцией предпочтения без учёта ранжирования
ресурсов Ares, так и все другие рассматриваемые алгоритмы. Причём его
преимущество над другими алгоритмами более значительно. Отметим
также рост этого преимущества с увеличением размерности тестовых
примеров.

Таким образом, предложенный алгоритм имеет лучшие значения APD
среди тестируемых алгоритмов на всех примерах из библиотеки PSPLIB,
но его преимущество особенно велико для трудных примеров — тех, в ко-
торых задействовано максимально большое количество ресурсов, а объ-
ёмы выделяемых ресурсов минимальны. Наблюдение выглядит логич-
ным: чем больше объём выделяемых ресурсов, тем сравнительно мень-
ший эффект имеет ранжирование ресурсов, и наоборот, чем большее ко-
личество ресурсов задействовано, тем этот эффект значительнее.

Заключение

В работе предложен детерминированный жадный алгоритм для ре-
шения задачи календарного планирования с ограниченными ресурсами
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в соответствии с критерием минимизации времени выполнения всего про-
екта. Он основан на новом правиле приоритета работ. Это правило ис-
пользует эвристику, учитывающую степень критичности (дефицитности)
ресурсов, которую получаем из решения релаксированной задачи с огра-
ничением на складируемые (кумулятивные) ресурсы. Проведены чис-
ленные эксперименты на примерах из электронной библиотеки PSPLIB.
Результаты вычислительных экспериментов показывают, что предлагае-
мый алгоритм является конкурентоспособной эвристикой. Выявлены се-
рии примеров из PSPLIB, на которых предложенный алгоритм показал
себя особенно хорошо.
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Аннотация. В задачах кластеризации на графах требуется раз-
бить множество вершин заданного графа на попарно непересека-
ющиеся подмножества (называемые кластерами) так, чтобы мини-
мизировать число рёбер между кластерами и число отсутствующих
рёбер внутри кластеров. Мы рассматриваем вариант задачи, в кото-
ром размеры кластеров ограничены сверху натуральным числом s.
Задача NP-трудна для любого фиксированного s > 3. Для этого ва-
рианта задачи предложены полиномиальные приближённые алго-
ритмы с гарантированными оценками точности, равными 5/3 в слу-
чае s = 3 и 2 в случае s = 4. Доказано также, что при s = 3 задача
APX-трудна. Ил. 5, библиогр. 20.

Ключевые слова: граф, кластеризация, NP-трудная задача, при-
ближённый алгоритм, гарантированная оценка точности.

Введение

В задачах кластеризации требуется разбить заданное множество объ-
ектов на попарно непересекающиеся подмножества (кластеры) так, что-
бы объекты в каждом кластере были более похожи друг на друга, чем
на объекты из других кластеров.

Одной из наиболее наглядных формализаций задач кластеризации
являются задачи кластеризации на графах [1]. В 1960–70-х гг. такие за-
дачи изучались под именем задач аппроксимации графов. В этих задачах
отношение сходства объектов задаётся посредством неориентированного
графа, вершины которого взаимно однозначно соответствуют объектам,
а рёбра соединяют похожие объекты. Цель состоит в том, чтобы разбить
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множество вершин графа на попарно непересекающиеся подмножества
(называемые кластерами) так, чтобы минимизировать число рёбер меж-
ду кластерами и число отсутствующих рёбер внутри кластеров. Количе-
ство кластеров может быть задано, ограничено или заранее не определе-
но. Различные варианты и интерпретации задачи аппроксимации графов
содержатся в статьях [2–6].

Позже задачи аппроксимации графов неоднократно и независимо пе-
реоткрывались и изучались под разными наименованиями (Correlation
Clustering, Cluster Editing, Graph Modification Problem и т. д.) [7–9]. В по-
следнее время в зарубежной литературе за невзвешенной версией задачи
закрепилось наименование Cluster Editing, в то время как на задачи, в ко-
торых рёбрам графа приписаны произвольные веса, обычно ссылаются
как на Correlation Clustering [10–12].

Введём необходимые обозначения и определения.
Будем рассматривать только обыкновенные графы, т. е. графы без

петель и кратных рёбер. Обыкновенный граф называется кластерным,
если каждая его компонента связности является полным графом [9].
Обозначим через M(V ) семейство всех кластерных графов на множе-
стве вершин V, Mk(V )— семейство всех кластерных графов на V, име-
ющих ровно k компонент связности, M6k(V )— семейство всех кластер-
ных графов на множестве V, имеющих не более k компонент связности,
2 6 k 6 |V |.

Если G1 = (V,E1) и G2 = (V,E2)— обыкновенные графы с нумерован-
ными вершинами на одном и том же множестве вершин V, то расстояние

d(G1, G2) между ними определяется как

d(G1, G2) = |E1∆E2| = |E1 \E2|+ |E2 \ E1|,

т. е. d(G1, G2)— число несовпадающих рёбер в графах G1 и G2.
В 1960–80-х гг. изучались следующие варианты задачи аппроксима-

ции графа, которые эквивалентны задачам Cluster Editing (CE).

Задача CE. Для произвольного графа G = (V,E) найти граф M∗ ∈
M(V ) такой, что

d(G,M∗) = min
M∈M(V )

d(G,M).

Задача CEk. Для произвольного графа G = (V,E) и натурального

числа k, 2 6 k 6 |V |, найти граф M∗ ∈Mk(V ) такой, что

d(G,M∗) = min
M∈Mk(V )

d(G,M).

Задача CE6k. Для произвольного графа G = (V,E) и натурального

числа k, 2 6 k 6 |V |, найти граф M∗ ∈M6k(V ) такой, что

d(G,M∗) = min
M∈M6k(V )

d(G,M).
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Задача CE NP-трудна, задачи CEk и CE6k NP-трудны для любого
фиксированного k > 2. Основные результаты о вычислительной сложно-
сти и приближённых алгоритмах с гарантированными оценками точно-
сти для этих задач содержатся в обзорах [13–15].

В этой работе рассматривается сравнительно новый вариант задачи,
в котором размеры кластеров ограничены сверху натуральным числом s.
Обозначим черезM6s(V ) семейство всех кластерных графов на множе-
стве вершин V, в которых размер любой компоненты связности не пре-
восходит s, 2 6 s 6 |V |.

Задача CE6s. Для произвольного графа G = (V,E) и натурального

числа s, 2 6 s 6 |V |, найти граф M∗ ∈ M6s(V ) такой, что

d(G,M∗) = min
M∈M6s(V )

d(G,M).

При доказательстве NP-трудности задачи CE без каких-либо ограни-
чений на число и размеры кластеров Бансал, Блюм и Чаула в [7] факти-
чески доказали, что задача CE63 NP-трудна. В 2011 г. Ильев и Навроц-
кая [16] доказали, что задача CE6s NP-трудна для любого фиксирован-
ного s > 3, а задача CE62 полиномиально разрешима. В 2015 г. Пулео
и Миленкович [10] предложили 6-приближённый алгоритм для задачи
CE6s, а в 2016 г. Ильев, Ильева и Навроцкая [17] опубликовали для
этой задачи приближённый алгоритм, который является 3-приближён-
ным для случая s = 3 и 5-приближённым для s = 4.

В настоящей работе предлагаются алгоритмы приближённого реше-
ния для случаев s = 3 и s = 4 с улучшенными гарантированными оценка-
ми точности. В 2023 г. эти результаты докладывались на международных
конференциях MOTOR 2023 и OPTIMA 2023 [18, 19].

В разд. 1 приведены и доказаны необходимые вспомогательные утвер-
ждения. В разд. 2 предложен полиномиальный 5

3 -приближённый алго-
ритм для задачи CE63, а также доказано, что эта задача APX-трудна.
В разд. 3 рассматривается аналогичный полиномиальный 2-приближён-
ный алгоритм для задачи CE64. Гарантированные оценки точности обоих
алгоритмов достижимы.

1. Вспомогательные утверждения

Далее будем использовать следующие термины и обозначения. Пол-
ный граф на r вершинах будем называть r-кликой и обозначать Kr, а обо-
значение Q4 будем использовать для 4-вершинного графа с пятью рёбра-
ми. Для произвольного графа G = (V,E) и его подграфа H = (U,D) обо-
значим через δ(H) разрез, определённый множеством вершин графа H,
т. е. множество рёбер, ведущих из U в V \ U.
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Докажем некоторые свойства оптимальных решений для задач CE63

и CE64.

Утверждение 1. Пусть G = (V,E) — произвольный граф и H — его

подграф. Если H = K3 и |δ(H)| 6 2, то существует оптимальное решение

задачи CE63 на графе G, которое содержит H как компоненту связности.

Доказательство. Действительно, пусть вершины 3-клики H при-
надлежат разным компонентам оптимального решения M∗ ∈ M63(V ).
Тогда не менее двух рёбер клики H вносят вклад в d(G,M∗). Удалим
из графа M∗ все вершины H вместе со всеми инцидентными им рёбра-
ми и добавим вместо них клику H. Получим новый кластерный граф
M ∈ M63(V ), причём d(G,M) 6 d(G,M∗). Утверждение 1 доказано.

Аналогично доказывается

Утверждение 2. Пусть G = (V,E) — произвольный граф и H — его

подграф. Если H = K2 и |δ(H)| 6 1, то существует оптимальное решение

задачи CE63 на графе G, которое содержит H как компоненту связности.

Из утверждений 1 и 2 следует, что можно произвести предваритель-
ную обработку (препроцессинг) данного графа G = (V,E), последова-
тельно находя подграфы, удовлетворяющие условиям утверждений 1 и 2,
и добавляя их в решение задачи CE63 с одновременным их удалением
из G вместе со всеми рёбрами, инцидентными их вершинам.

Свойство 1. Пусть G— граф, полученный из данного графа после

препроцессинга. Если H ⊆ G и H = K3, то |δ(H)| > 3.

Свойство 2. Пусть G— граф, полученный из данного графа после

препроцессинга. Если H ⊆ G и H = K2, то |δ(H)| > 2.

Утверждение 3. В задаче CE63 существует оптимальное решение,

являющееся подграфом данного графа.

Утверждение 4. В задаче CE64 существует оптимальное решение,

любая клика которого является кликой данного графа, за исключением,

быть может, некоторых клик K4, которые получены из Q4-подграфов

данного графа добавлением одного ребра.

Доказательство. Докажем утверждение 4, утверждение 3 доказы-
вается аналогично. Очевидно, что если клика H = K2 входит в M∗,
то H ⊆ G. Предположим, что клика H = K3 ⊆ M∗ получена из некото-
рого 3-вершинного подграфа F ⊆ G добавлением одного ребра e. Тогда
вместо добавления e можем удалить из F другое ребро и получить новый
кластерный граф M ′ ∈ M64(V ) с тем же значением целевой функции:
d(G,M ′) = d(G,M∗). Наконец, предположим, что клика H = K4 ⊆ M∗
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получена из некоторого 4-вершинного подграфа F ⊆ G добавлением
не менее двух рёбер. Тогда вместо их добавления можем удалить из F
не более двух рёбер и получить кластерный граф M ′ ∈ M64(V ) такой,
что d(G,M ′) 6 d(G,M∗). Утверждение 4 доказано.

2. Задача CE63

Опишем 5
3 -приближённый алгоритм для задачи CE63 и докажем его

гарантированную оценку точности. Будет также доказано, что задача
CE63 APX-трудна.

Пусть F — некоторое семейство графов. Множество попарно непере-
секающихся по вершинам подграфов произвольного графа G, каждый
из которых изоморфен некоторому графу из F , называется F-упаковкой

в G. Максимальная по включению F-упаковка называется максималь-

ной.
Обозначим через Kr максимальную {Kr}-упаковку в G и подграф

графа G, равный объединению всех клик этой упаковки.
Рассмотрим алгоритм приближённого решения задачи CE63. Пусть

граф G получен из данного графа после препроцессинга, т. е. для него
выполнены свойства 1 и 2.

Алгоритм 1. Приближённый алгоритм для задачи CE63

Вход: граф G = (V,E), обладающий свойствами 1 и 2.
Выход: кластерный граф M ∈ M63(V ).
1: G′ ← G;
2: найти максимальную {K3}-упаковку K3 в G′;
3: G′ ← G′ −K3; ⊲ Удалить все вершины K3 вместе со всеми

инцидентными рёбрами.
4: найти наибольшее паросочетание K2 в G′;
5: K1 ← G′ −K2; ⊲ K1 — множество изолированных вершин графа G′.
6: M ← K3 ∪ K2 ∪ K1;

Теорема 1. Пусть G = (V,E)— произвольный граф. Тогда

d(G,M)

d(G,M∗)
6

5

3
, (1)

где M∗ — оптимальное решение задачи CE63 на графе G, M — кластер-

ный граф, построенный алгоритмом 1.

Доказательство. Заметим, что если неравенство (1) будет доказа-
но для графа, полученного из G после препроцессинга, то оно будет верно
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и для графа G, поэтому далее без ограничения общности будем считать,
что G— граф, полученный из данного графа после препроцессинга.

Из утверждения 3 следует, что существует оптимальное решение M∗

задачи CE63 на графе G, которое содержит только K2- и K3-подграфы
графа G. Пусть O— семейство всех клик оптимального решения M∗,
а Ei — семейство всех i-клик в O, i = 2, 3. Обозначим через N(O) и N(A)
число рёбер в E2 ∪ E3 и K2 ∪ K3 соответственно. Очевидно, что N(O) =

3|E3|+ |E2|, а из свойств 1 и 2 следует, что d(G,M∗) > 3|E3|+2|E2|
2 .

В [20] доказано, что

N(A) > 2|E3|+ |E2|. (2)

Для полноты изложения приведём здесь собственное доказательство это-
го неравенства.

Инъективно сопоставим (назначим) каждой клике C ∈ E2 не менее
одного ребра, а каждой клике C ∈ E3 — не менее двух рёбер из K2 ∪ K3.
Рассмотрим произвольную клику K ∈ K3 и три её вершины u, v, w.

(а) Пусть C ∈ E3 и C = K. Сопоставим клике C все три ребра кли-
ки K.

(б) Пусть C ∈ E3 ∪ E2 и вершины u, v принадлежат C, а w 6∈ C. Сопо-
ставим рёбра uv и uw клике C.

(в) Пусть C ∈ E3 ∪ E2 и {w} = K ∩ C. Назначим ребро vw клике C.
В результате получим, что если клика C ∈ E3 ∪ E2 имеет i общих

вершин с K, то i рёбер клики K сопоставлены C. При этом каждое такое
ребро связано только с одной кликой C ∈ E3 ∪ E2.

Далее, рассмотрим граф G′ = G − K3. В G′ уже нет треугольников.
Обозначим через E∗ множество рёбер в G′ ∩ (E3 ∪ E2). Тогда E∗ — неко-
торое паросочетание в G′.

(г) Пусть C = {C ∈ E3∪E2 | C∩E∗ 6= ∅}. Так как K2 — это наибольшее
паросочетание в G′, то |E∗| 6 |K2|. Следовательно, можем сопоставить
каждой компоненте C ∈ C одно ребро из K2; если C ∈ E3, то это будет
уже второе ребро, назначенное клике C.

Таким образом, не менее двух рёбер из K2 ∪K3 сопоставлены каждой
клике C ∈ E3, и как минимум одно ребро из K2∪K3 каждой клике C ∈ E2.
Тем самым неравенство (2) доказано.

Из (2) следует, что d(G,M) 6 d(G,M∗) + |E3| и

d(G,M)

d(G,M∗)
6 1 +

|E3|

d(G,M∗)
6 1 +

2|E3|

3|E3|+ 2|E2|
6

5

3
.

Теорема 1 доказана.

Замечание 1. Оценка (1) достижима.

Теорема 2. Задача CE63 APX-трудна.
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Доказательство. Докажем, что задача CE63 APX-трудна на гра-
фах максимальной степени 4.

В [20] доказано, что задача о {K2,K3}-упаковке APX-трудна на гра-
фах максимальной степени 4. {K2,K3}-упаковка в графе G— это мно-
жество попарно непересекающихся по вершинам подграфов G, каждый
из которых изоморфен K2 или K3. Задача о {K2,K3}-упаковке состоит
в отыскании максимальной по числу рёбер {K2,K3}-упаковки.

Пусть G— вход задач о {K2,K3}-упаковке и CE63. Заметим, что лю-
бое допустимое решение задачи о {K2,K3}-упаковке является также до-
пустимым решением задачи CE63 (не считая изолированных вершин).
Пусть f(Sol) и g(Sol)— значения целевых функций на допустимом реше-
нии Sol задач о {K2,K3}-упаковке и CE63 соответственно. Очевидно, что
f(Sol) = m − g(Sol), где m— число рёбер графа G. Значит, если Opt —
оптимальное решение задачи о {K2,K3}-упаковке, то Opt есть также оп-
тимальное решение задачи CE63 и f(Opt) = m− g(Opt). Кроме того,

f(Opt)− f(Sol) = m− g(Opt)−m+ g(Sol) = g(Sol)− g(Opt).

Пусть G— граф максимальной степени 4. Заметим, что f(Opt) > m/7.
В самом деле, обозначим через z число рёбер некоторого максимального
паросочетания M в G. Каждое ребро паросочетания M смежно (т. е.
имеет общую вершину) не более чем с 6 рёбрами графа G. Поскольку
любое ребро графа G либо принадлежит Opt, либо смежно с некоторым
ребром из Opt, то m 6 7z 6 7f(Opt).

Предположим, что A — некоторый α-приближённый алгоритм для за-
дачи CE63, и пусть Sol — приближённое решение, найденное этим алго-
ритмом. По аналогии с утверждением 3 можно доказать, что тогда су-
ществует допустимое решение задачи CE63 с тем же значением целевой
функции, которое является подграфом графа G. Без ограничения общ-
ности будем считать, что Sol — именно такое решение. Тогда Sol является
допустимым решением задачи о {K2,K3}-упаковке, откуда получаем

f(Sol) = f(Opt) + g(Opt)− g(Sol) > m− αg(Opt) =

= m− α(m− f(Opt)) = αf(Opt)− (α− 1)m >

> αf(Opt)− 7(α− 1)f(Opt) = (7− 6α)f(Opt).

Таким образом, если существует α-приближённый алгоритм для зада-
чи CE63, то существует и (7 − 6α)-приближённый алгоритм для задачи
о {K2,K3}-упаковке. В частности, если бы для любого ε > 0 существо-
вал (1+ε)-приближённый алгоритм для задачи CE63, то существовал бы
(1 − 6ε)-приближённый алгоритм для задачи о {K2,K3}-упаковке. По-
скольку задача о {K2,K3}-упаковке APX-трудна на графах максималь-
ной степени 4, задача CE63 также APX-трудна. Теорема 2 доказана.
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3. Задача CE64

Опишем 2-приближённый алгоритм для задачи CE64 и докажем его
гарантированную оценку точности.

Рассмотрим алгоритм приближённого решения задачи CE64.

Алгоритм 2. Приближённый алгоритм для задачи CE64

Вход: произвольный граф G = (V,EG).
Выход: кластерный граф M = (V,EM ) ∈ M64(V ).
1: G′ ← G;
2: найти максимальную {K4}-упаковку K4 в G′;
3: G′ ← G′ −K4; ⊲ Удалить все вершины K4 вместе со всеми

инцидентными рёбрами.
4: найти максимальную {K3}-упаковку K3 в G′;
5: G′ ← G′ −K3; ⊲ Удалить все вершины K3 вместе со всеми

инцидентными рёбрами.
6: найти максимальное паросочетание K2 в G′;
7: K1 ← G′ −K2; ⊲ K1 — множество изолированных вершин графа G′.
8: M ← K4 ∪ K3 ∪ K2 ∪ K1;

Далее будем рассматривать только те оптимальные решения зада-
чи CE64, что удовлетворяют утверждению 4. Пусть G— произвольный
граф, M∗ — оптимальное решение задачи CE64 на G. Введём следующие
обозначения:
• E1 — множество рёбер графа G, которые не входят в M∗, но поме-

щены в M алгоритмом 2 (т. е. E1 = (EG ∩ EM ) \ EM∗);
• E2 = EM∗ \ EG;
• E∗ — множество рёбер графа G, которые не входят в M, но входят

в M∗ (т. е. E∗ = (EG ∩ EM∗) \ EM ).

Лемма 1. Имеет место неравенство |E∗| 6 2(|E1|+ |E2|).

Доказательство. Рассмотрим мысленную процедуру пометки рё-
бер множества E∗, шаги которой соответствуют шагам алгоритма 2.
Процедура присваивает метку каждому ребру из E∗, которое удаляет-
ся из текущего графа G′ на очередном шаге алгоритма 2. Пометка рё-
бер осуществляется с помощью рёбер множеств E1 и E2. Каждое ребро
e ∈ E1∪E2 даёт свои метки вида e∗ не более чем двум смежным с e непо-
меченным рёбрам множества E∗. Изначально рёбра E∗ не помечены.

Покажем сначала, что в множестве E1 достаточно рёбер для помет-
ки рёбер всех клик K4,K3 и K2 графа M∗, являющихся подграфами



48 В. П. Ильев, С. Д. Ильева, А. В. Кононов

d d∗d∗
ca∗

e∗

b

b∗

b∗

e

c∗

f∗ f e∗

a∗

a c∗

f∗

d

b∗

d∗
c

b

d∗

b∗

e

c∗

e∗

e∗

a∗

a c∗

a∗

c
b

b∗

c∗

c∗

b∗
a∗

a∗

a

а б в

Рис. 1

графа G, и только некоторые рёбра клик K4 ⊆M
∗, полученных из под-

графов Q4 ⊂ G, могут остаться непомеченными с использованием рёбер
множества E1 в момент удаления из текущего графа G′.

1. Заметим, что клика K4, найденная алгоритмом 2 на шаге 2, мо-
жет иметь 0, 1, 3 или 6 общих рёбер с кликами графа M∗. Тем самым
только 6, 5 или 3 ребра любой клики K4 ⊆M могут принадлежать мно-
жеству E1. Рассмотрим эти случаи с иллюстрацией на рис. 1: серые тет-
раэдры — клики K4, найденные алгоритмом 2; белые тетраэдры — кли-
ки графа M∗ (некоторые из них могут быть заменены кликами K3, K2

или K1). На всех рисунках двойной линией обозначены общие рёбра гра-
фов M и M∗.

(а) Пусть K4 — клика, найденная алгоритмом 2 на шаге 2, все шесть
рёбер a, b, c, d, e, f которой принадлежат множеству E1. Тогда в графе G′

не более 12 непомеченных рёбер множества E∗ смежны с этими шестью
рёбрами, они получат не более 12 меток вида a∗, b∗, c∗, d∗, e∗, f∗ (рис. 1а).

(б) Пусть K4 — клика, найденная алгоритмом 2 на шаге 2, в кото-
рой пять рёбер a, b, c, d, e принадлежат множеству E1. Тогда в графе G′

не более 10 непомеченных рёбер множества E∗ смежны с этими пятью
рёбрами, они получат не более 10 меток вида a∗, b∗, c∗, d∗, e∗ (рис. 1б).

(в) Пусть K4 — клика, найденная алгоритмом 2 на шаге 2, три реб-
ра a, b, c которой принадлежат множеству E1. Тогда в графе G′ не бо-
лее 6 непомеченных рёбер множества E∗ смежны с этими тремя рёбрами,
они получат не более 6 меток вида a∗, b∗, c∗ (рис. 1в).

2. Заметим, что клика K3, найденная алгоритмом 2 на шаге 4, может
иметь 0, 1 или 3 общих ребра с кликами графа M∗, поэтому только 3
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или 2 ребра каждой клики K3 ⊆ M принадлежат множеству E1. Рас-
смотрим эти случаи с иллюстрацией на рис. 2а, 2б: серые треугольники —
клики, найденные алгоритмом 2, белые треугольники — клики графаM∗,
в котором часть клик K3 могут быть заменены кликами K2 или K1,
а часть клик K3 могут содержаться в кликах K4 ⊂ M∗ в качестве под-
графов.

(а) Пусть K3 — клика, найденная алгоритмом 2 на шаге 4, все три
ребра a, b, c которой принадлежат множеству E1. Тогда в графе G′ не бо-
лее 6 непомеченных рёбер множества E∗ смежны с этими тремя рёбрами,
они получат не более 6 меток вида a∗, b∗, c∗ (рис. 2а).

(б) Пусть K3 — клика, найденная алгоритмом 2 на шаге 4, только два
ребра a, b которой принадлежат множеству E1. Тогда в графе G′ не бо-
лее 4 непомеченных рёбер множества E∗ смежны с этими двумя рёбрами,
они получат не более 4 меток вида a∗, b∗ (рис. 2б).

3. Заметим, что если ребро e клики K2, найденной алгоритмом 2
на шаге 6, принадлежит множеству E1, то не более двух рёбер множе-
ства E∗ смежны с e в текущем графе G′, они получат метки a∗ (рис. 2в).

Перечислим теперь случаи, когда рёбер E1 может оказаться недоста-
точно для пометки рёбер из E∗, удаляемых из текущего графа G′ на оче-
редном шаге алгоритма 2. В каждом из этих случаев рёбра из E∗, остав-
шиеся непомеченными рёбрами из E1, принадлежат некоторому подгра-
фу Q4 ⊂ G с недостающим ребром x ∈ E2 = EM∗ \ EG. Эти случаи
иллюстрируются рис. 3 и 4, на которых серым обозначены клики, най-
денные алгоритмом 2, а пунктирной линией — ребро x.

Случай 1. На шаге 2 алгоритм 2 находит клику K4 ⊂ G′, три реб-
ра a, b, c которой инцидентны вершине 1 подграфа Q4. Тогда a, b, c ∈ E1,
и они дают свои метки a∗, b∗, c∗ рёбрам 12, 13 и 14 соответственно (воз-
можно, это их вторые метки, а первые метки a∗, b∗, c∗ были даны неко-
торым рёбрам, инцидентным другим концам рёбер a, b, c) (рис. 3а).
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После удаления K4 и всех инцидентных ей рёбер из G′ следующий
граф G′ будет содержать рёбра 23, 34 ∈ Q4. Заметим, что по меньшей
мере одно из этих рёбер должно принадлежать E∗. Возможны два слу-
чая.

(а) Только одно из рёбер 23, 34 принадлежит E∗. Без ограничения
общности предположим, что 23 ∈ E∗. Это означает, что алгоритм 2
включил в M некоторую клику, содержащую ребро 34. Если это кли-
ка K4 или K3, то она также содержит некоторое ребро d, инцидентное
вершине 3. Заметим, что d ∈ E1, и оно даёт свою метку d∗ ребру 23.

Единственная ситуация, когда ребро 23 в момент его удаления из те-
кущего графа G′ может остаться без метки, полученной от рёбер мно-
жества E1, следующая. Алгоритм 2 на шаге 6 находит клику K2 = 〈34〉,
и таким образом ребро 34 удаляется из графа G′ вместе со всеми ин-
цидентными рёбрами. Однако в этом случае 34 /∈ E1, следовательно,
ребро 23 остаётся непомеченным с помощью рёбер множества E1. Во из-
бежание такой ситуации процедура приписывает ребру 23 метку x∗, где
x = 24 ∈ E2 (рис. 3б).
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(б) Оба ребра 23, 34 принадлежат E∗. Это означает, что алгоритм 2
включил в M некоторые рёбра, инцидентные одной, двум или трём вер-
шинам множества {2, 3, 4}. Эти рёбра принадлежат E1 и дают свои мет-
ки обоим рёбрам 23, 34, кроме единственной ситуации, когда алгоритм 2
на шаге 6 находит некоторую клику K2 = 〈35〉, где 5 /∈ {2, 4}, и кроме
того, в G′ существует ребро 56 ∈ E∗ (рис. 3в). Тогда d = 35 ∈ E1 и d даёт
свои метки d∗ ребру 56 и одному из рёбер 23 и 34, скажем 34. В этой си-
туации ребро 23 остаётся непомеченным с помощью рёбер множества E1.
Чтобы избежать такой ситуации, процедура назначает ребру 23 метку x∗,
где x = 24 ∈ E2 (рис. 3г).
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Случай 2 отличается от случая 1 тем, что алгоритм 2 находит
на шаге 4 в графе G′ клику K3 вместо K4 (рис. 4а). Здесь, как и в слу-

чае 1, рёбра 12 и 13 получают метки a∗ и b∗, но ребро 14 не может быть
помечено с помощью рёбер множества E1. Таким образом, процедура
присваивает ребру 14 метку x∗, где x = 24 ∈ E2.

И точно так же, чтобы избежать нежелательных ситуаций в следую-
щем графе G′, перечисленных в пп. (а), (б) случая 1, ребро 23 получает
метку x∗, где x = 24 ∈ E2.

Случай 3 отличается от случая 2 тем, что клика K3, найденная
алгоритмом 2 на шаге 4, имеет общее ребро с Q4, скажем 12 (рис. 4б).
В этом случае, как и ранее, ребро 14 получает метку x∗, где x = 24 ∈ E2.

Случай 4. На шаге 4 алгоритм 2 находит клику K3 с рёбрами 12,
13, 23 и удаляет её из графа G′ вместе со всеми инцидентными рёбра-
ми, но ещё до этого удаления процедура присваивает рёбрам 14 и 34
метки x∗, где x = 24 ∈ E2 (рис. 4в).

По завершении работы алгоритма 2 граф G′ становится пустым. По-
скольку все рёбра множества E∗, которые удалялись из текущего гра-
фа G′, получили метки, а каждое ребро e ∈ E1 или E2 дало свои метки
не более чем двум смежным с e непомеченным рёбрам множества E∗,
то |E∗| 6 2(|E1|+ |E2|). Лемма 1 доказана.

Пример работы алгоритма 2 представлен на рис. 5. Этот пример
показывает достижимость следующей оценки.

Теорема 3. Пусть G = (V,EG)— произвольный граф. Тогда

d(G,M)

d(G,M∗)
6 2, (3)

где M∗ = (V,EM∗)— оптимальное решение задачи CE64 на графе G,
M = (V,EM )— кластерный граф, построенный алгоритмом 2.
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Рис. 5. Пример работы алгоритма 2: графы G, M и M∗

Доказательство. По определению

d(G,M∗) = |EG \ EM∗ |+ |EM∗ \ EG|.

Представим разность EG \ EM∗ в виде EG \ EM∗ = E0 ∪ E1, где E0 —
множество рёбер графа G, которые не входят в M∗ и не помещены в M
алгоритмом 2, а E1 — множество рёбер графа G, которые не входят в M∗,
но помещены в M алгоритмом 2. Положим E2 = EM∗ \ EG. Тогда

d(G,M∗) = |E0|+ |E1|+ |E2|. (4)

По построению граф M является подграфом графа G, следовательно,
d(G,M) = |EG \ EM |. Запишем разность EG \ EM в следующем виде:
EG \EM = E0 ∪E

∗, где E∗ — множество рёбер графа G, не помещённых
в M, но входящих в M∗. Тогда

d(G,M) = |E0|+ |E
∗|. (5)

Следовательно, в силу (4), (5) и леммы 1 получим

d(G,M)

d(G,M∗)
=

|E0|+ |E
∗|

|E0|+ |E1|+ |E2|
6

|E∗|
|E1|+ |E2|

6
2(|E1|+ |E2|)

|E1|+ |E2|
= 2.

Теорема 3 доказана.

Заключение

В работе рассматривается вариант задачи кластеризации на графе,
в котором размеры кластеров ограничены сверху натуральным числом s.
Эта задача NP-трудна для любого фиксированного s > 3. Для указан-
ного варианта задачи предложены полиномиальные приближённые ал-
горитмы с достижимыми гарантированными оценками точности, равны-
ми 5

3 в случае s = 3 и 2 в случае s = 4. Доказано также, что для s = 3
эта задача APX-трудна.
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APPROXIMATION ALGORITHMS FOR GRAPH CLUSTERING
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Abstract. In the cluster editing problem, one has to partition the set
of vertices of a graph into pairwise disjoint subsets (called clusters)
minimizing the number of edges between clusters and the number of
missing edges within clusters. We consider a version of the problem
in which cluster sizes are bounded from above by a positive integer s.
This problem is NP-hard for any fixed s > 3. We propose polynomial-
time approximation algorithms for this version of the problem. Their
performance guarantees equal 5/3 for the case s = 3 and 2 for s = 4.
We also show that the cluster editing problem is APX-hard for the case
of s = 3. Illustr. 5, bibliogr. 20.

Keywords: graph, clustering, NP-hard problem, approximation algo-
rithm, performance guarantee.
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ЧИСЛО НЕВОЗМОЖНЫХ РАЗНОСТЕЙ ПО МОДУЛЮ 2
n

КОМПОЗИЦИИ XOR И ЦИКЛИЧЕСКОГО СДВИГА БИТОВ

Н. А. Коломеец
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Аннотация. Для преобразования (x⊕y) ≪ r, x, y ∈ Z
n
2 , 1 6 r < n,

исследуются невозможные разности по модулю 2n. Они представля-
ют интерес в контексте разностных атак на шифры, схемы которых
состоят из сложений по модулю 2n, побитовых XOR (⊕) и цикли-
ческих сдвигов битов на r позиций (≪ r). В работе найдено число
всех невозможных разностей при всех возможных значениях n и r.
В качестве следствия показано, что оно больше 38

2458
n, причём эта

оценка асимптотически точна при r, n − r → ∞. При фиксирован-
ном n число невозможных разностей монотонно убывает с ростом r
от 1 до ⌈n/2⌉ (n/2 + 1 при n ∈ {4, 6, 8, 10, 12}), а далее — монотонно
возрастает. Приведено более компактное описание всех невозмож-
ных разностей с точностью до известных симметрий. Табл. 10, биб-
лиогр. 25.

Ключевые слова: ARX, разностная характеристика, XOR, сло-
жение по модулю, циклический сдвиг битов, невозможная разность.

Введение

Примитивы симметричной криптографии, ориентированные на про-
граммную реализацию, могут быть представлены в виде схем, состоящих
только из сложений по модулю 2n (⊞), побитовых исключающих «или»
(XOR, ⊕) и циклических сдвигов битов на r позиций в сторону стар-
ших разрядов (≪ r). Такие конструкции называются ARX-шифрами
(см. Speck [1], CHAM [2], Salsa20 [3], ChaCha [4], Sparkle [5], Chaskey [6]
и многие др.). Построение оценок их стойкости к разностным атакам [7]
приводит к необходимости анализа разностных характеристик преобра-
зований в этом базисе. Далее будем рассматривать разности относитель-
но операции ⊞, в общем же они могут быть выбраны и иными способами
(см. [8–12]).

© Н. А. Коломеец, 2024
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Значение разностной характеристики adpf по модулю 2n (т. е. отно-
сительно ⊞) для преобразования f :

(
Z
n
2

)k
→ Z

n
2 на наборе разностей

α1, . . . , αk+1 ∈ Z
n
2 определяется следующим образом:

adpf (α1, . . . , αk → αk+1) =

= Pr
(x1,...,xk)∈(Zn

2 )
k
[f(x1 ⊞ α1, . . . , xk ⊞ αk) = f(x1, . . . , xk)⊞ αk+1],

где x1, . . . , xk независимы и равномерно распределены на Z
n
2 . Таким об-

разом, это вероятность преобразования функцией f входных разностей

α1, . . . , αk в выходную разность αk+1.Например, свойства разностной ха-
рактеристики по модулю 2n функции x 7→ x≪ r исследовались в [13, 14],
функции (x, y) 7→ x ⊕ y— в [15–17], а функции (x, y) 7→ (x ≪ r) ⊕ y—
в [18–20]. Обозначим через adpXR разностную характеристику для XR-
преобразования (x, y) 7→ (x ⊕ y) ≪ r, где x, y ∈ Z

n
2 и 1 6 r < n, а че-

рез N r
n — число невозможных разностей этого преобразования (вероят-

ность возникновения которых равна 0). В [19] найдены все невозможные
разности XR-преобразования в виде шаблонов — регулярных выражений
(см. разд. 1). В настоящей работе продолжены исследования в этом на-
правлении: приводится точная формула для N r

n , устанавливаются его
свойства и упрощается список невозможных разностей с применением из-
вестных симметрий adpXR. Отметим, что все невозможные разности так-
же известны для базовых операций и композиций нескольких XOR [21].
Они наиболее интересны в контексте атак, предложенных в [22, 23].

Разд. 1 содержит базовые определения и обозначения. В разд. 2 приве-
дено описание всех невозможных разностей XR-преобразования (утвер-
ждение 1 и табл. 2), полученное в [19]. Точная формула для N r

n найдена
в разд. 3 (теорема 1). В разд. 4 рассматриваются свойства N r

n . Нижняя
оценка N r

n >
38
2458

n, асимптотически точная при r, n − r → ∞, доказана
в п. 4.1. В п. 4.2 установлено, что

N 1
n > N

2
n > · · · > N

s
n < N

s+1
n < · · · < N n−1

n ,

где s = ⌈n/2⌉ при n /∈ {4, 6, 8, 10, 12} и s = n/2+1 иначе (теорема 2). Как
следствие, справедливы следующие оценки:

N s
n 6 N r

n 6 N n−1
n < N 2

n < N
1
n при 3 6 r < n.

Оценка N r
n 6 N n−1

n при r > 3 точнее, чем N r
n < N 1

n из [19], в виду
равенств

N 1
n =

5

14
8n −

6

7
, N n−1

n =
3

14
8n +

2

3
4n −

50

21
.

Известно, что преобразование (x, y) 7→ x⊕ y имеет ровно 4
78

n − 4
7 невоз-

можных разностей [15]. Таким образом, добавление циклического сдви-
га существенно снижает их число. В разд. 5 приводится описание всех
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невозможных разностей XR-преобразования с точностью до симметрий,
сохраняющих значение adpXR (теорема 3 и табл. 10). В отличие от табл. 2,
такое описание содержит 10 пар шаблонов, что существенно компактнее.

Заметим, что полученные результаты применимы к преобразованиям
RX : (x, y) 7→ (x ≪ r) ⊕ y, ARX : (x, y, z) 7→ ((x ⊞ y) ≪ r) ⊕ z и анало-
гичным, поскольку их разностные характеристики прямо выражаются
через adpXR, а именно: при любых α, β, γ, δ ∈ Z

n
2 имеем

adpRX(α, β
r
→ γ) = adpXR(γ, β

n−r
→ α),

adpARX(α, β, γ
r
→ δ) = adpRX(α⊞ β, γ

r
→ δ)

и т. д.
Задачи, связанные с ARX-схемами, встречаются и на криптографи-

ческих олимпиадах (см. NSUCRYPTO [24, 25]).

1. Определения

Пусть Z
n
2 — линейное пространство двоичных векторов размерности n.

Поскольку ARX-схемы комбинируют операции ⊕ и ⊞, сопоставим век-
тору x = (x1, . . . , xn) ∈ Z

n
2 целое число

2n−1x1 + 2n−2x2 + · · · + 20xn,

т. е. x1 является наиболее значимым битом. Под суммой x + y векто-
ров x, y ∈ Z

n
2 будем подразумевать сложение соответствующих им це-

лых чисел по модулю 2n, тем самым x + y ∈ {0, . . . , 2n − 1}. Анало-
гично −x обозначает противоположное относительно сложения по мо-
дулю 2n число к числу, соответствующему x. Обозначим через (x, z) =
(x1, . . . , xn, z1, . . . , zm) конкатенацию вектора x с вектором z ∈ Z

m
2 . По-

ложим также x = (x1 ⊕ 1, x2 ⊕ 1, . . . , xn ⊕ 1).
Рассматриваемая в работе разностная характеристика относительно

сложения по модулю 2n для XR-преобразования (x, y) 7→ (x⊕y) ≪ r, где
1 6 r < n, определяется как

adpXR(α, β
r
→ γ) =

1

4n
∣∣{(x, y) ∈

(
Z
n
2

)2
|

((x+ α)⊕ (y + β)) ≪ r = γ + ((x⊕ y) ≪ r)
}∣∣,

а число его невозможных разностей — как

N r
n =

∣∣{(α, β, γ) ∈
(
Z
n
2

)3
| adpXR(α, β

r
→ γ) = 0

}∣∣.

Для удобства представим тройки (α, β, γ) ∈
(
Z
n
2

)3 в виде восьмеричного
слова ω ∈ {0, . . . , 7}n, определив

ω(α, β, γ) = (4α1 + 2β1 + γ1, . . . , 4αn + 2βn + γn).
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Для ω(α, β, γ)i, i ∈ {1, . . . , n}, используем как численное 4αi + 2βi + γi,
так и векторное (αi, βi, γi) обозначения.

Таблица 1

Символы в шаблонах

Символ Значение

[ начало (наиболее значимые биты)

] конец (наименее значимые биты)

. 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (любое значение)

e и d 0, 3, 5, 6 и 1, 2, 4, 7 соответственно

t̂ t, t⊕ 3, t⊕ 5

α0 и α1 0, 1, 2, 3 и 4, 5, 6, 7 соответственно

β0 и β1 0, 1, 4, 5 и 2, 3, 6, 7 соответственно

γ0 и γ1 0, 2, 4, 6 и 1, 3, 5, 7 соответственно

06 и 17 0, 6 и 1, 7 соответственно

s* пусто, s, ss, sss, ssss, . . .

Для описания слов будем использовать шаблоны — регулярные выра-
жения. В табл. 1 приведены элементы шаблонов и их значения. Пусть
ω = ω(α, β, γ) для α, β, γ ∈ Z

n
2 . Запись ω ∈ ξ означает, что ω удовлетво-

ряет шаблону ξ. Приведём примеры:
• ω ∈[.*d] означает ωn ∈ {1, 2, 4, 7};
• ω ∈[.*e11*] означает, что ω = (ω1, . . . , ωk, 1, . . . , 1), ωk ∈ {0, 3, 5, 6}

для некоторого 1 6 k 6 n− 1;
• ω ∈[00̂*2α0*]означает равенство ω = (0, ω2, . . . , ωk, 2, ωk+2, . . . , ωn),

где ω2, . . . , ωk ∈ {0, 3, 5}, ωk+2, . . . , ωn ∈ {0, 1, 2, 3}, 1 6 k 6 n − 1. От-
метим, что ω = (0, 2, ω3, . . . , ωn) при k = 1, а при k = n − 1 имеем
ω = (0, ω2, . . . , ωn−1, 2), т. е. одна из обозначенных частей слова ω мо-
жет быть пустой.

Удобно также использовать следующие симметрии.
1) Шаблоны ξ и ζ назовём αβ-эквивалентными, если ω(α, β, γ) ∈ ξ

тогда и только тогда, когда ω(β, α, γ) ∈ ζ, для любых α, β, γ ∈ Z
n
2 ;

2) Шаблоны ξ и ζ назовём γ-эквивалентными, если ω(α, β, γ) ∈ ξ
тогда и только тогда, когда ω(α, β, γ) ∈ ζ, для любых α, β, γ ∈ Z

n
2 .

Шаблон ξ удовлетворяет шаблону ζ (пишем ξ ⊆ ζ), если для лю-
бого ω ∈ ξ имеет место ω ∈ ζ. Шаблоны ξ и ζ не пересекаются, если
не существует слова, удовлетворяющего им обоим.

2. Невозможные разности XR-преобразования

Невозможные разности XR-преобразования описаны в [19, теорема 9].
Шаблоны таких разностей представлены в табл. 2. Через X.Y обозначим
шаблон в столбце X и строке Y табл. 2. Будем говорить, что пара (ω, ω′)
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Таблица 2

Невозможные разности XR-функции

№ 1 2 3 4 5 6 7
пп [.*d00*] [.*e22*] [.*e44*] [.*d66*] [.*d] [.*] [γ0*]

1 [α0*] [α0*] [β0*] [66̂*7.*] [0*] [.*d00*] [.*d]

2 [β0*] [22̂*] [44̂*] [66̂*1γ1*17] [1*] [.*e11*]

3 [00̂*] [22̂*3.*] [44̂*5.*] [77̂*6.*]

4 [00̂*1.*] [22̂*0α0*] [44̂*0β0*] [77̂*0γ0*06]

5 [00̂*2α0*] [22̂*5γ1*17] [44̂*3γ1*17]

6 [00̂*4β0*] [33̂*] [55̂*]

7 [00̂*7] [33̂*2.*] [55̂*4.*]

8 [00̂*7γ1*17] [33̂*1α0*] [55̂*1β0*]

9 [11̂*] [33̂*4γ0*06] [55̂*2γ0*06]

10 [11̂*0.*]

11 [11̂*3α0*]

12 [11̂*5β0*]

13 [11̂*6]

14 [11̂*6γ0*06]

удовлетворяет шаблону X.Y, если ω ∈ X.Y, а ω′ удовлетворяет метке
столбца X. Например, запись ω ∈ 7.1 равносильна тому, что ω ∈ [.*d],
а (ω, ω′) ∈ 7.1 означает, что ω ∈[.*d]и ω′ ∈[γ0*].

Утверждение 1 [19]. Если ω = ω(α, β, γ), ω′ = ω(α′, β′, γ′) для неко-

торых α, β, γ ∈ Z
n−r
2 , α′, β′, γ′ ∈ Z

r
2, то adpXR((α′, α), (β′, β) r

→ (γ, γ′)) = 0
тогда и только тогда, когда (ω, ω′) ∈ X.Y для некоторых столбца X
и строки Y табл. 2.

Таблица 3

Символы, удовлетворяющие t̂

0̂ 1̂ 2̂ 3̂ 4̂ 5̂ 6̂ 7̂

0, 3, 5 1, 2, 4 1, 2, 7 0, 3, 6 1, 4, 7 0, 5, 6 3, 5, 6 2, 4, 7

e\{6} d\{7} d\{4} e\{5} d\{2} e\{3} e\{0} d\{1}

Далее будем работать только с шаблонами из табл. 2 и их пересече-
ниями. Поскольку они содержат выражения вида tt̂*, приведём в явном
виде очевидные свойства t̂.

Утверждение 2. Значения t̂ для всех t ∈ Z
3
2 приведены в табл. 3.

Кроме того,

1) t̂ ⊆ e (t̂ ⊆ d) тогда и только тогда, когда t ∈ e (t ∈ d), причём

t̂ = e \ {t⊕ 6} (t̂ = d \ {t⊕ 6});
2) ’t⊕ s = t̂⊕ s для s ∈ Z

3
2.
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Отметим, что в [19, следствия 5, 6] доказано, что

N r
n < N

1
n =

5

14
8n −

6

7
, 2 6 r < n. (1)

3. Число невозможных разностей

Здесь найдём N r
n , т. е. число невозможных разностей XR-преобразо-

вания, разбив раздел на три части. В п. 3.1 столбцы 1–6 табл. 2 представ-
лены в более удобном виде. П. 3.2 классифицирует шаблоны столбцов 1–4
(которые и составляют основную массу шаблонов), а также их пересече-
ния с шаблонами столбца 6. В п. 3.3 получим итоговую формулу для N r

n .
Для подсчёта числа слов, удовлетворяющих рассматриваемым шаб-

лонам, используется

Лемма 1. Для любых попарно различных целых a, b, c > 0 и любого

целого m > 0 справедливы равенства

1)
m∑
i=0

aibm−i = 1
a−b (a

m+1 − bm+1);

2)
m∑
i=0

m−i∑
j=0

aibjcm−i−j = am+2

(a−b)(a−c) +
bm+2

(b−a)(b−c) +
cm+2

(c−a)(c−b) .

Доказательство. П. 1 очевиден в силу формулы

(a− b)(amb0 + am−1b1 + · · ·+ a0bm) = am+1 − bm+1.

Для доказательства п. 2 воспользуемся п. 1:

m∑

i=0

m−i∑

j=0

aibjcm−i−j =

m∑

i=0

ai
m−i∑

j=0

bjcm−i−j =

=
1

b− c

m∑

i=0

ai(bm−i+1 − cm−i+1) =
b

b− c

m∑

i=0

aibm−i +

+
c

c− b

m∑

i=0

aicm−i =
b(am+1 − bm+1)

(b− c)(a− b)
+
c(am+1 − cm+1)

(c− b)(a− c)
=

=
bam+1

(a− b)(b− c)
+

cam+1

(a− c)(c − b)
+

bm+2

(b− c)(b− a)
+

cm+2

(c− a)(c− b)
,

при этом сумма первых двух слагаемых в последней строке равна

am+1

b− c

Å
b

a− b
−

c

a− c

ã
=
am+1(ba− bc− ca+ cb)

(b− c)(a− b)(a− c)
=

=
am+2(b− c)

(b− c)(a− b)(a− c)
=

am+2

(a− b)(a− c)
.

Лемма 1 доказана.
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3.1. Упрощение таблицы 2. Начнём со следующей леммы.

Лемма 2. Пусть ω = ω(α, β, γ) для α, β, γ ∈ Z
n−r
2 . Тогда

1) если ω ∈ [00̂*α0*] ([11̂*α0*]), то ω удовлетворяет 1.3, 1.4 или 1.5
(1.9, 1.10 или 1.11);

2) если ω ∈ [00̂*β0*] ([11̂*β0*]), то ω удовлетворяет 1.3, 1.4 или 1.6
(1.9, 1.10 или 1.12);

3) если ω ∈ [22̂*α0*] ([33̂*α0*]), то ω удовлетворяет 2.2, 2.3 или 2.4
(2.6, 2.7 или 2.8);

4) если ω ∈ [44̂*β0*] ([55̂*β0*]), то ω удовлетворяет 3.2, 3.3 или 3.4
(3.6, 3.7 или 3.8).

Доказательство. 1) Если ω /∈ 1.3, то определим ωα как часть ω,
идущую после 00̂* и удовлетворяющую α0*, причём ωα

0 6∈ 0̂. В этом слу-
чае ωα

0 ∈ {1, 2}, так как 0 и 3 удовлетворяют 0̂ (см. табл. 3), но тогда ω
удовлетворяет либо 1.4, либо 1.5.

Шаблон [11̂*α0*] γ-эквивалентен уже рассмотренному, поэтому удо-
влетворяет шаблонам, γ-эквивалентным 1.3, 1.4 и 1.5, которыми являют-
ся 1.9, 1.10 и 1.11 соответственно.

2) Достаточно заметить, что шаблоны[00̂*β0*] ([11̂*β0*]) αβ-эквива-
лентны рассмотренным в п. 1, а шаблоны 1.3, 1.4 и 1.6 (1.9, 1.10 и 1.12)
αβ-эквивалентны 1.3, 1.4 и 1.5 (1.9, 1.10 и 1.11) соответственно.

3) Аналогично п. 1, если ω /∈ 2.2, определим ωα такое, что ωα
0 6∈ 2̂, т. е.

ωα
0 ∈ {0, 3}, поскольку 1 и 2 удовлетворяют 2̂, но тогда ω удовлетворяет

либо 2.4, либо 2.3.

4) Шаблоны этого пункта αβ-эквивалентны соответствующим шабло-
нам п. 3 (см. также столбцы 2, 3 табл. 2). Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Если ω = ω(α, β, γ), ω′ = ω(α′, β′, γ′) для α, β, γ ∈ Z
n−r
2 ,

α′, β′, γ′ ∈ Z
r
2, то (ω, ω′) удовлетворяет шаблону из столбцов 1–6 табл. 2

тогда и только тогда, когда либо (ω, ω′), либо (ω(α, β, γ), ω′) удовлетво-

ряет некоторому шаблону из табл. 4. Более того, среди шаблонов одного

столбца табл. 4 и γ-эквивалентных к ним никакие два не пересекаются.

Доказательство. Ввиду условия леммы из пары γ-эквивалентных
шаблонов одного столбца табл. 2 достаточно рассмотреть только один.
Таким образом, удаляем шаблоны 1.9–14, 2.6–9, 3.6–9, 4.3–4, 5.2 и 6.2.
Замыкание оставшихся шаблонов относительно γ-эквивалентности соста-
вит столбцы 1–6 табл. 2.

По лемме 2 шаблон 1.1 можно преобразовать в [2α0*] и γ-эквива-
лентный последнему [3α0*] (слова, удовлетворяющие [01α0*], удовле-
творяют одному из 1.3–1.14); шаблон 1.2 — в [4β0*] и γ-эквивалентный
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Таблица 4

Шаблоны столбцов 1–6 табл. 2 с точностью до γ-эквивалентности

№ 1 2 3 4 5 6

пп [.*d00*] [.*e22*] [.*e44*] [.*d66*] [.*d] [.*]

1 [2α0*] [0α0*] [0β0*] [66̂*7.*] [0*] [.*d00*]

2 [4β0*] [22̂*] [44̂*] [66̂*1γ1*17]

3 [00̂*] [22̂*3.*] [44̂*5.*]

4 [00̂*1.*] [22̂*0α0*] [44̂*0β0*]

5 [00̂*2α0*] [22̂*5γ1*17] [44̂*3γ1*17]

6 [00̂*4β0*]

7 [00̂*7]

8 [00̂*7γ1*17]

ему [5β0*]; шаблон 2.1 — в [0α0*] и γ-эквивалентный ему [1α0*]; шаб-
лон 3.1 — в[0β0*]и γ-эквивалентный ему [1β0*].

Таким образом, шаблоны одного столбца табл. 4 попарно не пере-
секаются, что также имеет место при добавлении γ-эквивалентных им
шаблонов: любые два отличаются как минимум одним фиксированным
символом. Лемма 3 доказана.

3.2. Классификация шаблонов из столбцов 1–4 таблицы 2.

Скомпонуем шаблоны столбцов 1–4 табл. 2 и их пересечения с шаблонами
6.1 и 6.2, объединяя те из них, которым удовлетворяет одинаковое число
слов. В результате получим табл. 5 и 6, каждая строка которых содержит
тип шаблона, число шаблонов этого типа в табл. 2, число слов, удовле-
творяющих шаблону этого типа, и ограничение, при котором указанная
формула справедлива. Если ограничение не выполняется, то не суще-
ствует слов длины n− r, удовлетворяющих соответствующему шаблону.
Отметим, что табл. 5 почти совпадает с [19, табл. 5].

Лемма 4. Табл. 5 классифицирует шаблоны из столбцов 1–4 табл. 2.

Доказательство. Будем пользоваться табл. 4, умножая итоговое
число шаблонов на 2 в силу γ-эквивалентности (см. лемму 3). Также
если слово удовлетворяет некоторому из шаблонов, то все «звёздочки»
расставляются однозначно. Действительно, после tt̂* всегда идёт сим-
вол, не удовлетворяющий t (либо его нет).

1. Тип [2α0*]. К нему относятся 1.1, 1.2, 2.1 и 3.1, что даёт 2 · 4 шаб-
лонов, каждому из которых удовлетворяет 4n−r−1 слов.

2. Тип [00̂*1.*]. К нему относятся 1.4, 2.3, 3.3 и 4.1, что даёт 2 · 4
шаблонов. Каждому из них удовлетворяет
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Таблица 5

Классификация шаблонов из столбцов 1–4 табл. 2

№ Тип шаблона # Число слов Ограничение

1 [2α0*] 8 4n−r−1 n− r > 1

2 [00̂*1.*] 8 1
5 (8

n−r−1 − 3n−r−1) n− r > 1

3 [00̂*2α0*] 8 4n−r−1 − 3n−r−1 n− r > 1

4 [00̂*7γ1*17] 8 2(4n−r−2 − 3n−r−2) n− r > 2

5 [00̂*] 6 3n−r−1 n− r > 1

6 [00̂*7] 2 3n−r−2 n− r > 2

80 · 3n−r−2 + 81 · 3n−r−3 + · · ·+ 8n−r−2 · 30 =
n−r−2∑

i=0

8i · 3n−r−2−i

слов, что по лемме 1 равно 1
5(8

n−r−1 − 3n−r−1). Если n − r < 2, то шаб-
лону не может удовлетворять ни одно слово. Однако 1

5 (8
1−1 − 31−1) = 0,

поэтому можно считать, что n− r > 1.
3. Тип[00̂*2α0*]. К нему относятся 1.5, 1.6, 2.4 и 3.4, что даёт 2·4 шаб-

лонов. Каждому удовлетворяет
n−r−2∑
i=0

4i · 3n−r−2−i слов, что по лемме 1

равно 4n−r−1− 3n−r−1. Аналогично при n− r < 2 шаблону не удовлетво-
ряет ни одно слово. Однако 41−1− 31−1 = 0, поэтому формула верна при
n− r > 1.

4. Тип [00̂*7γ1*17]. К нему относятся 1.8, 2.5, 3.5 и 4.2, что даёт

2 · 4 шаблонов. Каждому удовлетворяет 2 ·
n−r−3∑
i=0

4i · 3n−r−3−i слов (де-

лим шаблон на два, заканчивающихся на 1 и 7). По лемме 1 получаем
2(4n−r−2−3n−r−2) слов. При n−r < 3 шаблону не удовлетворяет ни одно
слово. Однако 2(42−2 − 32−2) = 0, поэтому формула верна при n− r > 2.

Таблица 6

Классификация пересечений шаблонов из столбцов 1–4
с шаблонами столбца 6 табл. 2

№ Тип шаблона # Число слов Ограничение

1 [2α0*1200*] 16 2
3 (4

n−r−2 − 1) n− r > 2

2 [200*] 8 1 n− r > 2

3 [00̂*1.*d00*] 16 4
358

n−r−2 − 2
53

n−r−2 + 2
7 n− r > 2

4 [00̂*100*] 22 1
2 (3

n−r−2 − 1) n− r > 2

5 [00̂*11*] 6 1
2 (3

n−r−1 − 1) n− r > 1

6 [00̂*2α0*1200*] 24 2
34

n−r−2 − 3n−r−2 + 1
3 n− r > 2
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5. Тип [00̂*]. К нему относятся 1.3, 2.2 и 3.2, что даёт 2 · 3 шаблона.
Ему удовлетворяет 3n−r−1 слов, где n− r > 1.

6. Тип [00̂*7]. К нему относится 1.7, которому удовлетворяет 3n−r−2

слов, где n− r > 2.
Все шаблоны столбцов 1–4 табл. 4 рассмотрены. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Табл. 6 содержит классификацию пересечений шаблонов

из столбцов 1–4 c шаблонами столбца 6 табл. 2.

Доказательство. Метки столбцов 1–4 не пересекаются друг с дру-
гом, при этом все они удовлетворяют метке [.*] столбца 6, поэтому при
классификации можно рассматривать шаблоны независимо друг от дру-
га, как непересекающиеся (что верно с учётом ω′-частей).

Классификацию пересечений проведём по табл. 5, но в некоторых слу-
чаях будем обращаться и к табл. 2. Нас интересуют пересечения шабло-
нов из столбцов 1–4 с шаблонами[.*d00*](6.1) и[.*e11*](6.2). Отметим
также следующие равенства (см. табл. 1):

α0 ∩ e = 03, β0 ∩ e = 05, γ0 ∩ e = 06, γ1 ∩ e = 35,

α0 ∩ d = 12, β0 ∩ d = 14, γ0 ∩ d = 24, γ1 ∩ d = 17.

1. [2α0*]. Пересечения: [2α0*1200*], [2α0*0311*] и [200*], других пе-
ресечений здесь нет. Таким образом, добавляем 8 ·2 шаблонов в строку 1
и 8 шаблонов в строку 2.

Далее заметим, что в[.*d00*]и[.*e11*]имеется смена чётности e/d
со стороны младших разрядов: 1 ∈ d и 0 ∈ e. При этом все оставшиеся
шаблоны из классификации в старших битах содержат подстроку tt̂*,
символы которой удовлетворяют либо e, либо d (см. утверждение 2). Это
означает, что шаблоны типа 5 табл. 5 не пересекаются с 6.1 и 6.2. Также
все шаблоны типа 6, содержащиеся в табл. 2, не заканчиваются ни на 0,
ни на 1, т. е. также не имеют пересечений с 6.1 и 6.2. Все оставшиеся
шаблоны после tt̂* имеют смену чётности e/d или d/e, поэтому e/d из 6.1
и 6.2 может соответствовать символ, начиная с последнего в части tt̂*.

2.[00̂*1.*]. Пересечения:[00̂*1.*d00*],[00̂*1.*e11*]и[00̂*100*], т. е.
добавляем 8 · 2 шаблонов в строку 3 и 8 шаблонов в строку 4. Однако
если шаблон типа 2 содержит после tt̂* символы 0 или 1, то появится
ещё один тип пересечения: [00̂*11*]. В табл. 2 таких шаблонов два: 1.4
и 1.10, т. е. добавляем 2 шаблона в строку 5.

3.[00̂*2α0*]. Пересечениями в этом случае являются [00̂*2α0*0311*],
[00̂*2α0*1200*]и[00̂*200*], что добавляет 8 · 2 шаблонов в строку 6 и 8
шаблонов в строку 4. Аналогично если шаблон типа 3 содержит после
подстроки tt̂* символы 0 или 1, то появится ещё один тип пересечения:
[22̂*00*]. В табл. 2 таких шаблонов четыре: 2.4, 2.8, 3.4 и 3.8, т. е. добав-
ляем 4 шаблона в строку 5.
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4.[00̂*7γ1*17]. Пересечение —[00̂*7γ1*3511*], так как он не пересека-
ется с 6.1. Добавляем 8 шаблонов в строку 6. Если шаблон типа 4 после
подстроки tt̂* содержит символ из e/d и оканчивается на 1/0, то по-
явится пересечение[22̂*511*]. В табл. 2 таких шаблонов четыре: 2.5, 2.9,
3.5 и 3.9, т. е. добавляем 4 шаблона в строку 4. Ещё один случай дают
шаблоны 4.2 и 4.4, в которых после tt̂* и в конце стоит 1 (4.2) и 0 (4.4).
Это даёт 2 пересечения вида[66̂*111*], которые добавляются в строку 4.

Тем самым перечислены все типы шаблонов и их число. Они пред-
ставлены в столбцах 2 и 3 табл. 6. Далее найдём число слов, удовлетво-
ряющих каждому из указанных типов шаблонов. Отметим, что «звёздоч-
ки» * в таких словах расставляются однозначно. Действительно, «звёз-
дочка» после tt̂ всегда оканчивается символом, не принадлежащим t̂.
«Звёздочка» со стороны младших разрядов также оканчивается симво-
лом, отличным от 0/1. С учётом фиксированной длины слов n− r даже
при наличии в шаблоне третьей «звёздочки» её элементы определяют-
ся однозначно. Далее будем пользоваться леммой 1: п. 1 в случае двух
«звёздочек» и п. 2 в случае трёх.

Шаблон [2α0*1200*] разбивается на два непересекающихся подшаб-
лона [2α0*100*] и [2α0*200*]. Здесь три фиксированных символа, т. е.
взяв m = n− r−3, получим, что число слов, удовлетворяющих каждому

из шаблонов, равно
m∑
i=0

4i ·1m−i. В силу леммы 1 получаем 1
4−1(4

m+1−1) =

1
3(4

n−r−2−1) слов на каждый подшаблон. Однако, несмотря на ограниче-
ние n−r > 3 (в шаблоне три фиксированных символа), 1

3(4
n−r−2−1) = 0

при n− r = 2, т. е. указанная формула справедлива при n− r > 2.
Шаблону[200*]удовлетворяет ровно одно слово с условием n−r > 2,

поскольку здесь имеется два фиксированных символа.
Шаблон[00̂*1.*d00*]по значению d разделим на 4 непересекающихся

подшаблона, в каждом из которых 4 фиксированных символа. При m =

n− r−4 получим
m∑
i=0

m−i∑
j=0

8i ·3j ·1m−i−j слов на каждый подшаблон равно.

По лемме 1 получим следующее число слов на подшаблон:

8m+2

(8− 3)(8 − 1)
+

3m+2

(3− 8)(3− 1)
+

1m+2

(1− 8)(1 − 3)
=

8n−r−2

35
−

3n−r−2

10
+

1

14
.

При n−r ∈ {2, 3} эта сумма обращается в нуль: 8
35−

3
10+

1
14 = 16−21+5

35·2 = 0

и 1
35 −

1
10 + 1

14 = 2−7+5
35·2 = 0, так что ограничение можно ослабить, взяв

n− r > 2.
Аналогично для шаблонов[00̂*100*]и[00̂*11*]получаем 1

2(3
n−r−2−1)

и 1
2(3

n−r−1−1) слов c ограничениями n−r > 2 и n−r > 1 соответственно.
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Шаблон [00̂*2α0*1200*] разделим на два подшаблона по значению
символа 12 и аналогично рассмотренному случаю для каждого из них
по лемме 1 получим 1

34
n−r−2− 1

23
n−r−2 + 1

6 слов. Эта сумма также равна
нулю при n− r ∈ {2, 3}, так что n− r > 2. Лемма 5 доказана.

3.3. Число невозможных разностей. В следующей теореме при-
водится точное значение N r

n для всех возможных n и r.

Теорема 1. Пусть n > 2 и 1 6 r < n. Тогда

N r
n =

1

7
8n +

3

7
4r · 8n−r −

1

7
8r +

1

14
4r +

+

Å
6

35
8n−r +

10

3
4n−r −

8

5
3n−r +

2

21

ãÅ
1

14
8r −

1

12
4r −

5

21

ã
.

Доказательство. Пусть T i1,...,it
j1,...,js

(n, r), t > 1, s > 0,— множество
слов (ω, ω′), ω = ω(α, β, γ), ω′ = ω(α′, β′, γ′), α, β, γ ∈ Z

n−r
2 , α′, β′, γ′ ∈ Z

r
2,

удовлетворяющих шаблонам из столбцов i1, . . . , it ∈ {1, . . . , 7} и не удо-
влетворяющих шаблонам из столбцов j1, . . . , js ∈ {1, . . . , 7} табл. 2. Вы-
числим N r

n по формуле

N r
n = |T 6(n, r)|+

∣∣T 7
6 (n, r)

∣∣+
∣∣T 5

6,7(n, r)
∣∣+
∣∣T 1−4

5,6,7(n, r)
∣∣.

1. |T 6(n, r)|. По лемме 1 число различных ω-частей у 6.1 и 6.2 равно
2 · 4 · 1

8−1 (8
n−r−1− 1). Это выражение равно нулю при n− r = 1, поэтому

его можно использовать без ограничений. Таким образом,

|T 6(n, r)| = 8r ·
8

7
(8n−r−1 − 1) =

1

7
8n −

8

7
8r.

2.
∣∣T 7

6 (n, r)
∣∣. Заметим, что |T 7(n, r)| = 4r · 4 · 8n−r−1 = 1

24
r · 8n−r.

Осталось найти пересечение T 7(n, r) и T 6(n, r). Их ω′-части пересекаются
по[γ0*], а ω-части — по[.*e11*]. Таким образом,
∣∣T 7

6 (n, r)
∣∣ = |T 7(n, r)| − |T 7(n, r) ∩ T 6(n, r)| =

=
1

2
4r · 8n−r −

4r · 4

7
(8n−r−1 − 1) =

3

7
4r · 8n−r +

4

7
4r.

Формула верна при всех r > 1 и n− r > 1, т. е. без ограничений.
3.
∣∣T 5

6,7(n, r)
∣∣. Поскольку ω-части 5.1 и 5.2 не пересекаются ни с 6.1,

ни с 6.2, то T 5
6,7(n, r) = T 5

7 (n, r). При этом |T 5(n, r)| = 4 · 8r−1 · 2 = 8r.

Найдём T 5(n, r) ∩ T 7(n, r): их ω′-части пересекаются по [γ0*24] (пересе-
чение γ0 и d равно 24), а ω-части — по[1*]. Тем самым
∣∣T 5

6,7(n, r)
∣∣ =

∣∣T 5
7 (n, r)

∣∣ = |T 5(n, r)| − |T 5(n, r) ∩ T 7(n, r)| =

= 8r − 2 · 4r−1 · 1 = 8r −
1

2
4r.
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В итоге получаем первую часть формулы для N r
n :

|T 6(n, r)|+
∣∣T 7

6 (n, r)
∣∣+
∣∣T 5

6,7(n, r)
∣∣ = 1

7
8n +

3

7
4r · 8n−r −

1

7
8r +

1

14
4r.

4. Осталось показать, что
∣∣T 1−4

5,6,7(n, r)
∣∣ равна произведению скобок

в формуле для N r
n . Обозначим через P (r) число слов, удовлетворяю-

щих метке каждого из столбцов 1–4, т. е. P (r) = 4
7(8

r−1 − 1) по лемме 1.
Дополнительных ограничений на r нет, так как P (1) = 0. Найдём число∣∣T 1−4

5,6,7(n, r)
∣∣ в несколько шагов. Положим n − r > 2, а случай r = n − 1

рассмотрим в конце доказательства.
4.1. |T 1−4(n, r)|. Применим классификацию из табл. 5 (см. лемму 4):

|T 1−4(n, r)| = P (r)

Å
8 · 4n−r−1 + 8 ·

1

5
(8n−r−1 − 3n−r−1) + 2 · 3n−r−2 +

+ 8(4n−r−1 − 3n−r−1) + 8 · 2(4n−r−2 − 3n−r−2) + 6 · 3n−r−1

ã
=

=
1

5
P (r)(8n−r + 25 · 4n−r − 124 · 3n−r−2).

4.2.
∣∣T 1−4

6 (n, r)
∣∣. Метки столбцов 1–4 удовлетворяют метке[.*]столб-

ца 6, поэтому применим классификацию пересечений из табл. 6:

∣∣T 1−4
6 (n, r)

∣∣ = |T 1−4(n, r)| − P (r)

Å
16 ·

2

3
(4n−r−2 − 1) + 8 · 1 +

+ 16 ·
2

35
(2 · 8n−r−2 − 7 · 3n−r−2 + 5) + 22 ·

1

2
(3n−r−2 − 1) +

+ 6 ·
1

2
(3n−r−1 − 1) + 24 ·

1

3
(2 · 4n−r−2 − 3n−r−1 + 1)

ã
=

= P (r)

Å
6

35
8n−r +

10

3
4n−r −

8

5
3n−r +

86

21

ã
.

4.3.
∣∣T 1−4

5,6 (n, r)
∣∣. Метки столбцов 1 и 4 не пересекаются с меткой столб-

ца 5, а метки столбцов 2 и 3 удовлетворяют метке столбца 5. Далее,
ω-части[0*] (5.1) и[1*] (5.2) удовлетворяют 2.1 и 3.1. Таким образом,

∣∣T 1−4
5 (n, r)

∣∣ = |T 1−4(n, r)| − 2 · 2 · P (r) = |T 1−4(n, r)| − 4P (r).

Более того, шаблоны из столбцов 5 и 6 не пересекаются, поэтому такой
способ подсчёта работает и для |T 1−4

5,6 (n, r)|:

∣∣T 1−4
5,6 (n, r)

∣∣ =
∣∣T 1−4

6 (n, r)
∣∣−4P (r) = P (r)

Å
6

35
8n−r+

10

3
4n−r−

8

5
3n−r+

2

21

ã
.
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4.4.
∣∣T 1−4

5,6,7(n, r)
∣∣. Пусть

∣∣T 1−4
5,6 (n, r)

∣∣ = P (r)Q(n− r), где

Q(n− r) =
6

35
8n−r +

10

3
4n−r −

8

5
3n−r +

2

21
.

Метка [γ0*] столбца 7 имеет пересечения типа [γ0*2400*] с метками
любого из столбцов 1–4, что даёт 2

3 (4
r−1 − 1) слов (лемма 1).

Далее покажем, что (ω, ω′) ∈ T 1−4
5,6 (n, r) тогда и только тогда, когда

(ω(α, β, γ), ω′) ∈ T 1−4
5,6 (n, r). Действительно, ω-части шаблонов из столб-

цов 1–6 замкнуты относительно γ-эквивалентности (лемма 3), а значит,
замкнуты и их объединения, пересечения и разности. Пусть (ω, ω′) ∈
T 1−4
5,6 (n, r). Тогда одно из слов ω и ω(α, β, γ) будет удовлетворять ω-части

[.*d]7.1, а второе — нет. Действительно, инвертировав γ-бит у символа,
удовлетворяющего e, получим символ, удовлетворяющий d (и наоборот).
Таким образом, среди всех слов из T 1−4

5,6 (n, r), ω′-части которых удовле-
творяют ω′-части 7.1, ω-части 7.1 удовлетворяет ровно 1

2Q(n−r) ω-частей
слов. Следовательно,

∣∣T 1−4
5,6,7(n, r)

∣∣ = P (r)Q(n− r)−
2

3
(4r−1 − 1) ·

1

2
Q(n− r) =

=

Å
4

7
(8r−1 − 1)−

1

3
(4r−1 − 1)

ã
Q(n− r) =

=

Å
1

14
8r −

1

12
4r −

5

21

ã
Q(n− r).

Тем самым получена искомая формула для N r
n .

Осталось разобрать случай n − r = 1, от которого зависит только∣∣T 1−4
5,6,7(n, r)

∣∣. Отметим, что в этом случае нет слов, удовлетворяющих
шаблонам из столбца 6, т. е. достаточно найти

∣∣T 1−4
5 (n, n − 1)

∣∣ и далее
воспользоваться п. 4.4 для нахождения числа

∣∣T 1−4
5,6,7(n, n − 1)

∣∣, которое
зависит только от мощности T 1−4

5,6 (n, n−1) = T 1−4
5 (n, n−1). Нетрудно ви-

деть, что из ω-частей столбца 1 подходят[01],[23]и[45](6 слов), а также
[23]из столбца 2 (2 слова) и[45]из столбца 3 (2 слова), исключаем[01]

из столбцов 2 и 3, потому что они удовлетворяют 5.1 или 5.2. Итого,
∣∣T 1−4

5 (n, n− 1)
∣∣ = 6P (n− 1) + 2P (n − 1) + 2P (n − 1) = 10P (n − 1),

что также совпадает с
∣∣T 1−4

5,6 (n, n − 1)
∣∣. Однако

Q(1) =
6

35
· 8 +

10

3
· 4−

8

5
· 3 +

2

21
=

48 · 3 + 40 · 35− 24 · 21 + 10

3 · 5 · 7
=

=
144 + 1400 − 504 + 10

105
=

1050

105
= 10,
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так что формула
∣∣T 1−4

5,6 (n, r)
∣∣ = P (r)Q(n−r) справедлива и при n−r = 1,

а значит, 4.4 даст то же самое
∣∣T 1−4

5,6,7(n, r)
∣∣. Теорема 1 доказана.

Зафиксировав r или n− r, можно получить более простое выражение
для N r

n . Напомним также, что N 1
n = 5

148
n − 6

7 (см. (1)).

Следствие 1. Имеют место следующие равенства:

N 2
n =

289

1120
8n +

5

8
4n −

8

15
3n −

54

7
, n > 3,

N 3
n =

1853

8960
8n +

155

96
4n −

248

135
3n −

1378

21
, n > 4,

N n−3
n =

5

28
8n +

99

32
4n −

430

7
, n > 4,

N n−2
n =

11

56
8n +

35

24
4n −

250

21
, n > 3,

N n−1
n =

3

14
8n +

2

3
4n −

50

21
, n > 2.

Доказательство. Заметим, что

1

14
8r −

1

12
4r −

5

21
=

®
3 при r = 2,

31 при r = 3,

поэтому

N 2
n =

Å
1

7
+

3

7 · 4
+

9

7 · 4 · 40

ã
8n +

5

8
4n −

8

15
3n −

−
82

7
+

42

7 · 2
+

2

7
=

289

1120
8n +

5

8
4n −

8

15
3n −

54

7
,

N 3
n =

Å
1

7
+

3

7 · 8
+

6 · 31

5 · 7 · 83

ã
8n +

10 · 31

3 · 43
4n −

8 · 31

5 · 27
3n −

−
83

7
+

43

7 · 2
+

62

21
=

1853

8960
8n +

155

96
4n −

248

135
3n −

1378

21
.

Аналогично

6

35
8n−r +

10

3
4n−r −

8

5
3n−r +

2

21
=





2 · 3 · 43 = 258 при r = n− 3,

50 при r = n− 2,

10 при r = n− 1,

поэтому

N n−3
n =

Å
1

7
−

1

7 · 83
+

129

7 · 83

ã
8n +

Å
3 · 8

7
+

1

14 · 43
−

43

2 · 43

ã
4n −

430

7
,

N n−2
n =

Å
1

7
−

1

7 · 82
+

25

7 · 82

ã
8n +

Å
3 · 4

7
+

1

14 · 16
−

25

6 · 16

ã
4n −

250

21
,
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N n−1
n =

Å
1

7
−

1

7 · 8
+

5

7 · 8

ã
8n +

Å
6

7
+

1

14 · 4
−

5

6 · 4

ã
4n −

50

21
.

Следствие 1 доказано.

Значения N r
n при n 6 9 представлены в табл. 7, где также приведены

доли невозможных разностей по отношению ко всем 8n разностям.

Таблица 7

Значения N r
n при 2 6 n 6 9

n r N r
n N r

n/8
n,% n r N r

n N r
n/8

n,%

2 1 22 34,37500
7

4 425118 20,27121

3
1 182 35,54688 5 435822 20,78161

2 150 29,29688 6 460310 21,94929

4
1 1462 35,69336

8

1 5991862 35,71428

2 1166 28,46680 2 4366574 26,02681

3 1046 25,53711 3 3563358 21,23927

5

1 11702 35,71167 4 3232014 19,26430

2 8958 27,33765 5 3198622 19,06527

3 7918 24,16382 6 3391086 20,21245

4 7702 23,50464 7 3638806 21,68897

6

1 93622 35,71396

9

1 47934902 35,71429

2 69806 26,62888 2 34786302 25,91781

3 59422 22,66769 3 28144334 20,96916

4 57454 21,91696 4 25110494 18,70878

5 58902 22,46933 5 24182542 18,01740

7
1 748982 35,71424 6 24778398 18,46135

2 550206 26,23587 7 26746478 19,92768

3 456078 21,74749 8 28935702 21,55878

4. Свойства чисел невозможных разностей

В этом разделе найдём оценки для чисел N r
n и проведём их сравни-

тельный анализ при фиксированном n. П. 4.1 содержит нижнюю оценку,
асимптотически точную при n, n − r → ∞. В п. 4.2 числа N 1

n , . . . ,N
n−1
n

упорядочены по величине. Как следствие, получен ряд точных оценок
дляN r

n при некоторых ограничениях на r. Результаты также показывают
примерное отношение числа невозможных разностей к числу всех раз-
ностей. Например, в табл. 8 приведены такие отношения при самом вос-
требованном с точки зрения практических приложений значении n = 32.

4.1. Нижняя оценка N r
n. Для доказательства дальнейших утвер-

ждений преобразуем формулу из теоремы 1.
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Таблица 8

Отношение N r
32/8

32 при 1 6 r < 32

r N r
32/8

32,% r N r
32/8

32,% r N r
32/8

32,%

1 35,71429 12 15,52034 23 15,55504

2 25,80357 13 15,51531 24 15,59874

3 20,68080 14 15,51282 25 15,68429

4 18,09849 15 15,51165 26 15,85039

5 16,80472 16 15,51120 27 16,16909

6 16,15751 17 15,51124 28 16,76897

7 15,83386 18 15,51180 29 17,85714

8 15,67204 19 15,51316 30 19,64286

9 15,59112 20 15,51597 31 21,42857

10 15,55067 21 15,52161

11 15,53044 22 15,53284

Следствие 2. Пусть n > 2 и 1 6 r < n. Тогда

N r
n =

38

245
8n −

5

18
4n +

5

21
8r · 4n−r +

29

70
4r · 8n−r −

4

35
8r · 3n−r +

+
2

15
4r · 3n−r −

20

147
8r +

4

63
4r −

6

147
8n−r −

50

63
4n−r +

8

21
3n−r −

10

441
.

Доказательство. Раскрывая скобки в формуле для N r
n из теоре-

мы 1, получаем
Å

6

35
8n−r +

10

3
4n−r −

8

5
3n−r +

2

21

ãÅ
1

14
8r −

1

12
4r −

5

21

ã
=

=
3

35 · 7
8n +

5

3 · 7
8r · 4n−r −

4

5 · 7
8r · 3n−r +

1

21 · 7
8r −

−
1

35 · 2
4r · 8n−r −

5

3 · 6
4n +

2

5 · 3
4r · 3n−r −

1

21 · 6
4r −

−
6

7 · 21
8n−r −

10 · 5

3 · 21
4n−r +

8

21
3n−r −

10

21 · 21
,

поэтому

N r
n =

35 + 3

35 · 7
8n −

5

6 · 3
4n +

5

3 · 7
8r · 4n−r +

30 − 1

2 · 35
4r · 8n−r −

−
4

5 · 7
8r · 3n−r +

2

15
4r · 3n−r −

21− 1

21 · 7
8r +

9− 1

2 · 7 · 9
4r −

−
6

7 · 21
8n−r −

10 · 5

3 · 21
4n−r +

8

21
3n−r −

10

21 · 21
.

Следствие 2 доказано.
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Используя полученную формулу, несложно доказать следующую ниж-
нюю оценку для чисел N r

n .

Следствие 3. Пусть n > 2 и 1 6 r < n. Тогда

N r
n >

38

245
8n.

Доказательство. Ясно, что N n−1
n ,N n−2

n > 38
2458

n (см. следствие 1).
Далее положим n− r > 3 и воспользуемся следствием 2:

N r
n =

38

245
8n −

5

18
4n +

5

21
8r · 4n−r +

29

70
4r · 8n−r −

4

35
8r · 3n−r +

+
2

15
4r · 3n−r −

20

147
8r +

4

63
4r −

6

147
8n−r −

50

63
4n−r +

8

21
3n−r −

10

441
.

Докажем оценку в три шага. Во-первых, отметим, что

5

21
8r · 4n−r >

4

35
8r · 3n−r +

20

147
8r,

поскольку

4

35
8r · 3n−r +

20

147
·
4n−r

4n−r
8r 6

Å
4

35
+

20

43 · 147

ã
8r · 4n−r <

5

21
8r · 4n−r.

Во-вторых,
29

70
4r · 8n−r >

5

18
4n +

6

147
8n−r +

50

63
4n−r,

так как

5

18
·
8n−r

2n−r
4r +

6

147
·
4r

4r
8n−r +

50

63
·
4r · 8n−r

4r · 2n−r
6

6

Å
5

8 · 18
+

6

4 · 147
+

50

25 · 63

ã
4r · 8n−r =

=

Å
5 · 2 · 49 + 8 · 3 · 6 + 7 · 50

32 · 9 · 49

ã
4r · 8n−r =

=
984

14112
4r · 8n−r <

29

70
4r · 8n−r.

В-третьих,
8

21
3n−r >

10

441
.

Суммируя сказанное, получаем требуемое неравенство для числа N r
n .

Утверждение 2 доказано.

Доказанная оценка лучше, чем N r
n > 1

78
n− 1

78
r, которая была предло-

жена в [19]. Более того, она асимптотически точна при удалении от край-
них значений r. Непосредственно из следствия 2 вытекает
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Следствие 4. Справедливо равенство lim
r→∞

n−r→∞

N r
n

8n = 38
245 , т. е.

lim
r→∞

n−r→∞

N r
n

38
2458

n
= 1.

Отметим также, что 38
245 ≈ 15,51020%. В то же время доля невозмож-

ных разностей по модулю 2n для преобразования (x, y) 7→ x⊕y примерно
равна 4

7 (см. [15]), что составляет около 57,14286%. Следовательно, добав-
ление циклического сдвига с далёким от крайних значением в несколько
раз снижает число невозможных разностей.

4.2. Соотношения чисел N r
n и точные оценки. Докажем нера-

венства для полученных в следствии 1 формул.

Лемма 6. При n > 7 имеем N 1
n > N

2
n > N

3
n и N n−3

n < N n−2
n < N n−1

n .

Доказательство. Пользуясь формулами из следствия 1, получаем

5

14
8n >

289

1120
8n >

1853

8960
8n,

5

28
8n <

11

56
8n <

3

14
8n.

Несложно проверить, что при n > 7 другие слагаемые не нарушают этих
неравенств. Лемма 6 доказана.

Теперь можем упорядочить числа N 1
n , . . . ,N

n−1
n .

Теорема 2. Если n > 2, r = n/2+1 при n ∈ {4, 6, 8, 10, 12} и r = ⌈n/2⌉
иначе, то

N 1
n > N

2
n > · · · > N

r
n < N

r+1
n < · · · < N n−1

n .

Доказательство. Из табл. 7 вытекает утверждение теоремы при
n 6 6. Далее пусть n > 7. Положим ∆n,r = N r

n − N
r+1
n для любого r,

1 6 r 6 n− 2. Для доказательства необходимо показать, что
1) ∆n,r > 0 при r < n/2,
2) ∆n,r < 0 при r > n/2,
3) ∆n,n/2 < 0 для чётного n > 14,
4) ∆n,n/2 > 0 для n ∈ {8, 10, 12}.
Из леммы 6 следует, что ∆n,1 и ∆n,2 положительны, а ∆n,n−3 и ∆n,n−2

отрицательны. Таким образом, можем полагать, что 3 6 r 6 n− 4.
Все значения N r

n и N r+1
n могут быть вычислены с помощью след-

ствия 2:

N r
n =

38

245
8n −

5

18
4n +

5

21
8r · 4n−r +

29

70
4r · 8n−r −

4

35
8r · 3n−r +

+
2

15
4r · 3n−r −

20

147
8r +

4

63
4r −

6

147
8n−r −

50

63
4n−r +

8

21
3n−r −

10

441
.
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Отметим, что для любых чисел a и b справедливо равенство

arbn−r − ar+1bn−(r+1) = arbn−r−1(b− a),

поэтому

∆n,r = −
4 · 5

21
8r · 4n−r−1 +

4 · 29

70
4r · 8n−r−1 +

+
5 · 4

35
8r · 3n−r−1 −

2

15
4r · 3n−r−1 +

7 · 20

147
8r −

3 · 4

63
4r −

−
7 · 6

147
8n−r−1 −

3 · 50

63
4n−r−1 +

2 · 8

21
3n−r−1.

Следовательно,

21

8n
∆n,r = −5 · 8

−n · 8r · 4n−r +
87

20
8−n · 4r · 8n−r + 4 · 8−n · 8r · 3n−r +

+ Tn,r − Sn,r =
87

20
2−r − Sn,r −

Å
5 · 2r−n − Tn,r − 4

Å
8

3

ãr−nã
, (2)

где

Tn,r = 20 · 8−n · 8r − 4 · 8−n · 4r =
20

4n−r
2r−n −

4

2r · 4n−r
2r−n,

Sn,r =
14

15
8−n · 4r · 3n−r + 6 · 8−n · 8n−r−1 +

+ 50 · 8−n · 4n−r−1 − 16 · 8−n · 3n−r−1 =

=
14

15

Å
3

8

ãn−r

2−r +
3

4r+1
2−r +

25

4r · 2n−r+1
2−r −

16

3 · 4r

Å
3

8

ãn−r

2−r.

В то же время r > 3 и n− r > 4, поэтому

0 < Tn,r <
20

44
2r−n =

5

64
2r−n,

0 < Sn,r <
14

15

Å
3

8

ã4
2−r +

3

44
2−r +

25

43 · 25
2−r =

7 · 27 + 3 · 5 · 23 + 25 · 5

5 · 211
2−r =

189 + 120 + 125

5 · 211
2−r =

217

5120
2−r.

Для удобства можем считать, что

0 < Tn,r <
1

10
2r−n <

13

40
2r−n, (3)

0 < Sn,r <
1

20
2−r. (4)

Будем использовать эти неравенства совместно с (2) для ∆′
n,r =

21
8n∆n,r.

Отметим, что ∆n,r и ∆′
n,r имеют одинаковый знак.
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1. Докажем, что ∆′
n,r > 0 при r < n/2. В силу (3) и (4) достаточно

проверить, что 5 ·2r−n 6 87−1
20 2−r. Действительно, имеем n−r > n/2, или

n− r > r + 1, что влечёт

5 · 2r−n 6 5 · 2−r−1 =
5

2
2−r =

50

20
2−r <

86

20
2−r.

2. Докажем, что ∆′
n,r < 0 при r > n/2. В силу (4) достаточно показать,

что

5 · 2r−n − Tn,r − 4

Å
8

3

ãr−n

>
87

20
2−r. (5)

Аналогично п. 1 справедливо r > n− r + 1. Это означает, что
87

20
2−r

6
87

20
2r−n−1 =

87

40
2r−n.

Таким образом, (3) обеспечивает оценку

5 · 2r−n − Tn,r −
87

20
2−r >

200 − 13− 87

40
2r−n =

5

2
2r−n.

Осталось заметить, что 5
22

r−n > 4
(
8
3

)r−n
. Это эквивалентно неравен-

ству 5
88

n−r > 3n−r ·2n−r, которое имеет место, поскольку 5·8n−r−1 > 6n−r

при n− r > 2.
3. Докажем, что ∆′

n,n/2 < 0 для чётных n > 14. Аналогично п. 2,
покажем, что справедливо неравенство (5). Поскольку r = n − r = n/2,
оно эквивалентно Å

5−
87

20

ã
· 2−n/2 − Tn,r > 4

Å
8

3

ã−n/2

.

В то же время в силу (3) достаточно доказать, что

11

20
2−n/2

> 4

Å
8

3

ã−n/2

.

Это эквивалентно неравенству 11 · 4n/2−2 > 5 · 3n/2, которое имеет место
при n/2 > 7. Действительно, 11 · 45 = 11264 и 5 · 37 = 10935.

Таблица 9

Значения N
n/2
n и N

n/2+1
n при чётных n, 4 6 n 6 12

n N
n/2
n N

n/2
n /8n,% N

n/2+1
n N

n/2+1
n /8n,%

4 1166 28,46680% 1046 25,53711%

6 59422 22,66769% 57454 21,91696%

8 3232014 19,26430% 3198622 19,06527%

10 187255262 17,43951% 186758926 17,39328%

12 11332868174 16,49149% 11329597918 16,48673%
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4. Табл. 9 показывает, что N n/2
n > N

n/2+1
n при n ∈ {8, 10, 12}. Теоре-

ма 2 доказана.

Прямым следствием теоремы 2 является точная нижняя оценка для
числа N r

n .

Следствие 5. При 1 6 r < n справедливо неравенство

N r
n >

{
N

n/2+1
n , если n ∈ {4, 6, 8, 10, 12},

N
⌈n/2⌉
n иначе.

Рассмотрим верхние оценки чисел N r
n . Согласно (1)

N r
n < N

1
n , 2 6 r < n.

Однако N 1
n заметно больше всех других N 2

n , . . . ,N
n−1
n . При этом теоре-

ма 2 позволяет получить другие оценки при дополнительных ограниче-
ниях на r.

Следствие 6. При 3 6 r < n

N r
n 6 N n−1

n =
3

14
8n +

2

3
4n −

50

21
< N 2

n < N
1
n .

Доказательство. Из следствия 1 вытекает, что N 3
n < N

n−1
n < N 2

n .
Действительно, 1853

8960 <
3
14 <

289
1120 , остальные слагаемые не нарушат это

неравенство (при малых значениях n можно воспользоваться табл. 7).
Для 4 6 r 6 n − 2 неравенства следуют из теоремы 2. Следствие 6
доказано.

Рассмотренные оценки можно назвать точными, так как они пред-
ставляют собой одно из чисел N 1

n , . . . ,N
n−1
n .

5. Невозможные разности с точностью до симметрий

Наиболее многочисленны в табл. 2 шаблоны столбцов 1–4. При этом
согласно доказательству теоремы 1 и следствию 4 доля слов, удовлетво-
ряющих шаблонам столбцов 1–4 и не удовлетворяющих шаблонам столб-
цов 5–7, составляет 6

35·14 ·
245
38 = 3

38 при r, n− r →∞. Таким образом, эти
столбцы нельзя игнорировать. Однако можно сократить число шаблонов
за счёт преобразований аргументов, сохраняющих значение adpXR.

Через S обозначим множество всех композиций преобразований
• (α, β, γ) 7→ (β, α, γ),
• (α, β, γ) 7→ (−α, β, γ), (α, β, γ) 7→ (α,−β, γ), (α, β, γ) 7→ (α, β,−γ),

где α, β, γ ∈ Z
n
2 .
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Отметим, что S образует группу относительно композиции преобра-
зований. Известно, что перечисленные преобразования сохраняют зна-
чение adpXR (см. [19, теорема 5]). Для множества V ⊆

(
Z
n
2

)3 положим
S(V ) = {s(v) | s ∈ S, v ∈ V }.

Таблица 10

Невозможные разности с точностью
до преобразований из S

№ ω ω′ № ω ω′

1 [α0*] [.*d00*] 6 [00̂*7γ1*17] [.*d00*]

2 [00̂*] [.*d00*] 7 [124*06γ0*] [γ0*2400*]

3 [00̂*1.*] [.*d00*] 8 [.*d] [γ0*]

4 [00̂*2α0*] [.*d00*] 9 [0*] [.*d]

5 [00̂*7] [.*d00*] 10 [.*d00*] [.*]

Теорема 3. Пусть множество I ⊆
(
Z
n
2

)3
содержит все тройки ((α′, α),

(β′, β), (γ, γ′)), где α, β, γ ∈ Z
n−r
2 , α′, β′, γ′ ∈ Z

r
2, такие, что ω = ω(α, β, γ)

и ω′ = ω(α′, β′, γ′) удовлетворяют некоторой паре из табл. 10. Для век-

торов x, y, z ∈ Z
n
2 имеет место adpXR(x, y

r
→ z) = 0 тогда и только тогда,

когда (x, y, z) ∈ S(I).

Доказательство. Для шаблона ξ через ξ−α обозначим множество
шаблонов таких, что ω(α, β, γ) удовлетворяет ξ тогда и только тогда,
когда ω(−α, β, γ) удовлетворяет некоторому шаблону из ξ−α. Аналогично
определим ξ−γ . Напомним, что

−(α′, α) =

®
(α ′,−α), если α 6= 0,

(−α′, 0) иначе,

−0 = 0, −(α1, . . . , αk, 1, 0, . . . , 0) = (α1, . . . , αk, 1, 0, . . . , 0),

где k ∈ {0, . . . , n − r − 1} можно подобрать для любого α 6= 0. Други-
ми словами, чтобы найти ξ−α для некоторого ξ, сначала пересекаем ξ
с шаблоном [.*α1α0*], при необходимости разделив ξ на несколько под-
шаблонов, а затем к части ξ, соответствующей .* в[.*α1α0*], применя-
ем преобразование α. Если ξ имеет непустое пересечение с[α0*] (случай
α = 0), то оно тоже будет частью ξ−α. Например,

[.*e11*]−α =[.*e11*], [.*d00*]−α =[.*d00*], (6)

так как при α 6= 0 будут инвертированы биты внутри .*, а при α = 0
изменений не будет.
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Начнём с преобразования шаблонов столбцов 2–4 в шаблоны из столб-
цов 1, 5 и 6, используя преобразование −(α′, α), а также меняя местами
(α′, α) и (β′, β). Обратим внимание, что ω-части из столбцов 1–6 замкну-
ты относительно γ-эквивалентности, при этом применяемые преобразо-
вания не зависят от γ. Таким образом, на данном этапе достаточно рас-
сматривать только шаблоны из табл. 4 (см. лемму 3).

Cтолбец 4. Таким шаблонам не удовлетворяют слова c α = 0, так как
наиболее значимый символ в ω-части всегда 6 = (1, 1, 0). Таким образом,
−(α′, α) = (α ′,−α) и ω(α ′, β′, γ′) будет соответствовать метке столбца 2.
Пересечём шаблоны c[.*α1α0*]. Далее будем часто использовать табл. 3
(см. утверждение 2).

4.1 [66̂*7.*] 4.2 [66̂*1γ1*17]

4.1a [66̂*7.*α1α0*] 4.2a [66̂*1γ1*7]

4.1b [66̂*7α0*] 4.2b [66̂*1γ1*5713*1]

4.2c [66̂*113*1]

Шаблон 4.1a−α =[22̂*3.*α1α0*]удовлетворяет 2.3. Шаблон 4.1b−α =
[22̂*7α0*] удовлетворяет [22̂*α0*] (7 удовлетворяет 2̂ согласно табл. 3).
Значит, по лемме 2 он удовлетворяет одному из шаблонов столбца 2.
Аналогично 4.2a−α удовлетворяет [22̂*5γ1*7], а значит, и 2.5; 4.2b−α =
[22̂*5γ1*5713*1] также удовлетворяет 2.5. Поскольку 4.2c удовлетворяет
[.*e11*], в силу (6) все слова, удовлетворяющие 4.2c−α, также будут
удовлетворять[.*e11*], т. е. 6.2 (с учётом и ω′-части).

Столбец 3. Здесь α = 0 могут иметь только слова, удовлетворяющие
[0β1*](3.1), ω-части которых удовлетворяют[001*]. Такие слова удовле-
творяют 5.1 (ω′-часть столбца 4 удовлетворяет[.*d]), 6.1 или 6.2.

Пусть α 6= 0. Таким образом, ω(α ′, β′, γ′) будет удовлетворять метке
столбца 1. Пересечём шаблоны c[.*α1α0*]:

3.1 [0β0*] 3.2 [44̂*] 3.4 [44̂*0β0*]

3.1a [0β0*4501*] 3.2a [44̂*471*] 3.4a [44̂*0β0*4501*]

3.1b ∅ 3.2b [41*] 3.4b [44̂*001*]

Шаблон 3.1a−α = [4β0*4501*] удовлетворяет шаблону 1.2. Шаблон
3.2a−α = [00̂*471*] удовлетворяет либо шаблону [00̂*4β0*] (1.6), либо
одному из двух: [00̂*7] или [00̂*7γ1*17] (1.7 или 1.8). Шаблон 3.4a−α =
[00̂*4β0*4501*] удовлетворяет [00̂*4β0*] (1.6). Шаблон 3.4b удовлетво-
ряет [.*d00*] или [.*e11*], а значит, 3.4b−α удовлетворяет 6.1 или 6.2
в силу (6). Шаблоны 3.3 и 3.5 рассматриваются аналогично 4.1 и 4.2.

Столбец 2 можно не рассматривать, так как и его метка, и его эле-
менты αβ-эквивалентны шаблонам столбца 3.
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Заполним табл. 10. Здесь возвращаемся к табл. 2, в которой доста-
точно рассмотреть столбцы 1, 5, 6 и 7. Добавим шаблоны 7.1 (строка 8),
6.1 (строка 9), 5.1 (строка 10), а также 1.1, 1.3–5, 1.7, 1.8 (строки 1–6).
При этом не добавляем 1.2 и 1.6, так как они αβ-эквивалентны 1.1 и 1.5
(с учётом ω′-части). Таким образом, осталось разобраться с 1.9–14, 5.2
и 6.2. Используем подстановку −(γ, γ′) вместо (γ, γ′).

Пусть γ′ 6= 0, тогда −(γ, γ′) = (γ,−γ′). Отметим также, что метки
столбцов 1, 5 и 6 симметричны относительно подстановки −γ′, т. е. сло-
во ω(α′, β′, γ′) удовлетворяет одной из этих меток тогда и только тогда,
когда слово ω(α′, β′,−γ′) удовлетворяет той же самой метке (использу-
ем (6) с −γ вместо −α). Поскольку ω-части 1.9–14, 5.2 и 6.2 γ-эквива-
лентны 1.3–8, 5.1 и 6.1, в табл. 10 ничего добавлять не требуется.

Пусть γ′ = 0, тогда −(γ, γ′) = (−γ, 0). Значит, ω′-часть слов удовле-
творяет[γ0*]. Таким образом, нужно понять, какие шаблоны из 1.9, 1.10,
1.11, 1.13 и 1.14 (1.12 αβ-эквивалентен 1.11) удовлетворяют 1.3–1.8 после
преобразования ω(α, β,−γ). Рассматриваем только ω-части, удовлетво-
ряющие [.*e], так как иначе получится подслучай 7.1. Например, в 7.1
укладываются исключённые из списка выше 5.2 и 6.2. Получаем, что
ω′-части всех оставшихся слов должны удовлетворять и[.*d00*], и[γ0*],
т. е. [γ0*2400*]. Как и в случае с α, пересечём все шаблоны с [.*γ1γ0*].
Также можем заменить шаблоны 1.13 и 1.14 «расширенным» [11̂*6γ0*]

(fi1.14). Действительно, добавили только[11̂*6γ0*24], который удовлетво-
ряет 7.1. Также можно не рассматривать 1.9: его ω-часть удовлетворяет
[.*d], а значит, 1.9−γ удовлетворяет 7.1.

1.10 [11̂*0.*] 1.11 [11̂*3α0*] fi1.14 [11̂*6γ0*]

1.10a [11̂*0.*γ1γ0*] 1.11a [11̂*3α0*1302*] fi1.14a [11̂*124*6γ0*]

1.10b [11̂*124*0γ0*] 1.11b [11̂*302*] fi1.14b [124*6γ0*]

1.10c [124*0γ0*]

Шаблон 1.10a−γ = [00̂*1.*γ1γ0*] удовлетворяет 1.4, как и 1.10b−γ =
[00̂*124*0γ0*]. Далее, шаблон 1.11a−γ = [00̂*2α0*1302*] удовлетворяет
1.5, а 1.11b−γ =[00̂*302*]—[00̂*α0*] (3 ∈ 0̂), слова которого по лемме 2
удовлетворяют 1.3, 1.4 или 1.5. Шаблон fi1.14a−γ =[00̂*124*6γ0*]удовле-
творяет 1.4. Шаблоны 1.10c−γ = 1.10c и fi1.14b−γ = fi1.14b объединены
в один шаблон и добавлены в табл. 10 (строка 7).

Табл. 10 заполнена. Указанные в ней шаблоны порождают невозмож-
ные разности, и с помощью преобразований из S к ним сводятся все
шаблоны табл. 2. При этом преобразования из S сохраняют значение
разностной характеристики adpXR. Теорема 3 доказана.
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Таким образом, применяя преобразования из S (перестановка пер-
вых двух аргументов adpXR и замена любого аргумента противополож-
ным по модулю 2n), невозможные разности XR-преобразования можно
описать 10-ю парами шаблонов. Отметим, что одновременная инверсия
старших битов первых двух аргументов adpXR также не изменяет её зна-
чения, при этом все шаблоны табл. 2 (учитывая метки) изначально за-
мкнуты относительно этого преобразования.
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Abstract. Additive differentials of the function (x ⊕ y) ≪ r whose
probability is 0 are considered, where x, y ∈ Z

n
2 and 1 6 r < n. They

are called impossible differentials and are interesting in the context of
differential cryptanalysis of ciphers whose schemes consist of additions
modulo 2n, bitwise XORs (⊕), and bit rotations (≪ r). The number
of all such differentials is calculated for all possible r and n. It is also
shown that this number is greater than 38

2458
n. Moreover, the estimate is

asymptotically tight for r, n− r→∞. For any fixed n the number of all
impossible differentials decreases as r goes from 1 to ⌈n/2⌉ (to n/2 + 1
in the case of n ∈ {4, 6, 8, 10, 12}) and then increases monotonically as r
goes to n − 1. A simplified description of all impossible differentials is
obtained up to known symmetries. Tab. 10, bibliogr. 25.

Keywords: ARX, differential probability, XOR, modular addition, bit
rotation, impossible differential.
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Аннотация. Рассматривается NP-трудная задача, в которой тре-
буется упаковать гистограммы из двух столбиков в полосу мини-
мальной длины единичной высоты. Высота каждого столбика поло-
жительная и не превосходит 1. Эта задача, называемая в англоязыч-
ной литературе Two-Bar Charts Packing Problem, является обобще-
нием задачи упаковки в контейнеры и задачи двумерной векторной
упаковки. Доказываются уточнённые оценки точности и трудоёмко-
сти для некоторых ранее разработанных приближённых полиноми-
альных алгоритмов для Two-Bar Charts Packing Problem и её част-
ных случаев. Показана достижимость этих оценок. Кроме того, рас-
сматривается задача упаковки неограниченного числа гистограмм k
различных типов. При этом оценивается не длина упаковки, а её
плотность, и предлагается полиномиальный алгоритм решения по-
следней задачи в случае k = const. Ил. 12, библиогр. 26.

Ключевые слова: гистограмма, упаковка в полосу, NP-трудная
задача, априорная оценка, достижимость.

Введение

Задача упаковки гистограмм в полосу (bar charts packing problem,
BCPP) возникла при оптимизации инвестиционного портфеля в нефте-
газовой сфере [1]. Предположим, что территория месторождения разби-
та на кластеры, для каждого из которых известен проект его разработ-
ки. Проект характеризуется, в частности, ежегодными объёмами добычи
нефти. Таким образом, если известен год начала проекта, то известны
и объёмы добычи в первый и все последующие годы реализации проек-
та. График добычи нефти по каждому проекту может быть представлен
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в виде гистограммы, в которой высота столбика соответствует объёму до-
бычи в соответствующий год. Необходимо определить год запуска каж-
дого проекта, чтобы общее время выполнения всех проектов было ми-
нимально, а ежегодный объём добычи не превышал заданного значения,
обусловленного, например, пропускной способностью трубопровода.

Описанная проблема сводится к поиску упаковки гистограмм в часть
полубесконечной полосы минимальной длины. Ранее исследовался част-
ный случай задачи, называемый 2-BCPP, когда каждая гистограмма со-
стоит из двух столбиков. Для удобства будем обозначать гистограмму
с двумя столбиками через 2-Г. Задача 2-BCPP впервые сформулирова-
на в [2], а затем изучена в [3–7]. Пусть имеется полубесконечная гори-
зонтальная полоса единичной высоты и множество, состоящее из n 2-Г.
Разобьём полосу на одинаковые ячейки единичной высоты и ширины.
Все столбики гистограмм имеют единичную ширину и положительную
высоту, не превышающую 1. В допустимой упаковке столбики каждой
гистограммы могут перемещаться по вертикали, но неразрывны по го-
ризонтали, и их нельзя переставлять местами. Более того, в допустимой
упаковке сумма высот столбиков, попавших в одну ячейку, не превосхо-
дит 1. Задача 2-BCPP заключается в нахождении допустимой упаков-
ки n 2-Г в минимальное число ячеек. На рис. 1 представлен пример до-
пустимой упаковки трёх гистограмм в 4 ячейки, т. е. длина упаковки
равна 4.

Рис. 1. Пример допустимой упаковки трёх 2-Г

Похожими задачами, которые хорошо изучены на данный момент
и которые обобщает задача 2-BCPP, являются задача упаковки в кон-
тейнеры (bin packing problem, BPP) [8–16] и задача двумерной векторной
упаковки (two-dimensional vector packing problem, 2-DVPP) [17–20].

В классической одномерной задаче упаковки в контейнеры BPP зада-
но множество предметов L, размер каждого предмета, а также множе-
ство одинаковых контейнеров единичной ёмкости. Требуется разместить
все предметы в минимальное число контейнеров. BPP является частным
случаем задачи 2-BCPP, когда каждая 2-Г состоит из столбиков одинако-
вой высоты. Если P 6= NP, то задача BPP (32−ε)-неаппроксимируема для
любого ε > 0 [8, 9]. Как показано в [10], 3

2 -приближённое решение может
быть найдено алгоритмом First Fit Decreasing (FFD). В алгоритме FFD
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предметы сначала нумеруются в порядке невозрастания размеров, за-
тем просматриваются в порядке нумерации, и текущий предмет кладётся
в первый контейнер, куда он помещается. В 2007 г. доказано, что алго-
ритм FFD использует не более 11

9 OPT(L)+ 6
9 контейнеров, где OPT(L)—

минимальное число контейнеров для упаковки предметов множества L,
и найден пример достижимости этой оценки [11]. Модифицированная
версия алгоритма FFD (modified first fit decreasing, MFFD) группирует
предметы по размеру и пакует отдельно предметы разных групп. Джон-
сон и Гэри, построившие алгоритм MFFD, показали, что он использует
не более 71

60 OPT(L)+ 31
6 контейнеров [12]. В дальнейшем аддитивная кон-

станта уменьшена до 1 [13]. В [14] для задачи BPP предложена асимпто-
тическая полиномиальная аппроксимационная схема (APTAS) и показа-
но, что для любого ε > 0 существует алгоритм линейной трудоёмкости,
который использует не более (1+ ε)OPT(L) контейнеров. Также для за-
дачи BPP построена асимптотическая вполне полиномиальная аппрок-
симационная схема [15] и аддитивный приближённый алгоритм, который
строит упаковку длины не более OPT(L) +O(logOPT(L)) [16].

Задача 2-DVPP представляет собой обобщение задачи BPP и частный
случай 2-BCPP. В этом случае каждая пара 2-Г может располагаться
в контейнере одна над другой. При этом предметы и контейнеры ха-
рактеризуются двумя параметрами. Требуется упаковать все предметы
в минимальное число контейнеров, не нарушая ограничений по обоим па-
раметрам. В 2003 г. представлен 2-приближённый алгоритм для 2-DVPP,
трудоёмкость которого равна O(n log n) [17]. Подробный обзор прибли-
жённых алгоритмов для 2-DVPP можно найти в [18]. Лучший алгоритм
строит (32 + ε)-приближённое решение для любого ε > 0 [19]. В 1997 г.
доказано, что не существует схемы APTAS для задачи 2-DVPP, если
P 6= NP [20].

С другой стороны, 2-BCPP является частным случаем задачи постро-
ения расписания для выполнения проектов с ограниченным однород-
ным возобновляемым ресурсом (resource-constrained project scheduling
problem, RCPSP) [21]. В 2-BCPP каждый проект состоит из двух ра-
бот единичной длительности, которые выполняются одна за другой без
прерывания. Такой проект можно представить в виде 2-Г, в которой вы-
сота столбика соответствует величине потребляемого возобновляемого
ресурса. Требуется определить момент начала каждого проекта таким
образом, чтобы выполнить все проекты за минимальное время, учиты-
вая ограничение на ресурс. Задача RCPSP NP-трудна, и для неё не из-
вестны полиномиальные алгоритмы с гарантированными оценками точ-
ности. Как правило, для построения приближённого решения разрабаты-
ваются эвристические алгоритмы, и проводится их апостериорный ана-
лиз [22–25].
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Задача 2-BCPP достаточно новая и рассматривается в небольшом
числе работ [2–7, 26]. В [2] предложен алгоритм линейной трудоёмко-
сти, который строит упаковку длины не более 2OPT + 1, где OPT —
минимальная длина упаковки 2-Г. В [3–5] исследовались частные слу-
чаи задачи 2-BCPP, когда каждая 2-Г содержит хотя бы один столбик
выше 1

2 и — дополнительно — когда все 2-Г либо невозрастающие, либо
неубывающие. В [3] предлагаются два полиномиальных 3

2 -приближён-
ных алгоритма для решения этих задач. Авторы статьи [5] доказали,
что 2-BCPP, когда каждая 2-Г содержит столбик высоты более 1

2 , оста-
ётся NP-трудной в сильном смысле. В этой же работе предложен ал-
горитм трудоёмкости O(n2,5), который строит упаковку длины не более
4
3 OPT+ 4

3 . В [6] предложен алгоритм трудоёмкости O(n log n) для поиска
линейно упорядоченной упаковки, в которой первые столбики всех 2-Г
находятся в разных ячейках длины не более OPT + 1. В [7] рассматри-
ваются классы задач, которые являются как обобщениями 2-BCPP, так
и её частными случаями. Используя известные алгоритмы, авторы нахо-
дят верхнюю и нижнюю границы значения целевой функции для задачи
2-BCPP, а также предлагают две модели целочисленного линейного про-
граммирования и проводят численный эксперимент на шести различных
базах данных. В [26] исследуется задача упаковки гистограмм, состоя-
щих из трёх столбиков. Предлагается алгоритм линейной трудоёмкости,
который строит упаковку длины не более 3OPT+2. Если каждая гисто-
грамма содержит столбик выше 1

2 , то доказано, что задача остаётся NP-
трудной.

Результатами данной работы являются уточнённые оценки для ранее
разработанных алгоритмов как для общего, так и для частных случаев
задачи 2-BCPP. Найдены примеры достижимости оценок. Для частного
случая, когда высота каждого столбика не превышает h 6 1

2 , предла-
гается алгоритм Ah линейной трудоёмкости, который строит упаковку
длины не более 1

1−h OPT + 2. Приводится пример асимптотической до-
стижимости этой оценки. Кроме того, рассматривается задача упаковки
неограниченного числа 2-Г, принадлежащих к одному из k = const ти-
пов. В этой задаче необходимо найти упаковку максимальной плотности.
Для этого разработан алгоритм K, который строит оптимальную упаков-
ку с трудоёмкостью O

(
v3k
)
, где vk — верхняя оценка на число вариантов

заполнения одной ячейки первыми столбиками 2-Г k типов.

1. Постановка задачи

Пусть заданы горизонтальная полубесконечная (ограниченная слева)
полоса единичной высоты и множество гистограмм S, |S| = n, состоя-
щих из двух столбиков. Для каждой 2-Г i ∈ S обозначим высоту первого
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(левого) столбика через ai ∈ (0, 1], а высоту второго (правого) — через
bi ∈ (0, 1]. Разобьём полосу на одинаковые прямоугольники единичной
высоты и ширины, которые назовём ячейками, и пронумеруем их нату-
ральными числами, начиная с левого края полосы.

Определение 1. 2-Г i невозрастающая (неубывающая), если ai > bi
(ai 6 bi).

Определение 2. Упаковкой множества гистограмм S назовём функ-
цию p : S → Z

+, которая каждой гистограмме i ставит в соответствие
целое число p(i), соответствующее номеру ячейки полосы, в которую по-
падает её первый столбик. Таким образом, в упаковке p столбики 2-Г i
занимают ячейки p(i) и p(i) + 1.

Определение 3. Упаковка допустима, если сумма высот столбиков,
попавших в каждую ячейку полосы, не превосходит 1.

Далее рассматриваются только допустимые упаковки.

Определение 4. Длиной L(p) упаковки p назовём число ячеек поло-
сы, в которых расположен хотя бы один столбик.

Можно считать, что любая упаковка p начинается с первой ячейки
и в каждой из L(p) ячеек находится хотя бы один столбик. Если это
не так, то всю упаковку или её часть можно сдвинуть влево.

Задача 2-BCPP состоит в построении допустимой упаковки множе-
ства гистограмм S минимальной длины (т. е. с использованием мини-
мального числа ячеек).

Впервые задача 2-BCPP сформулирована в виде задачи булева ли-
нейного программирования в [2]. Ниже повторим эту формулировку для
удобства читателя. Введём переменные

xij =

®
1, если первый столбик 2-Г i находится в ячейке j,

0 иначе,

yj =

®
1, если ячейка j содержит хотя бы один столбик,

0 иначе.

Тогда 2-BCPP запишется в следующем виде:
∑

j

yj → min
xij ,yj∈{0,1}

, (1)

∑

j

xij = 1, i ∈ S, (2)

∑

i

aixij +
∑

k

bkxkj−1 6 yj, 1 6 j 6 L(p). (3)
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Целевая функция (1) — это число ячеек, занятых хотя бы одним стол-
биком. Условия (2) гарантируют, что все 2-Г из множества S упакованы
в полосу. Из неравенств (3) следует, что в каждой ячейке сумма высот
столбиков не превышает высоты полосы.

2. Уточнённые оценки

2.1. Алгоритм A.

Жадный алгоритм G. В [2] предложен жадный алгоритм GA тру-
доёмкости O(n2), который используется в качестве процедуры в алгорит-
ме A [2]. В настоящей работе предлагается использовать другую версию
жадного алгоритма, которая называется G [1]. Применение этого алго-
ритма на втором этапе алгоритма A позволит реализовать его с меньшей
трудоёмкостью. Работа G заключается в следующем. Пусть P — произ-
вольно упорядоченное множество элементов из S. Первый элемент из P
размещается в ячейках 1 и 2 и удаляется из P. Удалённые из P элементы
уже упакованы, и они в дальнейшем не перемещаются. Далее выполняет-
ся следующая типовая процедура. Для первой гистограммы из P ищется
самое левое положение, не нарушающее допустимости упаковки, и по-
рядка 2-Г. Тем самым для произвольной 2-Г j справедливы неравенства
p(j) > p(i) для всех i ∈ {1, 2, . . . , j − 1} (см. рис. 1). Расположение гисто-
граммы в упаковке фиксируется, а сама 2-Г удаляется из P. Алгоритм
останавливается, когда P = ∅. Трудоёмкость G равна O(n).

Очевидно, что в зависимости от порядка гистограмм в множестве P
алгоритм G может строить разные решения.

Уточнённая оценка точности для алгоритма A.

Определение 5. 2-Г назовём большой, если хотя бы один её столбик
выше 1

2 . Также большим назовём сам столбик выше 1
2 ; иначе он малень-

кий.

Напомним алгоритм A для решения задачи 2-BCPP из [2]. Он состоит
из трёх этапов. Первый подготовительный этап заключается в объедине-
нии гистограмм таким образом, чтобы по возможности каждая 2-Г стала
большой. Для этого пара гистограмм i и j, у которых ai, bi, aj , bj 6 1

2 ,
объединяются в одну новую 2-Г с высотой столбиков ai + aj и bi + bj .
В результате множество гистограмм S преобразуется: из него удаляются
две гистограммы i и j и добавляется одна новая 2-Г. За один просмотр
гистограмм у всех 2-Г, кроме, возможно, одной, хотя бы один столбик
станет большим. На втором этапе алгоритма обновлённое множество 2-Г
разбивается на два подмножества S1 и S2. В S1 помещаются невозрастаю-
щие, а в S2 — неубывающие гистограммы (рис. 2b). Множество элементов
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Рис. 2. Иллюстрация работы алгоритма A: a) множество S; b) множества
объединённых гистограмм; c) упаковка, построенная алгоритмом A

из S1 пакуется с помощью алгоритма G слева направо, а множество эле-
ментов из S2 пакуется аналогом алгоритма G справа налево. Отметим,
что для упаковки множеств S1 и S2 в [2] использовался алгоритм GA
квадратичной трудоёмкости. Получаются две упаковки: левая и правая.
На третьем этапе алгоритма A правая упаковка элементов множества S2
сдвигается максимально влево без нарушения допустимости упаковки
(рис. 2c).

Теорема 1. Алгоритм A с трудоёмкостью O(n) строит 2-приближён-

ное решение для задачи 2-BCPP, и эта оценка достижима.

Доказательство. В [2] доказано, что в результате работы алгорит-
ма A плотность упаковки всех ячеек, кроме, возможно, одной, больше 1

2 .
Таким образом, алгоритм строит упаковку для 2-BCPP, длина которой
не более 2OPT+1.Оценка на длину построенной упаковки остаётся спра-
ведливой, если на втором этапе упаковка элементов множеств S1 и S2
осуществляется алгоритмом G. Доказательство этого утверждения сов-
падает с доказательством теоремы 1 из [2], если заменить алгоритм GA
на G.

Обозначим через b высоту последнего столбика в левой упаковке, а че-
рез a— высоту первого столбика в правой упаковке. Кроме того, пусть
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X =
∑
i∈S

ai, Y =
∑
i∈S

bi, а LA(n)— длина упаковки, построенной алгорит-

мом A. Так как после сдвига правой упаковки максимально влево, в худ-
шем случае плотность всех ячеек кроме одной больше 1

2 , справедливы
неравенства

X + Y

LA(n)− 1
>
X + Y − a− b

LA(n)− 1
>

1

2
.

Помимо этого, очевидно, что OPT > X + Y, откуда получаем

OPT
LA(n)− 1

>
1

2

или LA(n) < 2OPT + 1. Однако, так как длина упаковки — это целое
число, окончательно имеем LA(n) 6 2OPT.

Первый этап алгоритма A может быть реализован с трудоёмкостью
O(n) следующим образом. Положим M = ∅. Просматриваем гистограм-
мы в порядке нумерации. Если у очередной 2-Г первый столбик большой
и больше второго, то помещаем её в множество S1. Если у очередной 2-Г
второй столбик большой и больше первого, то помещаем её в множе-
ство S2. Если оба столбика маленькие и M = ∅, то помещаем текущую
гистограмму в M и продолжаем просмотр. Если оба столбика малень-
кие и M 6= ∅, то объединяем текущую гистограмму с гистограммой,
находящейся в M. Если полученная новая объединённая гистограмма
имеет хотя бы один столбик больше 1

2 , то исключаем её из M и поме-
щаем в S1, если её первый столбик больше второго, иначе помещаем её
в S2. Если же после объединения текущей гистограммы с гистограммой
из M получается новая гистограмма, в которой оба столбика маленькие,
то оставляем новую объединённую гистограмму в M и переходим к рас-
смотрению следующей гистограммы из P. Таким образом, в результате
одного просмотра всех гистограмм будут сформированы множества S1
и S2.

На втором этапе с помощью алгоритма G независимо строятся упа-
ковки гистограмм из множеств S1 и S2. На каждом шаге алгоритма G
к уже построенной упаковке добавляется одна гистограмма. В силу то-
го, что большие 2-Г невозрастающие (неубывающие) в соответствующих
упаковках, в каждой ячейке упаковок множеств S1 и S2 могут нахо-
диться не более двух столбиков. Значит, для произвольной гистограм-
мы f достаточно проверить выполнение неравенства af + bf−1 6 1 для
определения её лучшего допустимого положения. Если неравенство вы-
полняется, то первый столбик 2-Г f размещается в последней непустой



98 С. А. Назаренко

Рис. 3. Пример достижимости оценки LA(n) = 2OPT: a) множество S;
b) множество S∗ объединённых невозрастающих 2-Г; c) упаковка,

построенная алгоритмом A; d) оптимальная упаковка

ячейке упаковки, иначе — в первой пустой ячейке. Таким образом, тру-
доёмкость процесса нахождения лучшего положения для текущей гисто-
граммы ограничена величиной O(1). Число шагов алгоритма G не пре-
восходит n. Следовательно, трудоёмкость второго этапа алгоритма равна
O(n). Трудоёмкость третьего этапа равна O(1). Таким образом, трудо-
ёмкость алгоритма A равна O(n).

Рассмотрим следующий пример (рис. 3a). Пусть |S| = 7 и гистограм-
мы имеют следующие высоты столбиков: a1 = 0,3, b1 = 0,1, a2 = 7

30 ,

b2 = 13
30 , a3 = 0,4, b3 = 0,3, a4 = 0,2, b4 = 7

30 , a5 = 4
15 , b5 = 0,2, a6 = 0,3,

b6 =
1
3 , a7 = 0,5, b7 = 0,1. На первом этапе алгоритм A просматривает 2-Г

в порядке нумерации и объединяет их, пока все они, кроме последней,
не станут большими. В результате объединятся 2-Г 1 и 2, 3 и 4, 5 и 6, фор-
мируя новый обновлённый список гистограмм S∗, где a∗1 = 0,3+ 7

30 = 8
15 ,

b∗1 = 0,1 + 13
30 = 8

15 , a
∗
2 = 0,6, b∗2 = 8

15 , a
∗
3 = 17

30 , b
∗
3 = 8

15 , a
∗
4 = 0,5, b∗4 = 0,1

(рис. 3b).
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Все 2-Г в S∗ невозрастающие, поэтому правая упаковка пуста. На вто-
ром этапе 2-Г пакуются алгоритмом G. Первая 2-Г размещается в ячей-
ках 1 и 2 и удаляется из S∗. Так как для второй 2-Г сумма a∗2 + b∗1 = 17

15
больше единицы, алгоритм для неё ставит в соответствие ячейку полосы
с номером 3 и удаляет её из S∗. Аналогично алгоритм для третьей и чет-
вёртой 2-Г ставит в соответствие ячейки полосы с номерами 5 и 7 соответ-
ственно и завершает свою работу (рис. 3c). Длина построенной упаковки
LA(n) = 8. Однако 2-Г из множества S могут быть упакованы оптималь-
но в четыре ячейки (рис. 3d). При этом сумма высот столбиков в первой
ячейке равна 0,5+0,3+0,2 = 1, во второй ячейке — 0,1+ 1

3 +
7
30 +0,3 = 29

30 ,

в третьей ячейке — 0,1 + 0,4 + 4
15 + 7

30 = 1, а в последней ячейке опти-
мальной упаковки — 0,3+0,2+ 13

30 = 28
30 . Таким образом, в рассмотренном

примере LA(n) = 2OPT. Теорема 1 доказана.

После первого этапа алгоритма A несколько гистограмм объединяют-
ся в одну гистограмму, что уменьшает число допустимых упаковок. Кро-
ме того, длина упаковки, строящейся алгоритмом G, существенно зави-
сит от порядка элементов в списке P. В [2] проведён следующий числен-
ный эксперимент. Для оценки влияния процедуры объединения столби-
ков в алгоритме A реализован алгоритм, который назовём Ah, состоящий
только из второго и третьего этапов алгоритма A. Алгоритм Ah за один
просмотр разбивает все гистограммы на два множества — невозрастаю-
щих и неубывающих 2-Г. При этом соответствующие множества S1 и S2
содержат произвольные 2-Г (в алгоритме А после первого этапа эти мно-
жества содержали большие 2-Г). Затем алгоритм Ah строит левую и пра-
вую упаковки с помощью алгоритма G и сдвигает правую упаковку мак-
симально влево, не нарушая допустимости.

2.2. Упаковка маленьких гистограмм. Через 2-BCPP|h обозна-
чим частный случай задачи 2-BCPP, когда высота обоих столбиков каж-
дой гистограммы не превосходит h 6 1

2 , и докажем следующую теорему.

Теорема 2. Для задачи 2-BCPP|h алгоритм Ah с трудоёмкостью O(n)
строит упаковку длины не более 1

1−h OPT + 2, и эта оценка асимптоти-

чески достижима.

Доказательство. Пусть высота всех столбиков не превосходит h.
Сначала Ah строит левую упаковку невозрастающих гистограмм, разме-
щая 2-Г одну над другой в первых двух ячейках, пока возможно. После
этого возможны два случая:

1) во вторую ячейку не помещается первый столбик очередной 2-Г;
2) во вторую ячейку можно поместить первый столбик очередной 2-Г.
В первом случае плотность упаковки первых двух ячеек больше 1−h.

Во втором случае в результате дальнейшей работы алгоритма во вторую
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Рис. 4. Пример работы алгоритма Ah при h = 1
3 : a) множество 2-Г;

b) левая и правая упаковки; c) упаковка, построенная алгоритмом Ah

ячейку попадают первые столбики других 2-Г, пока незаполненное про-
странство ячейки не станет меньше h. Значит, и в этом случае плотность
первых двух ячеек больше 1− h.

Далее Ah аналогично заполняет следующие ячейки. При размещении
последней гистограммы в левой упаковке ячейки, в которые попадут её
столбики, могут иметь плотность не более 1 − h (рис. 4b). Таким обра-
зом, в каждой ячейке левой упаковки, кроме, возможно, двух последних,
плотность больше 1− h.

Правая упаковка неубывающих гистограмм строится аналогичным
способом зеркально (справа налево), обеспечивая плотность всех ячеек
правой упаковки, кроме, возможно, первых двух, больше 1− h.

На последнем этапе алгоритма Ah правая упаковка сдвигается макси-
мально влево, не нарушая допустимости упаковки. Обозначим через a1
и b1 суммарную высоту столбиков в предпоследней и последней ячей-
ках левой упаковки соответственно, а через a2 и b2 — суммарную высоту
столбиков во второй и первой ячейках правой упаковки соответственно.
После сдвига правой упаковки максимально влево получим один из сле-
дующих случаев:

1) b1 + b2 > 1;
2) a1 + b2 6 1, b1 + a2 6 1;
3) b1 + b2 6 1.
В первом случае левая и правая упаковки не могут объединиться

ни в одной ячейке. Это означает, что совокупная плотность последней
ячейки левой упаковки и первой ячейки правой упаковки больше 1

2 . Од-
нако в силу неубывания и невозрастания гистограмм в разных упаковках
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предпоследняя ячейка левой упаковки и вторая ячейка правой упаковки
также имеют совокупную плотность больше 1

2 . Таким образом, четыре
ячейки получившейся упаковки имеют плотность больше 1

2 , а все осталь-
ные ячейки имеют плотность более 1− h, что даёт оценку 1

1−h OPT + 2.
Во втором случае упаковки объединились в двух ячейках, плотность

которых может быть менее 1 − h. Плотность же всех остальных ячеек,
кроме общих двух, более 1− h, что также позволяет оценить длину упа-
ковки как 1

1−h OPT + 2.
В третьем случае упаковки объединились только в одной ячейке. Без

ограничения общности положим, что упаковки нельзя объединить в двух
ячейках из-за невыполнения неравенства a1 + b2 6 1. Тогда общая ячей-
ка двух упаковок и ячейка с предыдущим номером имеют совокупную
плотность больше 1

2 . Плотность ячейки со следующим номером после об-
щей ячейки может быть менее 1−h. Плотность же всех остальных ячеек
более 1 − h, что также даёт оценку 1

1−h OPT + 2. Оценка 1
1−h OPT + 2

получена во всех рассмотренных случаях.
В результате одного просмотра всех гистограмм будут сформированы

множества S1 и S2. Затем строится упаковка элементов множеств S1 и S2
с помощью алгоритма G. На каждом шаге алгоритма G к уже постро-
енной упаковке добавляется одна гистограмма. Трудоёмкость процесса
нахождения лучшего положения для текущей гистограммы ограничена
функцией O(1). Число шагов алгоритма G не более n. Следовательно,
трудоёмкость построения левой и правой упаковки равна O(n). Трудоём-
кость сдвига правой упаковки равна O(1). Таким образом, алгоритм Ah

имеет трудоёмкость, равную O(n).
Рассмотрим следующий пример. Пусть 1 (высота полосы) делится

на h без остатка. Имеем 3
h гистограмм, из которых 2

h−1 невозрастающие
с высотами столбиков ai =

h
2 , bi =

h
2 − ε, i ∈

{
1, 2, . . . , 2h − 1

}
, 1

h невоз-
растающие с высотами столбиков ai = h, bi = h, i ∈

{
2
h ,

2
h +1, . . . , 3h − 1

}
,

и одна неубывающая с высотами столбиков a3/h = h
2 , b3/h = h

2 + ε
(
2
h −1

)
.

Для любого 0 < ε < h2

4−2h выполняются неравенства 0 < ε
(
2
h − 1

)
< h

2 .

Значит, после размещения алгоритмом первых 2
h − 1 гистограмм неза-

нятым окажется пространство h
2 в первой ячейке, более h

2 и менее h—
во второй. Затем будут упакованы 1

h невозрастающих гистограмм с вы-
сотой обоих столбиков h, начиная с третьей ячейки, так как размещение
хотя бы одной ещё не упакованной невозрастающей 2-Г в первых двух
ячейках нарушит допустимость. Заметим, что после сдвига правой упа-
ковки, состоящей из единственной неубывающей 2-Г, общих ячеек у ле-
вой и правой упаковок нет. Длина приближённой упаковки, построенной
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Рис. 5. Пример асимптотической достижимости оценки для алгоритма Ah,
h = 0,1, ε = 0,002: a) упаковка, построенная алгоритмом Ah;

b) оптимальная упаковка

алгоритмом Ah для данного примера, равна LAh
(n) = 6 (рис. 5a). Оп-

тимальным образом гистограммы упаковываются в 4 ячейки (рис. 5b).
Таким образом, при h→ 0 достигается оценка OPT+2 на длину упаков-
ки, построенной алгоритмом. Теорема 2 доказана.

2.3. Уточнённая оценка точности для алгоритма M . В рабо-
те [3] впервые предложен алгоритм M. Приведём его краткое описание
для решения задачи 2-BCPP в случае, когда каждая 2-Г большая и невоз-
растающая.

Определение 6. Две 2-Г образуют t-объединение, если t ячеек упа-
ковки содержат столбики обеих 2-Г.

Пусть каждая 2-Г большая и невозрастающая. Тогда в каждой ячейке
может находиться не более двух столбиков, а две 2-Г могут образовать
только 1-объединение. Очевидно, что n 2-Г до упаковки занимают 2n
ячеек полосы. Каждое 1-объединение уменьшает длину упаковки на 1.

По множеству гистограмм S построим граф G1 = (V1, E1), в кото-
ром вершины соответствуют гистограммам, |V1| = |S| = n, при этом
(i, j) ∈ E1, если 2-Г i и j могут образовать 1-объединение. На первом ша-
ге алгоритма M в графе G1 строится максимальное паросочетание мощ-
ности m1. Результатом являются n−m1 2- и 3-Г, которые соответствуют
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Рис. 6. Пример работы алгоритма M : a) множество больших невозрастающих
2-Г; b) первое паросочетание, m1 = 4; c) второе паросочетание, m2 = 1

множеству вершин V2 нового графа G2 = (V2, E2). В графе G2 имеет-
ся ребро (i, j), если гистограммы i и j могут образовать 1-объединение.
На произвольном шаге k строится очередное максимальное паросочета-
ние мощности mk в соответствующем графе Gk. Алгоритм останавлива-
ется, если следующий граф Gk+1 пустой, Ek+1 = ∅. На рис. 6 изображён
пример работы алгоритма M.

Если в графе Gk+1 нет рёбер, то длина упаковки, построенной алго-
ритмом M, равна

LM (n) = 2n−m1 −m2 − · · · −mk. (4)

В [3] доказано, что оптимальную упаковку можно также построить пу-
тём последовательного нахождения паросочетаний. Пусть в оптимальной
упаковке на шаге k строится паросочетание мощности m∗

k. Тогда длина
оптимальной упаковки равна

OPT = 2n−m∗
1 −m

∗
2 − · · · −m

∗
q, q > 1. (5)

Кроме того, в [3] приводится доказательство неравенств

m∗
2 + · · ·+m∗

q 6 m∗
1 6 m1, (6)

а также того факта, что алгоритм M строит 3/2-приближённое решение
для задачи 2-BCPP, если все 2-Г большие невозрастающие. Оказывается,
эту оценку можно уменьшить, что показано в следующей теореме.
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Рис. 7. Пример достижимости LM (n) = 3
2 OPT− 1: a) множество S;

b) упаковка, построенная алгоритмом M ; c) оптимальная упаковка.

Теорема 3. Если все 2-Г большие и невозрастающие, то для 2-BCPP
алгоритм M строит упаковку, длина которой не превосходит 3

2 OPT− 1,
и эта оценка достижима.

Доказательство. Из (4)–(6) следует, что LM(n) 6 2n−m1, OPT >

2n− 2m1, или m1 > n− 1
2 OPT. Тогда

LM(n) 6 2n−m1 6
1

2
OPT + n.

Очевидно, что n больших неубывающих 2-Г могут образовать не более
n− 1 1-объединений. Значит, OPT > 2n− (n− 1) = n+ 1. Окончательно
имеем

LM (n) 6
1

2
OPT + n 6

3

2
OPT− 1.

Рассмотрим следующий пример. Пусть |S| = 5 и гистограммы имеют
следующие высоты столбиков: a1 = 1, b1 = 0,45, a2 = 0,55, b2 = 0,4,
a3 = 0,6, b3 = 0,35, a4 = 0,65, b4 = 0,3, a5 = 0,7, b5 = 0,45 (рис. 7a).
Очевидно, что мощность первого паросочетания m1 не более 2, так как
множество S состоит из пяти 2-Г. Если в первом паросочетании, постро-
енном алгоритмом, 1-объединение образуют 2-Г 2 и 5, 3 и 4, то другие 1-
объединения невозможны, и алгоритм останавливается. Длина прибли-
жённой упаковки LM (n) = 8 (рис. 7b). Оптимальная упаковка может



Уточнённые оценки для алгоритмов упаковки 105

быть получена, если 2-Г последовательно 1-объединятся в порядке нуме-
рации, её длина OPT = 6 (рис. 7c). Таким образом, LM (n) = 3

2 OPT− 1.
Теорема 3 доказана.

3. Упаковка 2-Г ограниченного чила типов

Пусть имеется неограниченное число 2-Г, которые принадлежат к од-
ному из k типов, k > 1, k ∈ N. В частности, если k = 1, то все 2-Г одина-
ковые. Так как гистограмм бесконечно много, длина упаковки не имеет
смысла, поэтому будем оценивать её плотность. Если k = const, то число
различных комбинаций заполнения каждой ячейки конечно. Следова-
тельно, в любой упаковке рано или поздно встретится ячейка, комбина-
ция первых столбиков 2-Г в которой уже встречалась в некоторой ячей-
ке с меньшим номером (рис. 8). Очевидно, что если упаковка строится
детерминированным алгоритмом, то начиная с этой ячейки в упаковке
будет бесконечно повторяться заполнение некоторой последовательности
ячеек. Такую последовательность назовём регулярной частью упаковки.

Определение 7. В каждой упаковке бесконечного числа 2-Г k типов
встречается последовательность ячеек, в которой первая и последняя
ячейки заполнены одинаковой комбинацией первых столбиков 2-Г. Регу-

лярной частью упаковки назовём первую такую последовательность без
последней ячейки.

Задача 2-BCPP|k состоит в построении допустимой упаковки неогра-
ниченного числа 2-Г k типов максимальной плотности.

Рис. 8. Пример регулярной части в упаковке 2-Г двух типов

3.1. 2-Г одного типа. В этом случае k = 1. В [1] доказано следующее
утверждение. Если задан порядок упаковки невозрастающих (неубыва-
ющих) гистограмм, то жадный алгоритм G (или его аналог, пакующий
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гистограммы справа налево) строит упаковку минимальной длины. Вос-
пользуемся этим утверждением. Так как 2-Г принадлежат к единственно-
му типу, все они либо неубывающие, либо невозрастающие. Кроме того,
можно считать, что для упаковки одинаковых 2-Г задан любой порядок.
Таким образом, справедливо

Утверждение 1. Если все 2-Г одного типа, то алгоритм G строит

упаковку максимальной плотности для задачи 2-BCPP|1.

3.2. 2-Г k > 2 типов. Рассмотрим случай k = 2 и затем обоб-
щим результат. Имеем неограниченное число 2-Г двух типов с высотами
столбиков a1, b1 и a2, b2 соответственно. Обозначим через s1 и s2 чис-
ло 2-Г первого и второго типов соответственно, которые могут 2-объ-
единиться, не нарушая допустимости, т. е. s1 = ⌊max−1{a1, b1}⌋, s2 =
⌊max−1{a2, b2}⌋. Предположим, что s1, s2 > 1, иначе либо ни одна 2-Г
не может быть упакована в полосу, либо получим случай, рассмотрен-
ный в п. 3.1. Обозначим через xi (yi) число первых столбиков 2-Г пер-
вого (второго) типа в ячейке i. Будем присваивать код (xi, yi) каждому
варианту заполнения ячейки i. Число допустимых комбинаций xi и yi
ограничено величиной v = (s1 + 1)(s2 + 1). Так как гистограммы со-
стоят из двух столбиков, каждому коду (xi, yi) соответствует величина
hxi,yi = b1xi + b2yi, отражающая сумму высот столбиков, которые по-
падут в следующую ячейку. Любая упаковка может быть представлена
последовательностью кодов до нахождения регулярной части.

Определение 8. Доминирующей упаковкой для кода (xi, yi) назовём
последовательность кодов, оканчивающуюся на (xi, yi), с максимальной
плотностью.

В этом пункте предлагается алгоритм K для решения 2-BCPP|2. Ра-
бота алгоритма заключается в последовательном нахождении домини-
рующей упаковки для каждого кода заполнения текущей ячейки. Сна-
чала алгоритм K рассматривает всевозможные коды заполнения первой
ячейки (x1, y1), x1 ∈ {0, 1, . . . , s1}, y1 ∈ {0, 1, . . . , s2}. Если для очередно-
го кода нарушается допустимость в первой или второй ячейке, то алго-
ритм удаляет код. Затем для каждого значения hx1,y1 находятся все до-
пустимые комбинации заполнения второй ячейки (x2, y2). Заметим, что
в третьей ячейке всегда будет высота hx2,y2 , которая уже появлялась
во второй ячейке при каких-то значениях x1 и y1. Из последователь-
ностей кодов, оканчивающихся на (x2, y2), выбирается доминирующая
упаковка (рис. 9). Если среди доминирующих упаковок встречается по-
вторение кода в последовательности или последним является код (0, 0),
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то соответствующая упаковка с найденной регулярной частью запоми-
нается. Для остальных доминирующих упаковок рассматриваются все-
возможные (x3, y3) (рис. 10) и т. д., пока для очередной ячейки во всех
доминирующих упаковках не будет найдена регулярная часть (рис. 11).
Затем все упаковки, в которых была найдена регулярная часть, сравни-
ваются, и выбирается упаковка с максимальной плотностью (рис. 12).

Рис. 9. Пример нахождения доминирующих упаковок для всех комбинаций
заполнения второй ячейки
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Рис. 10. Пример нахождения доминирующих упаковок для всех комбинаций
заполнения третьей ячейки

Рис. 11. Пример нахождения доминирующих упаковок для всех комбинаций
заполнения четвёртой и пятой ячеек

На рис. 9–11 в упаковках, выделенных красной штриховой линией, име-
ется регулярная часть (код в прямоугольнике); упаковки, выделенные
синей штриховой линией, доминирующие без регулярной части.
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Рис. 12. Оптимальная упаковка с максимальной плотностью среди всех
доминирующих упаковок с найденной регулярной частью

Теорема 4. Алгоритм K строит упаковку максимальной плотности

с трудоёмкостью O(v3) для задачи 2-BCPP|2.

Доказательство. Каждый раз, когда алгоритм встречает в доми-
нирующей упаковке повтор кода или код (0, 0), запоминается упаков-
ка с регулярной частью, которая имеет максимальную плотность для
конкретного кода заполнения текущей ячейки. Таким образом, выделя-
ется набор последовательностей кодов, которые доминируют все осталь-
ные возможные последовательности. Значит, в выделенном наборе содер-
жится оптимальная последовательность кодов, которая находится после
сравнения плотности всех упаковок с найденной регулярной частью.

В ходе работы алгоритма ищется одна доминирующая упаковка для
каждого кода заполнения текущей ячейки. Число возможных кодов за-
полнения каждой ячейки не более O(v). Для каждого кода рассматри-
ваются не более O(v) вариантов упаковки. Следовательно, трудоёмкость
нахождения всех доминирующих упаковок для одной ячейки равняется
O(v2). Количество итераций не более O(v), так как далее гарантирован-
но встретится повторение кода в последовательности. Таким образом,
трудоёмкость алгоритма K равна O(v3). Теорема 4 доказана.

Замечание 1. Алгоритм K может быть применён для нахождения
точного решения задачи 2-BCPP|k для любого k > 2, k ∈ N. При этом
число допустимых комбинаций первых столбиков 2-Г k типов ограничено
числом vk = (s1 + 1)(s2 + 1) . . . (sk + 1). Трудоёмкость алгоритма, когда
имеется k типов 2-Г, равна O

(
v3k
)
.
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Заключение

Рассмотрена задача упаковки гистограмм, состоящих из двух столби-
ков, в полосу минимальной длины. Предложены уточнённые априорные
оценки точности для ранее разработанных приближённых алгоритмов.
Показана достижимость этих оценок. Кроме того, впервые исследовался
частный случай задачи 2-BCPP, когда высота обоих столбиков каждой
гистограммы не превосходит h. Доказано, что алгоритм Ah с трудоём-
костью O(n) строит упаковку для этого частного случая задачи длины
не более 1

1−h OPT+2, где OPT — минимальная длина упаковки. Приведён
пример асимптотической достижимости этой оценки.

Кроме того, впервые рассматривается задача упаковки неограничен-
ного числа 2-Г, принадлежащих к одному из k типов. Предложен алго-
ритм, строящий оптимальную упаковку для этой задачи, трудоёмкость
которого равна O

(
v3k
)
, где vk — верхняя оценка на число вариантов за-

полнения одной ячейки первыми столбиками 2-Г k типов, которые не на-
рушают допустимости упаковки.
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Abstract. We consider a two-bar charts packing problem in which it
is necessary to pack bar charts consisting of two bars in a unit-height
strip of minimum length. Each bar has a height of at most 1 and unit
length. The problem under consideration is NP-hard and generalizes
the bin packing problem and two-dimensional vector packing problem.
This paper proves updated accuracy estimates and time complexity for
several previously developed polynomial approximation algorithms for
the two-bar charts packing problem and particular cases of the prob-
lem. We show the attainability of the estimates. Furthermore, we con-
sider a problem of packing an unlimited number of bar charts belonging
to k different types and propose a polynomial algorithm to solve the
problem in case k = const. Illustr. 12, bibliogr. 26.

Keywords: bar chart, strip packing, NP-hard problem, a priori esti-
mate, attainability.
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Аннотация. Рассматривается новая проблема пороговой устойчи-
вости при размещении предприятий и дискриминационном ценооб-
разовании. В задаче размещения и ценообразования производитель
принимает решение об открытии предприятий и назначении цен
для каждого потребителя на каждом предприятии. Дискриминация
в ценообразовании приводит к ситуации, когда каждый потребитель
вынужден тратить максимум своих финансовых ресурсов, тем са-
мым гарантируя максимальный доход производителю. В проблеме
пороговой устойчивости финансовые ресурсы или бюджет каждого
потребителя является параметром с известным ожидаемым значе-
нием. Цель — максимизировать отклонение параметров от ожида-
емого значения при условии, что доход производителя не меньше
заданного порога.

Для решения проблемы пороговой устойчивости предлагается
алгоритм, основанный на спуске с чередующимися окрестностями
(VND). Численное исследование алгоритма проводится на извест-
ных примерах и случайно сгенерированных. Исследуются различ-
ные способы построения стартового размещения и различные кри-
терии сравнения векторов размещения предприятий. Табл. 3, ил. 6,
библиогр. 12.

Ключевые слова: пороговая устойчивость, размещение и ценооб-
разование, спуск с чередующимися окрестностями.
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Введение

Пороговая устойчивость [5] является относительно новым направле-
нием исследований в дискретной оптимизации и исследовании опера-
ций. В определённом смысле пороговая устойчивость является разви-
тием робастной оптимизации [1]: оба подхода направлены на решение
оптимизационных задач в условиях неточности входных данных. В ро-
бастной оптимизации задано множество сценариев, описывающих воз-
можные и ожидаемые значения входных параметров примера оптими-
зационной задачи, а значение целевой функции опирается на худший
сценарий для допустимого решения. В подходе пороговой устойчивости
множество сценариев не задано, но известно ожидаемое значение целе-
вой функции, определяемое как некоторый порог, ограничивающий это
значение. Цель — найти такое решение, при котором значение целевой
функции не преодолевает заданного порога на окрестности множества
всевозможных сценариев максимального радиуса. Такой радиус назы-
вается радиусом пороговой устойчивости. Впервые подход пороговой
устойчивости в дискретной оптимизации был предложен в работах [2, 3].

В данной работе исследуется пороговая устойчивость NP-трудной за-
дачи размещения производства и ценообразования [9]. Производитель
определяет, в каких местах и сколько предприятий ему нужно открыть
и какие цены на однородную продукцию установить, чтобы максимизиро-
вать прибыль от обслуживания потребителей (потенциальных клиентов).
В каждом возможном месте открытия (размещения) известна стоимость
открытия предприятия. Каждый потребитель имеет ограниченный бюд-
жет, который он готов потратить на покупку и транспортировку про-
дукта в единичном экземпляре. Потребители действуют рационально,
т. е. минимизируют свои затраты. Считаем, что транспортные затраты
известны и неизменны, а информация о бюджетах неточна. В таком слу-
чае множество сценариев — это множество отклонений бюджетов от те-
кущего ожидаемого значения.

Результат принятия решения в задачах размещения производства
и ценообразования зависит от выбора политики назначения цен. Можно
выделить три классических политики: равномерная, фабричная и дис-
криминационная [4]. При равномерной политике назначается единая це-
на на всю продукцию. При фабричной политике на каждом пункте обслу-
живания (предприятие, магазин) устанавливается своя цена. В данной
работе ограничимся рассмотрением дискриминационной политики, ко-
гда на каждом предприятии для каждого потребителя назначается своя
цена обслуживания.

Пороговая устойчивость для задач размещения производства и цено-
образования исследовалась в работах [5–7]. В [6] исследовалась задача
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с медианным ограничением на открытие предприятий и равномерной
стратегией назначения цен. В [5] можно найти обзор работ, посвящён-
ных проблемам размещения производства и ценообразования и порого-
вой устойчивости. В [7] впервые исследована пороговая устойчивость за-
дач ценообразования с различными ценовыми политиками и задач кон-
курентного ценообразования.

В разд. 1 приводится математическая модель исследуемой пробле-
мы. Приближённые алгоритмы для её решения предлагаются в разд. 2.
В разд. 3 описывается численный эксперимент для сравнения разрабо-
танных алгоритмов с решателем Gurobi.

1. Математическая модель

Для описания математической модели введём следующие обозначения
входных данных:
• I — конечное множество предприятий, предлагаемых к размещению

или открытию;
• J — конечное множество потребителей;
• bj — бюджет потребителя j;
• cij — стоимость транспортировки товара от предприятия i к потре-

бителю j;
• fi — стоимость открытия предприятия i;
• V — желаемая прибыль производителя (порог).
Кроме того, введём следующие переменные:
• ρ— радиус пороговой устойчивости, отклонение от ожидаемых зна-

чений бюджетов потребителей;
• pij — цена товара на предприятии i для потребителя j;

• xij =

®
1, если клиент j обслуживается на предприятии i,

0 иначе;

• yi =

®
1, если предприятие i открыто,

0 иначе.
Используя данные обозначения, запишем задачу пороговой устойчи-

вости для размещения и дискриминационного ценообразования в виде
следующей модели квадратичного программирования:

ρ→ max
ρ,p,y,x

, (1)
∑

i∈I

∑

j∈J
pijxij −

∑

i∈I
fiyi > V, (2)

xij 6 yi, i ∈ I, j ∈ J, (3)
∑

i∈I
xij 6 1, j ∈ J, (4)
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∑

i∈I
(bj − ρ− cij − pij)xij > 0, j ∈ J, (5)

∑

i∈I
(cij + pij)xij 6 ckj + pkj, k ∈ I, j ∈ J, (6)

xij , yi ∈ {0, 1}, ρ, pij > 0, i ∈ I, j ∈ J. (7)

В целевой функции (1) максимизируется радиус пороговой устойчи-
вости. Пороговое ограничение (2) гарантирует, что прибыль производи-
теля будет не меньше заданного порога V. Ограничение (3) запрещает
обслуживать потребителей в закрытых (не размещённых) предприяти-
ях. Условие (4) говорит о том, что потребители заинтересованы только
в одном экземпляре продукта. Бюджетное ограничение (5) и условие (6)
гарантируют, что каждый потребитель обслуживается на предприятии
с минимальными суммарными затратами и совершает покупку только
в том случае, если затраты не превышают бюджета.

Заметим, что мы не рассматриваем сценарии увеличения значения
бюджетов потребителей и не проверяем допустимость решения при всех
значениях радиуса, не превышающих максимального, в силу очевидно-
сти последнего. При увеличении значения бюджетов левая часть огра-
ничения (5) не убывает.

2. Эвристические алгоритмы решения

В [6] рассматривалась задача пороговой устойчивости при равномер-
ной стратегии ценообразования и медианном ограничении на размеще-
ние предприятий. Предложенный авторами алгоритм решения исполь-
зует идеи подходов, представленных в [8, 9], для максимизации прибыли
производителя в условиях фабричной политики назначения цен и меди-
анного ограничения на размещение производства. В основе алгоритма
из [6] лежит метод спуска с чередующимися окрестностями (VND). Для
решения исследуемой в данной статье задачи мы предлагаем алгоритмы,
являющиеся модификацией этого эвристического подхода.

В [6] для поиска вектора размещения использовалась окрестность
k-swap, соответствующая всевозможным вариантам одновременного за-
крытия k предприятий и открытия k новых. Другими словами, k-swap(y)
содержит векторы с таким же весом Хэмминга, что и y, но находящиеся
на расстоянии Хэмминга 2k от него.

В постановке, предлагаемой в настоящей работе, таких окрестностных
структур недостаточно. Невозможно предугадать заранее оптимальное
число открытых предприятий, поэтому рассмотрим ещё одну класси-
ческую окрестность k-flip [9], соответствующую тем размещениям, при
которых либо k предприятий закрываются, либо открываются k новых.
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Другими словами, окрестность k-flip(y) содержит размещения, находя-
щиеся на расстоянии Хэмминга k от y, вес Хэмминга которых отличается
от веса y на k. Для простоты: swap = 1-swap, flip = 1-flip.

Определим также процедуру встряски k-shake(y), которая понадобит-
ся для описания VND-алгоритмов. Эта процедура состоит из последова-
тельного просмотра окрестностей 2-swap(y) ∪ 2-flip(y), . . . , k-swap(y) ∪
k-flip(y) до первого улучшения размещения y.

Общая схема разработанных алгоритмов представлена алгоритмом 1.
Приведённая схема VND-алгоритмов основана на идеях VNS- и VND-
метаэвристик [10]. В нашей интерпретации окрестности строятся на ча-
сти решения, соответствующей размещению производства. Такой подход
связан с простотой задачи при фиксированном размещении. Задача дис-
криминационного ценообразования полиномиально разрешима [11].

Алгоритм 1. Схема алгоритмов VND

Вход: k— параметр процедуры встряски k-shake(y).
Выход: радиус пороговой устойчивости ρ, вектор размещения y, матри-

ца цен p, матрица назначения клиентов x.
1: задать начальный вектор размещения y;
2: применить локальный спуск по окрестности swap(y)∪ flip(y) и найти

локальный оптимум y∗;
3: y := k-shake(y∗);
4: if y = y∗ then стоп; ⊲ Улучшения не произошло.
5: else goto 2.

Для сравнения векторов размещения предприятий требуется сперва
определить цены, назначения клиентов и радиус. Дискриминационное
ценообразование позволяет перейти от матрицы цен к вектору, каждый
элемент которого соответствует цене обслуживания клиента на ближай-
шем предприятии производителя. Алгоритм поиска радиуса ρ и мат-
риц p, x приведён ниже (алгоритм 2).

Для вычисления матрицы цен достаточно для любого клиента j по-
ложить цену обслуживания на всех предприятиях равной pj. При повто-
рении шага 6 алгоритма 2 число обслуживаемых клиентов сокращается.
Следовательно, трудоёмкость алгоритма равна O(|I||J | + |J |2) и верно

Утверждение 1. При фиксированном размещении y ∈ {0, 1}|I| зада-

ча (1)–(7) разрешима за O(|I||J |+ |J |2) операций.

Ограничимся рассмотрением двух процедур поиска стартового раз-
мещения: случайная генерация и жадный алгоритм. В обеих процедурах
сперва задаётся число открываемых предприятий. Схема жадного алго-
ритма отражена в алгоритме 3.
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Алгоритм 2. Вычисление цен и радиуса пороговой устойчивости

Вход: y— вектор размещения предприятий.
Выход: радиус пороговой устойчивости ρ, вектор цен p, матрица назна-

чения клиентов x.
1: I(y) := {i | yi = 1}; ⊲ Множество индексов открытых предприятий.

2: for j ∈ J do pj := max
{
0, max

i∈I(y)
{bj − cij}

}
; ⊲ Цена обслуживания

клиента j на ближайшем открытом предприятии.
3: c(p) := |{j ∈ J | pj 6= 0}|; ⊲ Число обслуживаемых клиентов.

4: d(p) :=
∑
j∈J

pj −
(
V +

∑
i∈I

yifi

)
; ⊲ Излишек прибыли, доступный для

перераспределения.
5: ρ := 0;
6: while d(p) > 0 do

7: ρ := ρ+ d(p)
c(p) ;

8: for j ∈ J do pj := max
{
0, pj −

d(p)
c(p)

}
;

9: c(p) := |{j ∈ J | pj 6= 0}|;

10: d(p) :=
∑
j∈J

pj −
(
V +

∑
i∈I

yifi

)
;

11: for i ∈ I, j ∈ J do ⊲ Матрица назначения клиентов x.
12: if pj > 0 и предприятие i ближайшее к потребителю j

then xij := 1;
13: else xij := 0.

Алгоритм 3. Жадный алгоритм поиска стартового размещения y

Вход: r— число открываемых предприятий.
Выход: вектор размещения предприятий y.
1: for i ∈ I do vi :=

∑
j∈J

(bj −min
i∈I

cij); ⊲ Максимальный доход

предприятия i от обслуживания всех клиентов.
2: упорядочить предприятия по убыванию дохода;
3: открыть r наиболее доходных предприятий.

В [6] рассмотрены два критерия для сравнения векторов размещения
предприятий: 1) максимизация прибыли производителя; 2) максимиза-
ция радиуса пороговой устойчивости. Использование первого критерия
приводит к алгоритму решения исходной задачи с последующим вычис-
лением (ρ, p, x). При втором критерии (ρ, p, x) определяются для каждо-
го вектора размещения. Так как на каждой итерации алгоритма спуска
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с чередующимися окрестностями решение не ухудшается, для каждого
рекордного радиуса ρ можем уменьшить на его значение все бюджеты
клиентов, тем самым упростив задачу.

3. Численный эксперимент

Для проведения вычислительного эксперимента использованы приме-
ры из библиотеки «Дискретные задачи размещения» [12], а также слу-
чайно сгенерированные примеры из статьи [6]. Все примеры разбиты
на шесть групп:

1) FLPr-40-100, 10 примеров;
2) FLPr-100-100, 10 примеров;
3) gen-20-20, 2 примера;
4) gen-40-40, 2 примера;
5) gen-60-60, 2 примера;
6) gen-100-100, 3 примера.
Префикс «FLPr» означает примеры из библиотеки, «gen» — случай-

но сгенерированные примеры. Первое число в названии группы — число
мест для размещения предприятий, а второе — число потребителей. Все
примеры содержат информацию об исходных бюджетах и транспортных
затратах.

В качестве порога рассматривались три уровня (значения): 30, 50, 70%
от наибольшей прибыли производителя, найденной решателем Gurobi
для исходной задачи размещения и ценообразования. Стоимости откры-
тия предприятий, обозначенные на рисунках charge, брались одинако-
выми и равными 5, 15, 30, 50, 100, 300. Так как в зависимости от чис-
ла открываемых предприятий r в стартовом размещении y разработан-
ный алгоритм спуска с чередующимися окрестностями может приводить

Таблица 1

Среднее относительное отклонение (%) и время счёта (с)
для алгоритмов VND и Gurobi

Алгоритм VND
Gurobi

Критерий px rho px-rho rho-px

Примеры gap time gap time gap time gap time time

gen-20-20 0,0295 0,004 0,0256 0,004 0,0256 0,004 0,0256 0,004 1,76

gen-40-40 0,0284 0,027 0,0255 0,029 0,0255 0,039 0,0255 0,040 113,73

gen-60-60 0,0761 0,088 0,0632 0,103 0,0757 0,139 0,0632 0,141 845,81

FLPr-40-100 2,4275 0,120 0,1396 0,120 0,1004 0,189 0,1388 0,183 25,63

gen-100-100 −0,0907 0,688 −0,0928 0,733 −0,0929 1,007 −0,0937 1,020 8203,2

FLPr-100-100 2,9078 2,929 0,1505 2,252 0,1075 3,980 0,1503 3,496 157,34

Все примеры 0,8964 0,64 0,0519 0,54 0,0403 0,89 0,0516 0,81 1557,9
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Таблица 2

Среднее относительное отклонение (%)
по группе тестов FLPr-40-100

r

Уровень порога V от наибольшей прибыли

30% 50% 70%

Стоимость открытия предприятий

5 50 100 300 5 50 100 300 5 50 100 300

p
x

0
1,21 3,06 3,49 5,69 0,77 2,08 1,87 3,58 0,64 1,30 0,92 1,60

1,21 3,06 3,49 5,69 0,77 2,08 1,87 3,58 0,64 1,30 0,92 1,60

5
1,23 2,98 3,51 8,93 0,83 2,07 1,92 6,09 0,64 1,29 0,86 3,56

1,22 3,06 4,36 8,15 0,79 2,08 2,57 5,61 0,67 1,30 1,38 3,40

10
1,27 3,07 3,81 8,34 0,85 2,15 2,20 5,56 0,67 1,41 1,26 3,08

1,24 3,27 4,29 7,64 0,83 2,28 2,53 4,99 0,71 1,46 1,45 2,52

15
1,31 3,29 4,06 7,55 0,91 2,36 2,49 4,89 0,77 1,57 1,52 2,22

1,27 3,43 4,16 8,17 0,86 2,35 2,41 5,34 0,76 1,57 1,30 2,81

20
1,28 3,28 4,39 7,55 0,87 2,35 2,69 4,89 0,70 1,56 1,69 2,22

1,24 3,53 4,19 8,17 0,84 2,44 2,55 5,34 0,75 1,69 1,52 2,81

25
1,30 3,18 4,19 7,47 0,90 2,26 2,55 5,10 0,75 1,44 1,52 2,89

1,25 3,53 4,33 7,68 0,85 2,44 2,69 4,92 0,77 1,69 1,70 2,56

opt
1,28 2,98 3,51 5,42 0,87 2,15 1,92 3,27 0,74 1,41 1,08 1,04

1,27 3,06 4,39 5,69 0,84 2,08 2,57 4,11 0,75 1,46 1,12 2,97

rh
o

0
0 0 0,26 1,44 0 0 0,02 0,07 0 0,03 0,02 0,91

0 0 0,26 1,44 0 0 0,02 0,07 0 0,03 0,02 0,91

5
0 0,01 0 0,40 0 0 0 0,56 0 0 0 0,84

0 0 0 0,59 0 0,06 0,01 0,99 0 0,03 0,45 1,25

10
0 0,01 0 0,30 0 0,04 0,01 1,42 0 0 0 0,19

0 0,01 0 0,30 0 0,07 0,02 1,17 0 0,03 0,48 0,19

15
0 0,01 0 0,40 0 0 0,01 1,42 0 0 0 0,44

0 0,01 0 0,40 0 0,03 0,02 1,17 0 0,03 0,17 0,25

20
0 0,01 0 0,40 0 0 0,01 0,56 0 0 0 1,87

0 0 0 0,30 0 0 0,01 0,30 0 0,03 0,48 1,16

25
0 0 0 0,40 0 0,04 0,01 0,56 0 0 0 1,87

0 0 0 0,30 0 0 0,01 0,44 0 0,03 0 1,16

opt
0 0,01 0 0,74 0 0 0 0,38 0 0 0,03 1,81

0 0 0 0,50 0 0,04 0,01 0,00 0 0,03 0,31 1,46

к разным результатам, эксперимент проводился на 7 значениях: 0, 5, 10,
15, 20, 25 и opt — число открытых предприятий в решении, найденном
решателем Gurobi. Для применения Gurobi математическая модель ли-
неаризована, как в [6]. Параметр k процедуры встряски shake равен 2.

VND-алгоритм применён с критериями максимизации прибыли (px)
и максимизации радиуса пороговой устойчивости (rho). Вместе с тем ис-
следовано чередование этих критериев на последовательных итерациях
алгоритма (одна итерация включает локальный спуск и встряску). Груп-
па запусков с критерием прибыли на первой итерации обозначена через
px-rho, а с критерием максимизации радиуса — через rho-px.
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Таблица 2 (продолжение)

r

Уровень порога V от наибольшей прибыли

30% 50% 70%

Стоимость открытия предприятий

5 50 100 300 5 50 100 300 5 50 100 300

p
x
-r

h
o

0
0 0,02 0 0,40 0 0,03 0,01 0,44 0 0,03 0,02 0,24

0 0,02 0 0,40 0 0,03 0,01 0,44 0 0,03 0,02 0,24

5
0 0,01 0 0,40 0 0 0,01 0,56 0 0,03 0,02 0,24

0 0,02 0 0,30 0 0,01 0 1,12 0 0,03 0,31 1,25

10
0 0,03 0 0,40 0 0,04 0,01 0,85 0 0,03 0,03 0,49

0 0,02 0 0,40 0 0,01 0,01 0,41 0 0,03 0,18 0,25

15
0 0 0 0,40 0 0,01 0,01 0,85 0 0 0,02 0,24

0 0,02 0 0,40 0 0,01 0,01 0,18 0 0,03 0,17 0,24

20
0 0,02 0 0,40 0 0 0,01 0,30 0 0,03 0,18 0,49

0 0,02 0 0,40 0 0,03 0,01 0,18 0 0,03 0,18 0,24

25
0 0,02 0 0,40 0 0,04 0 0,30 0 0,03 0,18 0,49

0 0,02 0 0,40 0 0,04 0 0,44 0 0,03 0,18 0,24

opt
0 0,03 0 0,21 0 0,04 0,02 1,42 0 0 0,03 0,00

0 0,02 0 0,90 0 0 0 0,87 0 0,03 0 1,25

rh
o
-p

x

0
0 0 0,26 1,44 0 0 0,02 0,07 0 0,03 0,02 0,91

0 0 0,26 1,44 0 0 0,02 0,07 0 0,03 0,02 0,91

5
0 0,01 0 0,40 0 0 0 0,56 0 0 0 0,44

0 0 0 0,59 0 0,03 0,01 0,99 0 0,03 0,45 1,25

10
0 0,01 0 0,30 0 0,04 0,01 1,42 0 0 0 0,19

0 0,01 0 0,30 0 0,04 0,02 1,17 0 0,03 0,48 0,19

15
0 0,01 0 0,40 0 0 0,01 1,42 0 0 0 0,44

0 0,01 0 0,40 0 0,03 0,02 1,17 0 0,03 0,17 0,25

20
0 0,01 0 0,40 0 0 0,01 0,56 0 0 0 1,87

0 0 0 0,30 0 0 0,01 0,30 0 0,03 0,48 1,16

25
0 0 0 0,40 0 0,04 0,01 0,56 0 0 0 1,87

0 0 0 0,30 0 0 0,01 0,44 0 0,03 0 1,16

opt
0 0,01 0 0,74 0 0 0 0,38 0 0 0,03 1,81

0 0 0 0,50 0 0,04 0,01 0,00 0 0,03 0,31 1,46

В табл. 1 приведены средние результаты по группам примеров для
всех значений порога, стоимости открытия и всех стартовых векторов
размещения предприятий, построенных жадным алгоритмом. В частно-
сти, приведено относительное отклонение gap =

ρgurobi−ρVND

ρgurobi
в процентах

и время вычисления time в секундах. Здесь ρgurobi — радиус пороговой
устойчивости, найденный решателем Gurobi, а ρVND — радиус, найден-
ный алгоритмом VND. Время работы решателя Gurobi ограничивалось
10 800 секундами. В группе примеров gen-100-100 он не смог достичь
оптимального решения за это время. Отрицательное относительное от-
клонение говорит о том, что Gurobi за отведённое время нашёл решение
хуже, чем VND-алгоритм.
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Таблица 3

Среднее относительное отклонение (%)
по группе тестов FLPr-100-100

r

Уровень порога V от наибольшей прибыли

30% 50% 70%

Стоимость открытия предприятий

5 50 100 300 5 50 100 300 5 50 100 300

p
x

0
2,02 2,96 4,97 7,84 1,36 1,77 3,23 4,35 1,01 1,32 3,16 2,54

2,02 2,96 4,97 7,84 1,36 1,77 3,23 4,35 1,01 1,32 3,16 2,54

5
2,04 2,86 4,36 10,01 1,46 1,78 2,71 6,66 1,11 1,56 2,51 5,17

1,99 2,93 4,52 7,84 1,35 1,74 2,91 4,35 1,00 1,30 2,93 2,54

10
2,03 3,30 5,39 9,36 1,47 1,98 3,58 6,06 1,15 1,56 3,05 4,64

2,02 3,03 5,26 8,57 1,43 1,76 3,53 5,11 1,10 1,36 3,40 3,64

15
2,11 3,29 5,62 9,36 1,53 1,99 3,71 6,06 1,19 1,67 3,03 4,64

2,02 2,89 5,11 8,57 1,44 1,60 3,42 5,11 1,11 1,20 3,01 3,64

20
2,07 3,56 5,29 7,84 1,46 2,31 3,55 4,35 1,10 1,97 3,39 2,54

2,03 3,38 5,27 8,57 1,44 2,06 3,42 5,11 1,07 1,68 3,00 3,64

25
2,02 3,46 5,21 7,84 1,40 2,28 3,52 4,35 1,03 1,98 2,98 2,54

2,01 3,40 4,89 8,57 1,42 2,00 3,18 5,11 1,08 1,65 3,02 3,64

opt
2,05 3,02 4,33 6,76 1,45 1,59 2,47 3,30 1,07 1,27 2,30 1,02

2,00 2,97 4,34 6,28 1,41 1,54 2,68 3,25 1,07 1,36 2,10 1,90

rh
o

0
0,01 0,10 0,14 0,43 0 0,16 0,31 1,55 0,01 0,33 0,85 0,90

0,01 0,10 0,14 0,43 0 0,16 0,31 1,55 0,01 0,33 0,85 0,90

5
0,01 0,09 0,16 0,05 0,01 0,28 0,18 0,50 0,03 0,16 0,89 1,30

0 0,24 0,21 0,05 0 0,22 0,06 0,26 0,01 0,18 1,19 0,05

10
0,01 0,07 0,06 0,05 0 0,04 0,19 0,57 0,02 0,25 0,42 1,08

0 0,16 0,17 0,77 0 0 0,21 0,57 0,01 0,02 0,54 1,18

15
0,01 0,05 0,05 0,05 0,01 0,22 0,18 0,57 0,02 0,06 0,49 1,76

0 0,08 0,04 0,17 0,01 0 0,11 0,57 0,01 0,07 0,68 1,15

20
0,01 0,07 0,05 0,05 0 0,16 0,13 0,57 0,02 0,17 0,61 1,15

0,01 0,04 0,07 0,05 0,01 0,06 0,04 0,13 0,01 0,07 0,28 0,00

25
0,01 0,05 0,05 0,77 0 0,06 0,19 0,77 0,02 0,40 0,65 1,15

0,01 0,04 0,07 0,05 0,01 0,06 0,20 0,13 0 0,07 0,69 0,00

opt
0,01 0,04 0,03 0,00 0,01 0,10 0,38 0,00 0,01 0,26 0,87 0,91

0,01 0,11 0 0,00 0,01 0,04 0,06 0,00 0 0,49 0,40 0,46

Как видно из табл. 1, VND-алгоритм практически всегда находит оп-
тимальное или близкое к оптимальному решение. Относительное откло-
нение превосходит 0,15% только для критерия максимизации прибыли
и только на примерах FLPr, на которых среднее значение gap превыша-
ет 2,4%. При этом время работы алгоритма VND на 2–3 порядка меньше
времени работы Gurobi.

Критерий максимизации прибыли существенно проигрывает крите-
рию максимизации радиуса пороговой устойчивости на примерах FLPr.
Причина кроется в том, что в исходной задаче размещения производства
и ценообразования оптимальные или близкие к оптимальным решения



126 А. А. Панин, Д. А. Пискеева, А. В. Плясунов

Таблица 3 (продолжение)

r

Уровень порога V от наибольшей прибыли

30% 50% 70%

Стоимость открытия предприятий

5 50 100 300 5 50 100 300 5 50 100 300

p
x
-r

h
o

0
0,01 0,13 0,27 0,05 0 0 0,24 0,64 0 0,02 0,49 0,05

0,01 0,13 0,27 0,05 0 0 0,24 0,64 0 0,02 0,49 0,05

5
0,01 0,05 0,18 0,77 0,01 0,10 0,23 0,77 0,01 0,04 0,50 0,05

0 0,01 0,10 0,05 0,01 0,10 0,15 0,77 0 0,17 0,80 0,05

10
0 0,14 0,10 0,05 0,01 0 0,08 0,63 0,02 0,09 0,13 0,05

0 0,06 0,18 0,05 0,01 0,04 0,18 0,63 0,01 0,02 0,43 0,05

15
0,01 0,17 0,10 0,05 0,01 0,10 0,09 0,57 0,02 0,04 0,14 0,05

0 0,01 0,08 0,05 0,01 0 0,18 0,64 0,01 0,09 0,15 0,05

20
0,01 0,09 0,10 0,05 0,01 0,10 0,20 0,64 0,02 0,02 0,71 1,20

0 0,19 0,08 0,05 0,01 0,06 0,03 0,77 0,01 0,09 0,18 0,05

25
0,01 0,19 0,30 0,05 0,01 0 0,24 0,77 0,02 0,04 0,77 0,05

0 0,19 0,28 0,05 0,01 0,12 0,20 0,77 0 0,12 0,36 0,05

opt
0,01 0 0,11 0,05 0,01 0,04 0,23 0,26 0,01 0,09 0,75 0,05

0 0,01 0,05 0,05 0,01 0,04 0,15 0,20 0 0,02 0,29 0,05

rh
o
-p

x

0
0,01 0,10 0,14 0,43 0 0,16 0,31 1,55 0,01 0,33 0,85 0,90

0,01 0,10 0,14 0,43 0 0,16 0,31 1,55 0,01 0,33 0,85 0,90

5
0,01 0,09 0,16 0,05 0,01 0,28 0,18 0,50 0,03 0,16 0,89 1,30

0 0,24 0,21 0,05 0 0,22 0,06 0,26 0,01 0,18 1,19 0,05

10
0,01 0,07 0,06 0,05 0 0,04 0,19 0,57 0,02 0,25 0,42 1,08

0 0,16 0,17 0,77 0 0 0,21 0,57 0,01 0,02 0,54 1,18

15
0,01 0,05 0,05 0,05 0,01 0,22 0,18 0,57 0,02 0,06 0,49 1,76

0 0,08 0,04 0,17 0,01 0 0,11 0,57 0,01 0,07 0,68 1,15

20
0,01 0,07 0,05 0,05 0 0,16 0,13 0,57 0,02 0,17 0,61 1,15

0,01 0,03 0,07 0,05 0,01 0,06 0,04 0,13 0,01 0,07 0,28 0,00

25
0,01 0,05 0,05 0,77 0 0,06 0,19 0,77 0,02 0,40 0,65 1,15

0,01 0,04 0,07 0,05 0,01 0,06 0,20 0,13 0 0,07 0,69 0,00

opt
0,01 0,04 0,03 0,00 0,01 0,10 0,38 0,00 0,01 0,26 0,87 0,91

0,01 0,11 0 0,00 0,01 0,04 0,06 0,00 0 0,02 0,40 0,46

могут сильно отличаться по числу открытых предприятий и числу обслу-
живаемых потребителей. При высокой стоимости открытия предприятий
условно лишние предприятия могут заметно ограничивать допустимые
вариации бюджетов и цен, что мы и наблюдаем. Однако, если приме-
нять идею чередования критериев и, используя критерий rho, перестро-
ить решение, полученное критерием px, можно достигнуть наилучших
результатов, что видно из табл. 1.

В табл. 2 и 3 представлены средние результаты по группам тестов
FLPr отдельно для каждого порога, стартового размещения и каждой
стоимости открытия, кроме 15 и 30 — при этих значениях поведение ал-
горитмов почти такое же, как при стоимости открытия 5. Для каждо-
го значения r получены два набора данных: в первой строке стартовое
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Рис. 1. Абсолютное отклонение от числа открытых предприятий в стартовом
размещении на наборе данных FLPr-100-100-09 (V = 30%, критерий px)

размещение предприятий y выбрано случайно, а во второй — жадным
способом. Для критерия px характерен почти монотонный рост относи-
тельного уклонения с ростом стоимости открытия. Для других крите-
риев картина совершенно другая. Отметим также, что выбор стартово-
го размещения жадным или случайным образом практически не влияет
на итоговый результат.

На рис. 1 для критерия px и различных стоимостей открытия пред-
приятий представлены графики зависимости абсолютного отклонения
от числа открытых жадной стратегией предприятий в стартовом разме-
щении с уровнем порога 30%. Такая картина встречается крайне редко,
лишь на некоторых примерах.

Часто возникает ситуация, когда при r, равном оптимальному или
близкому к оптимальному числу предприятий, алгоритм VND спускает-
ся в далеко не самый лучший локальный оптимум. Если r сильно больше

Рис. 2. Абсолютное отклонение от числа открытых предприятий в стартовом
размещении на наборе данных FLPr-40-100-05 (V = 70%, критерий rho)
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Рис. 3. Относительное отклонение от числа открытых предприятий
в стартовом размещении на группе тестов FLPr-40-100 (V = 70%, charge = 30)

или сильно меньше этого числа, то алгоритм спускается в оптимальное
решение, как на рис. 2 для charge = 100, где оптимальное число предпри-
ятий равно 7. Для charge = 15 оптимальное число предприятий равно 16.
При r = 15 алгоритм не находит оптимального решения, но если откро-
ем ещё одно предприятие, то придём к оптимуму (рис. 2). Странность
результатов заключается в том, что стартовое размещение определяется
жадным образом, а значит, при r ∈ {15, 16} первые 15 предприятий одни
и те же. Такая картина характерна для всех критериев.

На рис. 3 и 4 для различных критериев представлены средние, мак-
симальные и минимальные значения относительного отклонения по всей
группе тестовых примеров FLPr-40-100 в зависимости от числа открытых
жадным способом предприятий в стартовом размещении. Отличие в том,
что на рис. 4 для наглядности исключены графики для критерия px. За-
метно, что критерий px показывает себя хуже остальных, что характерно

Рис. 4. Относительное отклонение от числа открытых предприятий
в стартовом размещении на группе тестов FLPr-40-100 (V = 70%, charge = 30)
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Рис. 5. Абсолютное отклонение от стоимости открытия предприятия
на наборе данных gen-100-100-3 с уровнем порога 70%

для всей группы примеров FLPr. Эффективность каждого из оставшихся
критериев зависит от числа предприятий в стартовом размещении.

Ещё одна интересная закономерность представлена на рис. 5. Прак-
тически на всех примерах групп gen наблюдается одна и та же кар-
тина зависимости абсолютного и относительного уклонений от стоимо-
сти открытия предприятий, почти идентичная для всех критериев. Для
примеров FLPr такая зависимость лишь отчасти прослеживается для
всех критериев, кроме px. Нередко встречается картина зависимости,
как на рис. 6. Критерий px на этих примерах ведёт себя крайне непред-
сказуемо, и в сравнении с другими критериями часто наблюдается прямо
противоположная картина.

Рис. 6. Абсолютное отклонение от стоимости открытия предприятия
на наборе данных FLPr-100-100-09 с уровнем порога 50%
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Заключение

В работе рассмотрена проблема пороговой устойчивости при размеще-
нии производства и дискриминационном ценообразовании. Предложен-
ный для её решения алгоритм, основанный на спуске с чередующимися
окрестностями, даже в своей худшей реализации показывает результаты
с относительным отклонением не более 3% в среднем для любой группы
тестов, в лучшей реализации — 0,15%. Наибольшее относительное откло-
нение на отдельном примере достигает 19%. Причиной этому служит от-
носительно небольшое значение оптимального радиуса пороговой устой-
чивости для данного примера.

Для задач пороговой устойчивости впервые была исследована идея
чередования критериев максимизации радиуса пороговой устойчивости
и оптимизации целевой функции исходной задачи в итерационных эври-
стических алгоритмах, позволяющая получать рекордные результаты.
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Abstract. A new threshold stability problem in the context of facil-
ity location and discriminatory pricing is considered. In the statement
of facility location and pricing problem, the company decides to open
facilities and assign prices to each customer at each facility. The im-
plementation of discriminatory pricing leads to a scenario where each
customer is compelled to expend the maximum amount of their avail-
able financial resources, thereby ensuring the maximum revenue for the
company. In the threshold stability problem, the available financial re-
sources or budget of each consumer is a parameter with a known ex-
pected value. The objective is to maximize the deviation of the pa-
rameters from the expected value, provided that the company’s income
remains above a given threshold.

An algorithm based on variable neighborhood descent (VND) is pro-
posed to solve the threshold stability problem. Numerical investigation
of the algorithm is carried out on known instances and randomly gen-
erated ones. Various ways of constructing the starting facility location
and different criteria for comparing the location vectors are analyzed.
Tab. 3, illustr. 6, bibliogr. 12.

Keywords: threshold stability, location and pricing, variable neighbor-
hood descent.
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Аннотация. Предлагается математическая модель производства,
на котором происходит переработка сырья. Производство состоит
из установок, обрабатывающих сырьё, резервуаров для его хране-
ния, а также из узлов смешения. В предположении, что каждая
из перерабатывающих установок может работать в одном из двух
известных режимов, а переключение с одного режима на другой мо-
жет осуществляться не более одного раза, ставится задача поиска
оптимальной мощности выработки продукции на каждой из уста-
новок, а также времени переключения установок с одного режи-
ма работы на другой, обеспечивающих выполнение заданного плана
выработки окончательной продукции. Полученная задача представ-
ляет собой задачу дискретной оптимизации. Предлагается метод её
решения, включающий переход к выпуклой постановке, а также ал-
горитм дискретизации полученного управления. Табл. 2, ил. 4, биб-
лиогр. 13.

Ключевые слова: календарное планирование, материальный ба-
ланс, оптимальное управление, дискретная оптимизация, квадра-
тичное программирование.

Введение

Производственная схема нефтеперерабатывающего завода в большин-
стве случаев содержит до тысячи различных технологических объектов:
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резервуары для хранения сырья, промежуточной продукции и продук-
ции для отгрузки, манифолды, перераспределяющие продукцию меж-
ду узлами предприятия, различные установки, обрабатывающие продук-
цию согласно предопределённым рецептам. Все технологические объек-
ты объединены развитой инфраструктурой, обеспечивающей доставку
сырья и продукции от одного узла к другому. В настоящей работе рас-
сматривается одна из ключевых задач производства — календарное пла-
нирование [1–4], в которой необходимо найти мощность каждой установ-
ки и время переключения установок с одного режима работы на другой,
обеспечивающие выполнение заданного плана выработки окончательной
продукции для продажи. Важной особенностью рассматриваемой в рабо-
те модели является возможность не более одного переключения режима
работы на установках.

В настоящий момент времени к наиболее распространённым подходам
для решения задачи календарного планирования можно отнести [5, 6]:
методы, в основе которых лежит решение оптимизационных задач, мето-
ды статистического моделирования, методы, использующие имитацион-
ное моделирование, эвристические методы. Подходы, связанные с имита-
ционным моделированием, включают в себя построение модели рассмат-
риваемого производства, определение её параметров и дальнейшее ис-
пользование этой модели с целью нахождения переменных, отражающих
функционирование производства [7]. В методах статистического модели-
рования применяют случайное последовательное улучшение имеющегося
расписания путём выбора в каждом из последовательно разыгрываемых
множеств возможных расписаний лучшего расписания и запоминания
рекордного из них. Такие методы позволяют получать приближённые
календарные планы, однако их точность сложно оценить, а также слож-
но гарантировать оптимальность полученного решения.

В случае же использования оптимизационных методов поиск опти-
мального распределения сырья по резервуарам и установкам, выбор оп-
тимальных режимов работы установок осуществляется за счёт решения
задачи математического программирования. В большинстве случаев та-
кие задачи целочисленные [7, 8]. В связи с этим многие существующие
на текущий момент подходы к решению таких задач требуют перебора
большого числа возможных стратегий, либо же приводят к задачам оп-
тимизации большой размерности [9], что осложняет применение данно-
го подхода для реального внедрения на производстве. В данной работе
полученная модель представляет собой задачу оптимального управле-
ния [10], которую также можно привести к нелинейной дискретной за-
даче оптимизации. В настоящей работе предлагается подход к решению
задачи календарного планирования, основанный на её сведе́нии к вы-
пуклой задаче оптимизации. Это даёт возможность избежать наличия
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локальных минимумов в задаче оптимизации, а также позволяет для её
решения применять методы, позволяющие избежать полного перебора
возможных стратегий.

1. Математическая модель производства

В основе предлагаемой математической модели управления производ-
ством находится ориентированный граф G с множеством вершин V =
{1, 2, . . . , N}, в котором каждой вершине i ∈ V соответствует тот или
иной технологический объект (обрабатывающая сырьё установка, резер-
вуар, узел смешения и пр.). Рёбрам графа G соответствуют элементы
инфраструктуры предприятия, обеспечивающие перемещение промежу-
точной продукции между технологическими объектами (трубопроводы,
транспортные линии и пр.). Каждое ребро (i, j) ∈ V 2 графа G характери-
зуется величиной потока qij(t), зависящей от времени t. Положительное
значение потока означает перемещение продукции в направлении, опре-
деляемом ориентацией ребра.

В модели учитываются три типа вершин графа: установки — объекты,
на которых происходит обработка промежуточной продукции, резерву-
ары — объекты, в которых хранится промежуточная продукция, и ма-
нифолды — объекты, играющие роль распределительных узлов в инфра-
структуре предприятия. Обозначим через U, R и M подмножества вер-
шин графа G, которым соответствуют установки предприятия, резерву-
ары и манифолды соответственно.

Потоки, входящие и исходящие из каждой вершины графа, связаны
между собой уравнениями. В представленной модели рассматриваются
уравнения трёх видов: соотношения материального баланса, соотноше-
ния материального баланса с накоплением продукции и уравнения рецеп-
тов производства [11]. Каждой вершине графа соответствует некоторый
набор уравнений. Их вид определяется типом вершины.

Пусть qki(t), k ∈ Pi ⊂ V,— потоки, входящие в вершину i ∈ V, а по-
токи, исходящие из неё, обозначим через qik(t), k ∈ Qi ⊂ V. Уравнение
материального баланса для вершины i означает равенство суммы входя-
щих и исходящих потоков и имеет вид

∑

k∈Pi

qki(t) =
∑

k∈Qi

qik(t), i ∈ U ∪M. (1)

Тем самым требуется, чтобы равенства (1) выполнялись на всех установ-
ках и манифолдах производства.

Предположим, что на объекте производства, которому соответству-
ет вершина i ∈ R, происходит накопление промежуточной продукции
(рис. 1). Обозначим через xi(t) количество этой продукции в момент
времени t. Тогда уравнение материального баланса с накоплением для
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вершины i имеет вид

ẋi(t) =
∑

k∈Pi

qki(t)−
∑

k∈Qi

qik(t), i ∈ R, (2)

где ẋi(t)— производная функции xi(t).

i ∈ R

q1i(t)

qki(t)

qi1(t)

qik(t)

Рис. 1. Резервуар

Под уравнениями рецепта производства в вершине i ∈ U понимается
пропорциональная зависимость между каждым входящим (исходящим)
потоком и суммарным входящим (исходящим) потоком этой вершины,
т. е. имеют место соотношения

qki = αki

∑

s∈Pi

qsi, k ∈ Pi, qik = βik
∑

s∈Qi

qis, k ∈ Qi, i ∈ U, (3)

где коэффициенты αki, βik > 0 зависят, вообще говоря, от времени t.
Просуммировав по номеру k каждое из равенств (3), получаем

∑

k∈Pi

αki = 1,
∑

k∈Qi

βik = 1, i ∈ U. (4)

В дальнейшем будем считать эти равенства заведомо выполненными.
Из соотношений баланса (1) следует, что суммарный входящий поток

равен суммарному исходящему потоку, поэтому уравнения рецептов (3)
принимают вид

qki = αkiWi, k ∈ Pi, qik = βikWi, k ∈ Qi, i ∈ U, (5)

где Wi =Wi(t)— суммарный поток установки в момент времени t. Заме-
тим, что из равенств (4), (5) следует (1) для i ∈ U, поэтому от соотноше-
ний материального баланса на установках можно отказаться и оставить
равенства (1) только для i ∈M.

В настоящей модели допускается наличие не более двух режимов ра-
боты каждой установки i ∈ U, т. е. существование одного или двух ре-
цептов функционирования. Рецепт характеризуется некоторым набором
постоянных величин αki, k ∈ Pi, и βik, k ∈ Pi. Множество U распадается
на два подмножества U (1) и U (2), где U (1) — множество установок, имею-
щих только один рецепт работы, а U (2) — множество установок, имеющих
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два рецепта и допускающих их переключение. Тем самым коэффициен-
ты αki, k ∈ Pi, и βik, k ∈ Pi, в равенствах (5) являются известными
постоянными величинами при всех i ∈ U (1). В случае двух режимов со-
отношения (5) для произвольного i ∈ U (2) принимают вид

qki =
(
siα

(1)
ki + (1− si)α

(2)
ki

)
Wi, qik =

(
siβ

(1)
ik + (1− si)β

(2)
ik

)
Wi, (6)

где α(1)
ki , α

(2)
ki , β

(1)
ik , β

(2)
ik — известные постоянные величины, весовая функ-

ция si = si(t) отвечает за выбор рецепта и равняется в каждый момент
времени нулю или единице.

Управление установкой заключается в выборе её мощности работы
Wi(t) из допустимого диапазона

[
W

(i)
min,W

(i)
max

]
, а также в выборе режи-

ма работы si(t) ∈ {0, 1} (при наличии двух рецептов). Цель управления
состоит в том, чтобы к заданному моменту времени T выполнить план
производства, т. е. накопить в резервуарах необходимое количество про-
дукции. При этом предполагается, что время T невелико и план может
быть выполнен с одним переключением установок или вовсе без пере-
ключений.

В множестве рёбер графа производства G выделим рёбра, не инци-
дентные ни одной установке, и обозначим их через y1, y2, . . . , ym. Рёбра,
инцидентные ровно одной установке, обозначим через g1, g2, . . . , gl. На-
личие рёбер, инцидентных двум установкам, в настоящей модели исклю-
чается.

2. Постановка задачи управления производством

Пусть En — евклидово пространство размерности n. Скалярное про-
изведение векторов a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ En записываем

в виде 〈a, b〉 =
n∑

i=1
aibi, норма вектора a определяется равенством

‖a‖ =

(
n∑

i=1

(ai)2

)1/2

.

Обозначим через Lr
2[0, T ] лебегово пространство вектор-функций u =

u(t) = (u1(t), . . . , ur(t)) с координатами ui(t), интегрируемыми по Лебегу
вместе со своими квадратами на отрезке [0, T ]. Скалярное произведение
в пространстве Lr

2[0, T ] имеет вид

〈u, v〉 =

T∫

0

r∑

i=1

ui(t)vi(t) dt,
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а норма вектор-функции u(t)—

‖u(t)‖ =

( T∫

0

r∑

i=1

(ui(t))2 dt

)1/2

.

Занумеруем произвольным образом от 1 до n все резервуары графа
производства и положим x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) ∈ Ln

2 [0, T ], где xi(t)—
запас продукции в i-м резервуаре. Пусть y(t) ∈ Lm

2 [0, T ]— вектор по-
токов, не инцидентных установкам, а g(t) ∈ Ll

2[0, T ] — вектор потоков,
инцидентных установкам производства.

Процесс планового производства нефтепродуктов к моменту време-
ни T от начала производства описывается следующей задачей оптималь-
ного управления:

ẋ(t) = A1y(t) + C1g(t), 0 < t < T, x(0) = x0, (7)

x(t) ∈ X, y(t) ∈ Y, 0 < t < T, (8)

A2y(t) + C2g(t) = 0, 0 < t < T, (9)

‖Zx(T )− zT ‖
2 → min, (10)

где T — финальный момент времени, x0 — начальное состояние резерву-
аров, zT ∈ E

p — желаемое финальное состояние, матрицы A1 ∈ E
n×m,

C1 ∈ E
n×l, A2 ∈ E

r×m, C2 ∈ E
r×l, Z ∈ E

p×n заданы и заполняются
по графу производства. Под решением задачи (7) будем понимать аб-
солютно непрерывную функцию x(t), удовлетворяющую уравнению (7)
почти всюду [10].

Дифференциальные уравнения (7) представляют собой уравнения ба-
ланса для совокупности резервуаров графа, т. е. являются векторной
формой записи уравнений типа (2). Следующие после дифференциаль-
ных уравнений r однородных линейных алгебраических уравнений (9)
описывают уравнения баланса на манифолдах и являются векторной
формой записи соотношений (1). Вектор zT задан и является вектором
плановых значений продукции, которые должны быть запасены к мо-
менту времени T. Его размерность p равна количеству резервуаров гра-
фа, для которых задан план производства. Матрица Z состоит из нулей
и единиц и получается из матрицы (I | 0) размера p × n перестановкой
столбцов, где I— единичная матрица порядка p, 0— нулевая матрица раз-
мера p× (n − p).

Задающие ограничения на резервуары и потоки множества X и Y
являются ограниченными параллелепипедами со сторонами, параллель-
ными осям координат:

X = {x ∈ R
n |x1 6 x 6 x2}, Y = {y ∈ R

m | y1 6 y 6 y2}.
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Компоненты вектора g(t) согласно формулам (5), (6) выражаются че-
рез функции управления мощностями установок Wi(t), i ∈ U, и функции
выбора режимов работы установок si(t), i ∈ U

(2). При этом

W
(i)
min 6Wi(t) 6W (i)

max, 0 6 t 6 T, i ∈ U,

а функции si(t), i ∈ U (2), кусочно постоянные:

si(t) =

®
1 при 0 6 t < t(i),

0 при t(i) 6 t 6 T ,
(11)

где t(i) — момент переключения режима работы установки i ∈ U (2).

3. Замена переменных. Овыпукленная модель

Задача (7)–(10) представляет собой задачу оптимального управления
с фазовыми ограничениями, в которой роль управлений играют функ-
ции Wi =Wi(t), i ∈ U, и si = si(t), i ∈ U

(2). В роли фазовых переменных
выступают функции xi = xi(t), i = 1, 2, . . . , n. В силу квадратичной зави-
симости (6) потоков, инцидентных установкам, от управлений динамиче-
ская система (7) нелинейна. Для её сведе́ния к выпуклой системе будем
предполагать, что si(t) ∈ [0, 1], i ∈ U (2), а для её линеаризации сделаем
следующую замену: для всех установок, на которых имеется один рецепт,
положим

wi(t) =Wi(t), i ∈ U (1). (12)

Для всех установок с двумя рецептами положим

w1
i (t) = si(t)Wi(t), w2

i (t) = (1− si(t))Wi(t), i ∈ U (2). (13)

В этом случае управление установкой будет заключаться в выборе
управляющих параметров wi(t), i ∈ U

(1), и w1
i (t), w

2
i (t), i ∈ U

(2), из до-

пустимого диапазона, который представляет собой отрезок
[
W

(i)
min,W

(i)
max

]

для всех управляющих параметров, инцидентных установкам с одним
рецептом. Для установок с двумя рецептами имеют место следующие
ограничения на управляющие параметры:

W
(i)
min 6 w1

i (t) + w2
i (t) 6W (i)

max.

С учётом новых обозначений равенства (6) принимают вид

qki = α
(1)
ki w

1
i (t) + α

(2)
ki w

2
i (t), qik = β

(1)
ki w

1
i (t) + β

(2)
ki w

2
i (t).

Составим из функций wi(t), i ∈ U (1), и w1
i (t), w

2
i (t), i ∈ U (2), опре-

делённых согласно (12) и (13), вектор-функцию u(t), которую примем
за управление. Итоговая задача оптимального управления формально
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будет иметь тот же вид, что и в (7)–(10), однако благодаря приведён-
ной выше замене данную задачу можно будет интерпретировать как вы-
пуклую задачу оптимизации. Решая полученную задачу минимизации
с ограничениями, можно найти управление как непрерывную функцию,
зависящую от времени. Это связано с технической необходимостью пе-
рехода от исходной задачи с дискретным управлением к задаче в непре-
рывной форме. Однако в силу неединственности решения задачи оп-
тимизации восстановление по полученному управлению его дискретно-
го аналога без дополнительной информации может быть затруднитель-
ным. В этом случае для решения задачи календарного планирования
при наличии не более одного переключения на установках предлагается
воспользоваться подходом, связанным с регуляризацией исходной зада-
чи [10], а именно: заменить целевой функционал (10) на

Jreg(u) = ‖Zx(T )− zT ‖
2 + α〈c, u〉,

где

〈c, u〉 =
∑

i∈U (2)

T∫

0

(
tw1

i (t) + (T − t)w2
i (t)

)
dt,

α > 0— некоторая фиксированная малая величина.
При α→ 0 решение регуляризованной задачи сходится к решению ис-

ходной задачи, а такой вид минимизируемой функции позволяет учесть
особенность дискретного вида управления. Далее полученную задачу ми-
нимизации с ограничениями предлагается решать методом внутренней
точки [12], который относится к наиболее успешным на текущий момент
методам решения задач оптимизации большой размерности при наличии
ограничений [13].

4. Переход к дискретному управлению

От полученного непрерывного управления необходимо перейти к дис-
кретному, в котором в любой момент времени t ∈ [0, T ] каждая установка
работает в одном и только одном режиме.

Рассмотрим произвольную установку i ∈ U (2), допускающую пере-
ключение режимов. Пусть к моменту времени t ∈ [0, T ] она вырабатывает
следующее количество продукции в первом и втором режимах соответ-
ственно:

M1
i (t) =

t∫

0

w1
i (p) dp, M2

i (t) =

t∫

0

w2
i (p) dp.
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В частности, M1
i (T ) и M2

i (T )— общий объём продукции, выработанный
установкой i ∈ U в первом и втором режимах за весь интервал вре-
мени [0, T ]. Величина M1

i (t)/M
1
i (T ) представляет собой долю продук-

ции, выработанную в первом режиме к моменту времени t, а разность
1−M2

i (t)/M
2
i (T ) равна доле продукции второго режима, которую пред-

стоит выработать за интервал времени [t, T ].
Для перехода к дискретному управлению вычислим время переклю-

чения режимов t = t∗i на установке i ∈ U из соотношения

M1
i (t)

M1
i (T )

= 1−
M2

i (t)

M2
i (T )

,

т. е. из равенства

1

M1
i (T )

t∫

0

w1
i (p) dp +

1

M2
i (T )

t∫

0

w2
i (p) dp = 1.

В силу монотонности левой части данного уравнения по переменной t
время переключения определено однозначно.

В дальнейшем будем считать, что при 0 6 t < t∗i установка i ∈ U (2)

работает в первом режиме, при t∗i 6 t 6 T — во втором. Тем самым функ-
ция si(t), обеспечивающая переключение режимов, определяется одно-
значно равенством (11), в котором t(i) = t∗i .

Определив функцию переключения режимов на всех установках, до-
пускающих переключение, необходимо вычислить новые значения пото-
ков продукции и запасов резервуаров, удовлетворяющих всем ограни-
чениям задачи календарного планирования. Для этого следует заново
минимизировать квадратичный целевой функционал Jreg с ограничени-
ями (7)–(9). Принципиальное отличие от ранее решённой задачи (7)–(10)
заключается в том, что функции si(t) уже выбраны и потоки qki, qik,
инцидентные установкам с переключением режимов, согласно форму-
лам (6) зависят только от мощностей Wi = Wi(t). Иначе говоря, требу-
ется решить задачу (7)–(10), в которой минимизация целевого функци-
онала происходит только за счёт выбора мощностей установок из допу-
стимого диапазона значений. Эта задача выпуклая и может быть решена
стандартными методами решения задач квадратичного программирова-
ния (см. [1]).

5. Пример задачи календарного планирования

На рис. 2 представлен граф производства, включающий четыре уста-
новки Yi, i = 1, . . . , 4, семь узлов смешения продукции (I)–(VII) и семь
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резервуаров накопления и хранения продукции Ri, i = 1, . . . , 7. Подпи-
санными стрелками на графе отмечены входящие и выходящие потоки
продукции.

Рис. 2. Фрагмент графа предприятия

Отличительной особенностью этого графа является то, что среди че-
тырёх установок первые три имеют изменяющиеся со временем пото-
ки, а на четвёртой установке все потоки стационарны. Для всех потоков
и резервуаров заданы диапазоны изменения их величин. Известны пери-
од времени [0, T ], на котором ведётся планирование, и плановый объём
некоторых видов продукции за этот период, а также начальное значе-
ние запасов во всех резервуарах. На каждой установке заданы рецепты
режимов работы.

Требуется определить мощности установок и их моменты переклю-
чений с одного режима работы на другой с целью выполнения плана
производства разных видов продукции на заданном отрезке времени (ка-
лендарное планирование).

Установки Y1, Y2 и Y3 могут работать в одном из двух режимов, сум-
марный поток, проходящий через установку, нефиксирован, а режим
установки Y4 неизменен, и суммарный поток, проходящий через уста-
новку, фиксирован и равен W4 = 0,96.
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Рассмотрим рецепты, заданные на установках. Начнём с первой уста-
новки. Суммарный поток на этой установке обозначим через W1(t) =
w1
1(t) +w2

1(t). Известно, что 2,25 6W1(t) 6 2,35. Тогда в первом режиме
на этой установке

g17(t) = 1 · w1
1(t), g18(t) = 1 · w1

1(t), g19(t) = 0 · w1
1(t),

а во втором

g17(t) = 1 · w2
1(t), g18(t) = 0,4815 · w2

1(t), g19(t) = 0,5185 · w2
1(t).

За суммарную производительность второй установки примем W2(t) =
w1
2(t) + w2

2(t). Тогда в первом режиме на второй установке

g13(t) = 1 · w1
2(t), g1(t) = 0,6592 · w1

2(t), g2(t) = 0,07 · w1
2(t),

g3(t) = 0,1008 · w1
2(t), g4(t) = 0,17 · w1

2(t),

g5(t) = 0 · w1
2(t), g6(t) = 0 · w1

2(t),

во втором режиме на второй установке

g13(t) = 1 · w2
2(t), g1(t) = 0,7333 · w2

2(t), g2(t) = 0,0383 · w2
2(t),

g3(t) = 0,0583 · w2
2(t), g4(t) = 0,1204 · w2

2(t),

g5(t) = 0,0366 · w2
2(t), g6(t) = 0,0131 · w2

2(t).

Аналогично в первом режиме на третьей установке с суммарной про-
изводительностью W3(t) = w1

3(t) + w2
3(t) имеем

g14(t) = 1 · w1
3(t), g15(t) = 0 · w1

3(t), g7(t) = 0,5268 · w1
3(t),

g8(t) = 0,0534 · w1
3(t), g9(t) = 0,0453 · w1

3(t), g10(t) = 0,3341 · w1
3(t),

g11(t) = 0 · w1
3(t), g12(t) = 0,0404 · w1

3(t), g16(t) = 0 · w1
3(t),

а во втором режиме на третьей установке

g14(t) = 0 · w2
3(t), g15(t) = 1 · w2

3(t), g7(t) = 0 · w2
3(t),

g8(t) = 0,2219 · w2
3(t), g9(t) = 0,2383 · w2

3(t), g10(t) = 0 · w2
3(t),

g11(t) = 0,5078 · w2
3(t), g12(t) = 0 · w2

3(t), g16(t) = 0,032 · w2
3(t).

Четвёртая установка имеет постоянную производительность W4(t) =
w4(t) = 0,96 и постоянно работает в следующем режиме:

g22 = 0,877 · w4 = 0,877 · 0,96 = 0,84192,

g21 = 0,123 · w4 = 0,11808, g20 = 1 · w4 = 0,96.

Также предполагаются заданными ограничения на входящие потоки
в первые три узла смешения:

6,6 6 y1 6 6,9, 0,7 6 y2 6 0,73, 0,9 6 y3 6 0,95.
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В начальный момент времени все установки работают в первом режи-
ме (каждая в своём). Дифференциальные уравнения из (1) имеют для
этого примера вид

ẋ1 = 0,84192, ẋ2 = −g16, ẋ3 = −y6,

ẋ4 = y4, ẋ5 = y5, ẋ6 = g14, ẋ7 = g15.

Алгебраические уравнения, возникающие из-за наличия узлов смеше-
ния, имеют вид

y1 − g1 − g7 = 0, y2 − g2 − g8 = 0,

y3 − g3 − g9 = 0, g18 − g10 − g4 = 0,

g19 − g11 − g5 = 0, 0,11808 − g12 − g6 = 0,

0,9998y5 − (g13 − y4) = 0, g13 + y6 − y4 − y5 = 0.

По плану производства количество продукции типов 1, 4, 5, 6, 7 за весь
период планирования равно 7,57728, 34,94, 42,55, 11,7, 8,5 соответственно.

Таблица 1

Результаты расчётов количества
выработанной продукции

Тип 1 4 5 6 7
Количество 7,5573 34,9330 42,5430 11,6974 8,4941

К рассматриваемому примеру применён предложенный выше метод
решения задачи календарного планирования. В табл. 1 представлены ре-
зультаты расчётов плановых величин. Из таблицы видно, что максималь-
ная погрешность их вычисления не превосходит 0,02.

Несложно показать, что в описанном примере аналитическое решение
единственно и точное время переключения установок 1, 2, 3 совпадает
и равно 4. В табл. 2 представлены полученное в результате расчётов
время переключения на сетках с разным числом узлов τ. Из таблицы
следует, что отклонение расчётного времени переключения от точных
значений уменьшается с ростом τ.

Таблица 2

Время переключения каждой из установок
при разных значениях числа узлов τ по времени

τ Установка 1 Установка 2 Установка 3
45 3,9 4,1 3,9
90 3,95 4,05 3,95
180 3,975 4,025 3,975
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Рис. 3. Производительность установок до дискретизации управления (слева)
и после дискретизации управления (справа)

Графики производительности установок в зависимости от времени
изображены на рис. 3.

Нетрудно видеть, что графики производительности установок слева
(до дискретизации) не могут быть использованы для управления произ-
водством. Действительно, в интервале времени t ∈ (3, 4) вторая установ-
ка одновременно работает в двух режимах, что не может быть реали-
зовано на практике. После дискретизации (графики справа) управление
имеет ярко выраженный вид «ступенек», что соответствует реальному
режиму работы установок.

На рис. 4 представлены графики запасов в резервуарах: слева — для
резервуаров 2 и 3, справа — для остальных. Отметим, что значения за-
пасов в резервуарах до дискретизации отличаются от их значений после
дискретизации незначительно.

5 100
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Рис. 4. Графики запасов в резервуарах после дискретизации
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Заключение

В работе предложен оригинальный подход к решению задачи кален-
дарного планирования, в рамках которого предлагается исходную зада-
чу дискретной оптимизации привести к выпуклой задаче непрерывной
минимизации, а затем вернуться к решению дискретной задачи с помо-
щью специально разработанного алгоритма. Отметим, что такой подход
позволяет использовать разработанный на текущий момент аппарат для
решения задач оптимизации [10, 13].

Предложенный в работе пример является участком нефтеперерабаты-
вающего завода. Решение, представленное на рис. 3, 4, получено в резуль-
тате расчётов на однопроцессорном компьютере в однопоточном режиме.
Весь завод состоит более чем из тысячи объектов. Возможно применение
алгоритма к расчёту календарного плана всего производства без поте-
ри точности вычислений, что потребует увеличения расчётного времени
и, как следствие, переход к параллельным вычислениям на многопроцес-
сорных комплексах.

Метод внутренней точки, использованный для получения календар-
ного плана, является одношаговым итерационным алгоритмом условной
минимизации. Как во всяком итерационном алгоритме, распараллелива-
нию подлежат вычисления внутри итерации, связанные с умножением
матриц, умножением матрицы на вектор и т. п. Расчётное время напря-
мую зависит от числа итераций, необходимых для достижения требуемой
точности. Число итераций, в свою очередь, зависит от выбора итераци-
онных параметров и начального приближения.

Заметим, что время расчёта также зависит от выбора шага сетки
по времени на отрезке [0, T ]. Вычисления на грубых сетках требуют зна-
чительно меньше времени, чем на сетках с мелким шагом, поэтому при
построении календарного плана имеет смысл проводить расчёты на сгу-
щающихся сетках: сначала выполнить расчёт на грубой сетке и взять его
результаты в качестве начального приближения для дальнейших вычис-
лений.
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posed. The production consists of units processing raw materials, stor-
age tanks, and mixing units. The processing units are assumed to oper-
ate in one of two known modes. Switching from one mode to another can
be carried out no more than once. The problem of finding the optimal
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Аннотация. Доказано, что сложность универсальной префиксной
схемы глубины n на 2n входах с ограничением 2 на ветвление выхо-
дов элементов не меньше 0,75(n− 1)2n. Также приводится несколь-
ко простых конструкций и верхних оценок сложности префиксных
схем с ветвлением 2 и глубиной n+ k. Ил. 4, библиогр. 14.

Ключевые слова: параллельная префиксная схема, схема с огра-
ниченным ветвлением, сложность схемы, глубина схемы.

Введение

Пусть (S, ◦) — полугруппа. Множество функций

x1 ◦ x2 ◦ · · · ◦ xi, 1 6 i 6 m, (1)

называется системой префиксных сумм переменных x1, . . . , xm, прини-
мающих значения в S. Схемы из функциональных элементов над бази-
сом {x ◦ y, x}, реализующие систему (1), называют префиксными схема-

ми. Напомним, что сложностью и глубиной схемы называются соответ-
ственно общее число элементов схемы и максимальное число элементов
в ориентированном пути, соединяющем вход и выход схемы. Подробнее
о понятиях схемы, сложности и глубины см., например, в [1, 2]. (При-
меры префиксных схем показаны на рис. 1.) Под ветвлением вершины
в графе (или элемента в схеме) далее понимаем число рёбер, исходящих
из неё.

Префиксные схемы применяются во многих теоретических и приклад-
ных задачах синтеза, например в конструкциях сумматоров двоичных
чисел, а также в задачах сортировки, решения линейных рекуррентных
последовательностей. В ряде задач возникает потребность в построении
параллельных префиксных схем, т. е. имеющих глубину O(logm) отно-
сительно числа входов m.

© И. С. Сергеев, 2024
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Универсальные префиксные схемы правильно вычисляют суммы неза-
висимо от выбора полугруппы S 1). Легко проверить, что неизбыточ-
ная 2) универсальная схема использует только операции вида s1 ◦ s2, где
s1 = xi ◦ xi+1 ◦ · · · ◦ xj и s2 = xj+1 ◦ xj+2 ◦ · · · ◦ xk.

Пусть L(P ) означает сложность схемы P, а Lf (k,m)— сложность ми-
нимальной универсальной префиксной схемы m переменных и глубины
⌈log2m⌉ + k с ограничением f на ветвление входов схемы и внутренних
элементов и ограничением f − 1 на ветвление выходов схемы 3). Поло-
жим Lf (m) = Lf (0,m) и L() = L∞(). Далее, как правило, ограничиваемся
рассмотрением наиболее интересного и важного случая m = 2n.

Разнообразные конструкции параллельных префиксных схем пред-
лагались с 1960-х гг., но только около 1980 г. Ладнер и Фишер [3] по-
казали, что можно строить схемы минимальной глубины и линейной
сложности. В частности, ими было доказано, что L(2n) < 4 · 2n. Вско-
ре Фич [4] улучшила верхнюю оценку и получила нетривиальную ниж-
нюю: L(2n) > (10/3 − o(1)) · 2n. Автор [5, 6] установил точное значе-
ние сложности, имеющее вид L(2n) = (3,5 − o(1)) · 2n. Лучшие верхние
оценки для схем почти минимальной глубины также получены в [5, 6].
Они имеют вид L(k, 2n) 6 (2 + 2−k)2n − O(2(n−k)/2) при 1 6 k ≪ n.

При k > (logϕ 2 − 1)n − O(1) ≈ 0,44n − O(1), где ϕ = 1+
√
5

2 , выполнено
L(k, 2n) = 2n+1 − n − k − 2 (см. [7]). Более подробное изложение этой
линии результатов см. в [6].

С точки зрения электроники существенное влияние на характеристи-
ки схемы, помимо глубины и сложности, оказывает также степень ветв-
ления элементов: чем степень меньше, тем лучше. Поэтому значитель-
ный объём прикладных и теоретических исследований посвящён парал-
лельным префиксным схемам с ограниченным ветвлением. Отметим, что
только ограничение 2 на ветвление принуждает к использованию тож-
дественных элементов. В других случаях без них можно обойтись.

Изящную конструкцию схем минимальной глубины и ветвления 2
предложили в начале 1970-х гг. Коге и Стоун [8]. Их пример доказы-
вает оценку

L2(2
n) 6 (n− 0,5)2n. (2)

Принципиальный результат получила Фич [4], показав, что линейная
сложность для схем минимальной глубины с ветвлением 2 недостижима:

L2(2
n) > (n+ 1)2n−1 −O(n2). (3)

1) Достаточно потребовать, чтобы результат был правильным, скажем, для группы
симметрий окружности (см. [6]).

2) Т. е. не содержащая элементов, не связанных с выходами.
3) Более жёсткое условие на ветвление выходов накладывается, чтобы обеспечить

возможность использования префиксных схем в качестве подсхем.



О сложности параллельных префиксных схем 153

С другой стороны, при любом f > 3 выполнено Lf (2
n) = O(2n). Фич

указала способ построения таких схем 4).
Ослабляя ограничение на глубину, можно добиться линейной слож-

ности и для схем с ветвлением 2. Подобную схему построили Брент
и Кунг [9]. Их конструкция влечёт оценку L2(n−1, 2

n) 6 2,5·2n−n−3. Ис-
пользуя рекурсивный метод [3], но выбирая схему Коге — Стоуна в каче-
стве базовой, Хан и Карлсон [10] построили семейство схем, приводящее
при 1 6 k 6 n− 1 к оценке сложности 5)

L2(k, 2
n) 6 (n− k − 3)2n−k + 5 · 2n−1 − k. (4)

Автор [6] предложил модификацию базовой схемы, уточнив оценку слож-
ности при 1 6 k 6 n− 2 до

L2(k, 2
n) 6 (n− k − 3,25)2n−k + 5 · 2n−1 − k. (5)

Схемы из двух семейств отличаются только числом тождественных эле-
ментов. Нижняя оценка из [4] имеет вид

L2(k, 2
n) > (n− 2)2n−k−1 + 2n −O(n22−k)

и содержательна только при k ≪ log2 n, поскольку при больших k прио-
ритет имеет оценка L(k, 2n) > 2n+1−n− k− 2, вытекающая из стандарт-
ного соотношения

L+D > 2m− 2, (6)

справедливого для произвольной префиксной схемы m переменных глу-
бины D 6) с числом двухвходовых элементов L [4, 11]. Схемы, на которых
достигается равенство в (6), называют оптимальными.

Схемы линейной сложности с ветвлением f > 3, построенные Фич [4],
не вполне практичны, поскольку мультипликативные константы в оцен-
ках велики: например, L3(2n) 6 54,25 · 2n. В современной работе [12] ав-
торы путём модификации семейства схем Ладнера — Фишера получили
более аккуратные оценки, в частности L3(2

n) 6 (7,75 + o(1)) · 2n.
Имеется обширная литература по параллельным префиксным схемам

с различными ограничениями на ветвление элементов. Например, в ра-
ботах [13, 14] построены оптимальные параллельные префиксные схемы
с ветвлением 2 и максимально возможным числом входов (там же при-
водится подробная библиография по этому направлению). Минималь-
но возможная глубина оптимальной схемы с ветвлением 2 на m входах

4) Она также получила верхние оценки сложности схем с ветвлением 2, но они, во-
первых, превышают сложность схем Коге — Стоуна, а во-вторых, демонстрируются
на схемах, некоторые входы которых имеют ветвление 3.

5) В качестве частного случая при k = n− 1 получается схема Брента — Кунга.
6) Более точно, оценка доказывается для D, равного глубине вычисления старшей

префиксной суммы — суммы всех переменных — в схеме.
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оказывается равной ⌊log2m⌋ + ⌊log2(2m/3)⌋. Однако общая сложность
схем с учётом тождественных элементов авторами не оценивалась.

Далее докажем нижнюю оценку L2(2
n) > 3

4(n − 1)2n, сокращая раз-
рыв между известными верхней (2) и нижней (3) оценками сложности
параллельных префиксных схем с ветвлением 2. Новая оценка опира-
ется на свойство минимальных схем вычислять только «интервальные»
суммы вида xl ◦ xl+1 ◦ · · · ◦ xr, поэтому справедлива не только для уни-
версальных схем, но и для схем над конкретными некоммутативными
полугруппами, включая идемпотентные. В частности, она применима
в случае полугруппы, используемой при построении (префиксных) сум-
маторов 7). Отметим, что предшествующая оценка Фич выполняется для
схем над любой конкретной полугруппой, за исключением вырожденных
случаев 8).

В заключение сделаем несколько простых замечаний относительно
верхних оценок сложности. Сначала покажем, что оценки (4), (5) могут
быть уточнены на величину O(2k). Далее, докажем, что асимптотически
минимально возможная для параллельной схемы оценка L2(k,m) = (2 +
o(1))m достигается при k = O(log logm), а при k = (1 + o(1)) log2m
демонстрируется оптимальными префиксными схемами.

1. Нижняя оценка

Лемма 1. В корневом бинарном дереве с m листьями минимально

возможная сумма длин всех путей от корня к листьям равна (l+1)m−2l,
где l = ⌈log2m⌉.

Доказательство. Это решение известной оптимизационной задачи,
связанной с неравенством Крафта — Макмиллана и алфавитным кодиро-

ванием. Задача состоит в минимизации суммы (глубин листьев)
m∑
i=1

di при

условии (существования дерева с заданным набором глубин)
m∑

i=1

2−di 6 1. (7)

Несложно видеть, что решение доставляет набор чисел di, которые при-
нимают одно или два соседних целочисленных значения. Действительно,
если, скажем, d1 6 d2 + 2, то пару чисел d1, d2 можно заменить парой
d1 + 1, d2 − 1. При этом целевая сумма не изменится, а неравенство (7)
останется в силе.

В оптимальном дереве 2l −m вершин расположены на глубине l − 1
и 2m− 2l — на глубине l. Лемма 1 доказана.

7) Имеется в виду множество {0, 1}2 с операцией (f, g) ◦ (f ′, g′) = (f ∨ gf ′, gg′).
8) Скажем, когда сумма a ◦ b не зависит от одного из слагаемых.
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Далее для записи интервальных префиксных сумм будем использо-
вать сокращённое обозначение x[l;r] = xl ◦ xl+1 ◦ · · · ◦ xr.

Напомним, что в неизбыточной универсальной префиксной схеме лю-
бой элемент вычисляет сумму вида x[l;r]. Число r назовём индексом эле-
мента.

Теорема 1. Справедливо L2(2
n) > 3

4 (n− 1)2n.

Доказательство. При n > 2 рассмотрим неизбыточную префикс-
ную схему Π глубины n на 2n входах. Схему можно условно разбить
на две половины: в левой — элементы с индексами из [1, 2n−1], в пра-
вой — с индексами из [2n−1 + 1, 2n]. Обозначим через λ(Π) и ρ(Π) число
элементов в левой и правой половинах схемы соответственно.

Следующее наблюдение обычно для анализа параллельных префикс-
ных схем минимальной глубины безотносительно ограничений на ветв-
ление элементов.

Утверждение 1. ρ(Π) > L2(2
n−1) + 2n−1.

Доказательство. Заметим, во-первых, что в правой половине схе-
мы на глубине n расположены 2n−1 элементов, вычисляющих финальные
суммы x[1;i], 2

n−1 < i 6 2n, как s0i ◦s
1
i , где подсумма s0i вычисляется в ле-

вой половине схемы, а s1i — в правой на глубине не выше n− 1.
Оборвём рёбра, соединяющие элементы из левой половины с элемен-

тами из правой. Тогда элементы, прежде вычислявшие суммы s1i , будут
вычислять суммы x[2n−1+1;i], т. е. все возможные префиксные суммы пе-
ременных x2n−1+1, x2n−1+2, . . . , x2n с глубиной n − 1. Степени ветвления
элементов в правой половине схемы Π при этом не изменяются. Утвер-
ждение 1 доказано.

Теперь оценим снизу λ(Π). Будем анализировать пути, соединяющие
входы xi, 1 6 i 6 2n−1, с выходами qj, вычисляющими суммы x[1;j]. Для
любой пары (i, j) при i 6 j в универсальной схеме Π имеется ровно один
путь от xi до qj 9). Если путь из xi в qj, где i 6 j, не содержит элемента
глубины d, то будем говорить, что путь пропускает уровень d.

I. Сделаем несколько простых замечаний. Пусть Ed
[r1,r2]

обозначает
множество расположенных на глубине d элементов схемы Π с индексами
в интервале [r1, r2].

9) В общем случае путей может быть несколько. Доказательство проходит и в неко-
торых таких ситуациях, например, в случае идемпотентной некоммутативной опера-
ции. Тогда следует выбрать по одному пути для каждого выхода так, чтобы множе-
ство выбранных путей образовывало дерево (с корневой вершиной x1), а остальные
пути не принимать в расчёт.
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1) Отметим, что любой путь из вершины xi к выходам либо проходит
через элемент из Ed

[i,i+2d−1]
, либо пропускает уровень d.

2) Через любой элемент (в силу ограничения на ветвление) проходит
не более 2n различных путей, соединяющих входы и выходы схемы: эле-
мент на глубине d связан не более чем с 2d входами и не более чем с 2n−d

выходами.
3) Согласно лемме 1 пути от входа xi, где i 6 2n−1, к выходам (таких

путей 2n− i+1) пропускают суммарно не более i−1 уровней (напомним,
что всего в схеме n уровней).

II. Обозначим через λd =
∣∣Ed

[1,2n−1]

∣∣ число элементов в левой половине
схемы Π на глубине d. Согласно замечаниям из предыдущего пункта
через эти элементы проходит не более λd2n путей между входами и вы-
ходами схемы. Пути из вершин x1, . . . , x2n−1−2d+1 могут проходить толь-
ко через эти элементы, либо пропускать уровень d. Общее число путей
из указанных вершин к выходам равно

πd = 2n+(2n−1)+ · · ·+(2n−1+2d) = 3(22n−3+2n−2)−(2n−1)2d−1−22d−1.

Таким образом, не менее σd = max{0, πd−λd2
n} из этих путей пропускают

уровень d.
Оценивая при помощи леммы 1 общее число пропусков уровней путя-

ми от входов x1, . . . , x2n−1−1 к выходам, получаем

n−1∑

d=1

σd 6
1

2
(2n−1 − 1)(2n−1 − 2) = 22n−3 − 3 · 2n−2 + 1.

Ввиду оценки λd > 2−n(πd − σd) получаем

λ(Π) >

n−1∑

d=1

λd > (3n− 4)2n−3 +
3n

4
− 2−n −

− (1− 2−n)

n−1∑

d=1

2d−1 − 2−n
n−1∑

d=1

22d−1 =

= 3n2n−3 −
7

6
· 2n +O(n). (8)

При помощи утверждения 1 отсюда уже извлекается оценка сложно-
сти в виде L2(2n) > 3

4 ·n2
n−O(2n). В следующем пункте уточним линейное

слагаемое (порядка 2n) в (8), чтобы получить чуть более точную оценку,
указанную в формулировке теоремы.

III. При n > 4 оценим более аккуратно число элементов на уровнях
n− 3, n− 2, n− 1. Запишем

λn−2 = λn−2,0 + λn−2,1, λn−3 = λn−3,0 + · · ·+ λn−3,3,
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где λn−k,i =
∣∣En−k

[i2n−k+1,(i+1)2n−k ]

∣∣. Напомним, что элемент на глубине n−k

связан путями не более чем с 2k выходами схемы.
Все пути из x1 к выходам проходят через элементы из Ed

[1,2d]
, этих

путей 2n, они не пропускают уровни, поэтому λn−1 = 2n−1, λn−2,0 = 2n−2,
λn−3,0 = 2n−3.

Пути из x2n−2+1 проходят через элементы из Ed
[2n−2+1,2n−2+2d]

либо

пропускают соответствующие уровни, всего путей 3 · 2n−2, а число про-
пусков не превосходит 2n−2, поэтому

max{3 · 2n−2 − 4λn−2,1, 0}+max{3 · 2n−2 − 8λn−3,2, 0} 6 2n−2,

откуда λn−2,1 + λn−3,2 > 7 · 2n−5.

Наконец, пути из вершины xi2n−3+1 проходят через En−3
[i2n−3+1,(i+1)2n−3]

или пропускают уровень n − 3, таких путей (8 − i)2n−3, а пропускают
они суммарно не более i2n−3 уровней, поэтому получаем λn−3,1 > 3 ·2n−5

и λn−3,3 > 2n−5.
Окончательно находим: λn−1 + λn−2 + λn−3 > 39 · 2n−5. Теперь оцен-

ка (8) усиливается до следующей:

λ(Π) >

n−1∑

d=1

λd > 39 · 2n−5 + 2−n
n−4∑

d=1

πd − 2−n
n−1∑

d=1

σd >

> 39 · 2n−5 + (3n− 13)2n−3 +
3n− 9

4
− 2−n −

− (1− 2−n)

n−4∑

d=1

2d−1 − 2−n
n−4∑

d=1

22d−1 =

= 3n2n−3 −
181

192
· 2n−1 +

3n

4
−

19

16
−

22−n

3
> 3n2n−3 − 2n−1,

так как внутренние суммы в третьей строке равны 2n−4−1 и 2
3(4

n−4−1).

IV. Применяя утверждение 1, приходим при n > 4 к рекуррентному
соотношению

L2(2
n) > L2(2

n−1) +
3

4
n2n−1.

В качестве базы индукции возьмём достаточно несложно получаемую
оценку 10)

L2(8) > 13. Теперь соотношение разрешается так, как заяв-
лено в формулировке теоремы. Результат верен и в случае 0 6 n 6 3.
Теорема 1 доказана.

10) Например, она следует из легко проверяемого соотношения L2(4) = 6 и утвер-
ждения 1, применяемого с n = 3. На самом деле, рассуждение п. III вместе с утвер-
ждением 1 приводят к оценке L2(8) > 17.
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2. Некоторые верхние оценки

2.1. Напомним способ, которым строятся схемы почти минимальной
глубины с ветвлением 2, дающие оценки сложности (4) и (5). Указанные
конструкции основаны на базовых схемах Коге — Стоуна [8] минималь-
ной глубины и их модификации из работы [6]. Схемы этих семейств обо-
значаем через Kn и Sn соответственно, где 2n — число входов. На рис. 1
показаны схемы с 8 входами.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

K3 S3

Рис. 1. Схема Коге — Стоуна (слева) и схема из [6] (справа)

При изображении префиксных схем следуем традиции располагать
входы сверху слева направо, элементы с одинаковым индексом — друг
под другом, элементы одного уровня — на одной горизонтали. Элементы
обозначаются чёрными кружками.

В рекурсивных построениях применяются варианты базовых схем, до-
строенные до схем с нулевым ветвлением выходов. На рис. 1 дополни-
тельные элементы изображаются белыми кружками, а соединительные
линии — пунктиром. Таким образом достроенные варианты схем будем
обозначать через K0

n и S0
n.

Схемы Коге — Стоуна Kn имеют простую регулярную структуру. По-
ясним строение схемы Sn на рис. 2. Схема Sn+1 составлена из подсхем K0

n

и Sn, которые стыкуются на первых n− 1 уровнях по правилу схем Ко-
ге — Стоуна. В результате стыковки элементы bj на уровне n− 1 в левой
половине подсхемы Sn вычисляют суммы x[2n−1+j+1;2n+j], j = 1, . . . , 2n−1.

Элемент bj соединён с одним (cj) или двумя 11) (b′j и cj) выходами подсхе-
мы Sn. Выход aj подсхемы K0

n, в котором вычисляется сумма x[1;2n−1+j],

и элементы bj (либо b′j) и cj участвуют в вычислении пары финальных
префиксных сумм. Сумма x[1;2n−1+j] вычисляется повторно на следую-
щем уровне.

Сложность схем Kn и Sn совпадает, L(Kn) = L(Sn) = (n− 0,5)2n, при
этом дополненные схемы S0

n имеют меньшую сложность, чем схемы K0
n,

11) С одним при j 6 2n−2 и с двумя при j > 2n−2.
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x1 x2 x3 x4

S2

x1 . . . x2n x2n+1 . . . x2n+1

aj

. . . . . . . . .

b′j

bj
. . . . . . . . .

cj

K0
n Sn

Sn+1

Рис. 2. Рекурсивное определение схем Sn

а именно, L(K0
n) = n2n и L(S0

n) = (n − 0,25)2n (разница в числе тожде-
ственных элементов).

В методе из [10] (который по сути является переложением метода
из [3] на схемы с ограничением ветвления) строятся схемы Πk,n глуби-
ны n+k на 2n входах, которые имеют вид, изображённый на рис. 3. Входы
разбиты на группы по 2k штук. Суммы в группах вычисляются полны-
ми бинарными деревьями Bk. Их выходы присоединены к префиксной
схеме Πn−k минимальной глубины. На выходах этой подсхемы реали-
зуются все префиксные суммы с числом слагаемых, кратным 2k. Пол-
ный комплект сумм исходных переменных вычисляется присоединённы-
ми «корневыми» вершинами к выходам внутренней подсхемы «перевёр-
нутыми» бинарными деревьями Qk, а также деревьями Q1, Q2, . . . , Qk−1,

x1 . . . x2k

Bk

x2k+1 . . . x2·2k

Bk

. . . x2n−2k

Bk

. . . x2n

Bk. . .

q2k
. . .

Qk

q2·2k
. . .

Qk

q2n−2k
. . . q2n−1

Qk

. . .

Πn−k

q2n

. . .

q2k−2

Qk−2

q2k−1

Qk−1

Рис. 3. Схема Πk,n
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︸
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︸
. . .

. . .

. . .

. . .

. . .. . .

Q3 Qj,t

Рис. 4. Конструкции (под)схем Qj и Qj,t

присоединёнными к внутренним элементам главной цепочки 12) первого
дерева Bk. Другими входами подсхем Qj являются переменные и проме-
жуточные суммы, вычисляемые на первых k−1 уровнях. На рис. 4 слева
изображён пример схемы Q3 (с 8 выходами). На выходах qj схемы Πk,n

вычисляются суммы x[1;j].
На схемах Πk,n достигаются оценки сложности (4) или (5), в зави-

симости от того, какая базовая схема используется. Отметим, что они
удовлетворяют ещё одному существенному ограничению: старшая пре-
фиксная сумма вычисляется на глубине n.

Заметим, что обведённый пунктиром (левый верхний) фрагмент схе-
мы Πk,n имеет запас по глубине и поэтому реализован неоптимально.
Чтобы получить небольшой выигрыш в сложности, вместо схем Qj для
вычисления финальных сумм в рассматриваемом фрагменте можно ис-
пользовать схемы типа Qj,t. Схема Qj,t функционально эквивалентна схе-
ме Qj+t. Она позволяет получить 2j+t выходных сумм, но имеет глубину
j + 2t − 1 (см. рис. 4 (справа)). Внутренняя подсхема Q0

j (т. е. схема Qj ,

дополненная до схемы с нулевым ветвлением выходов) вычисляет сум-
мы с числом слагаемых, кратным 2t. Остальные суммы вычисляются
последовательно прибавлением одной переменной к уже вычисленным.
Схема Qj,1 совпадает с Qj+1.

Без учёта корневой вершины схемы Qj+t и Qj,t содержат по 2j+t − 1
бинарных элементов, но 2j+t−1 − 1 и 2j − 1 тождественных элементов
соответственно.

Таким образом, замена подсхем Qj в выделенной части схемы Πk,n

подсхемами Qj−t,t с максимально возможным t позволяет при k > 3 уточ-
нить оценки (4), (5) на величину O(2k) за счёт сокращения некоторых
тождественных элементов.

12) Главная цепочка соединяет вход x1 c выходом, в котором вычисляется стар-
шая префиксная сумма. В данном случае элементы цепочки вычисляют суммы
x[1;2], x[1;4], . . . , x[1;2k−1].
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При малых k экономия незначительна, однако, например, сложность
схемы Брента — Кунга (k = n − 1) только при замене Q3, Q4, . . . Qk−1

на Q1,2, Q2,2, . . . Qk−3,2 уменьшается на 2n−3− 1 до 23
8 · 2

n −n− 2 и далее
ещё примерно на 0,01 · 2n при использовании подсхем Qj,t c t > 3.

Если дублировать элементы в главной цепочке (ограничение на ветв-
ление это позволяет), то вообще все внешние подсхемы Q3, Q4, . . . Qk

можно заменить подсхемами Qj,t c t > 2, что приводит к схеме сложно-
сти менее 2,25 ·2n, но при этом число бинарных элементов увеличивается
на n− 2.

Отказ от (несколько искусственного) ограничения на глубину вычис-
ления старшей префиксной суммы позволил бы перейти к ещё более эко-
номным конструкциям. Далее сформулируем несколько общих оценок.

2.2. Как следует из (6), число L бинарных элементов в префиксной
схеме c m входами, имеющей глубину D (или глубину D вычисления
старшей суммы x[1;m]), никогда не меньше чем 2m −D − 2. Оценка до-
стигается, если D не слишком мало, в частности в случае ограничения 2
на ветвление элементов, при

D > ⌊log2m⌋+ ⌊log2(2m/3)⌋ = 2 log2m−O(1).

Соответствующие конструкции схем приведены в [13, 14]. Фактически
из процедуры построения следует доказательство минимальности глуби-
ны для класса оптимальных схем. Схема [9] оптимальна в слабом смысле,
т. е. при дополнительном ограничении на глубину вычисления старшей
суммы, и также имеет минимально возможную для оптимальной схемы
глубину.

Приведём несколько простых результатов для общей сложности. Мно-
жество элементов любой префиксной схемы можно разбить на оригина-
лы и дубликаты. Суммы, вычисляемые оригиналами, попарно различны.
Дубликат вычисляет сумму, которая либо тождественна одной из пере-
менных, либо встречается среди сумм, вычисляемых оригиналами. Легко
проверить, что число дубликатов в любой схеме с ветвлением 2 по по-
рядку не меньше m/D. Справедлива

Лемма 2. Число дубликатов в префиксной схеме глубины D с m вхо-

дами и ветвлением 2 не меньше m−D−1
2(D−1) .

Доказательство. Обозначим через U множество всех элементов не-
избыточной схемы, в которых вычисляются суммы x[1;i]. Через U2 обо-
значим множество всех бинарных элементов в U. Заметим, что бинарные
элементы вычисляют все m− 1 префиксных сумм x[1;i], кроме x1.

Множество U2 естественным образом распадается на непересекающи-
еся ориентированные цепочки с выколотыми стартовыми вершинами: та-
кие вершины принадлежат U, но не обязательно U2. Опишем подходящее
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неприводимое разбиение — такое, в котором никакие две цепочки нельзя
объединить в одну.

Будем строить цепочки в порядке возрастания глубины стартовых
вершин до тех пор, пока множество U2 не будет исчерпано. Формируя
очередную цепочку, продолжаем её до тех пор, пока к ней нельзя бу-
дет добавить новую вершину из U2. Главная цепочка (она единственная)
начинается от входа x1. Стартовой вершиной любой очередной цепоч-
ки может быть либо тождественный элемент, либо бинарный элемент
ранее построенной цепочки. В первом случае поставим цепочке в соот-
ветствие стартовый тождественный элемент — можем считать его дубли-
катом. Во втором случае ветвление стартового элемента в схеме равно 2,
поэтому он не может быть выходом, и, как следствие, для него найдётся
дубликат. Среди всех дубликатов (вычисляющих одну и ту же сумму)
выберем и поставим в соответствие построенной цепочке тот, который
1) не был ранее сопоставлен цепочке с бинарным стартовым элементом
и 2) является либо бинарным элементом, либо выходом. Условиям 1 и 2
всегда можно удовлетворить, поскольку среди элементов, вычисляющих
фиксированную сумму x[1;j], бинарных элементов с ветвлением 2 (т. е.
тех, которые могут быть стартовыми вершинами) меньше, чем тех, ко-
торые удовлетворяют условию 2.

По построению каждый элемент-дубликат соответствует не более чем
двум цепочкам разбиения. В главной цепочке вычисляется не более D
выходных сумм, ей не ставятся в соответствие дубликаты. Каждая оче-
редная цепочка добавляет не более чем D − 1 новых выходных сумм.
Лемма 2 доказана.

Дубликаты — это цена, которую приходится платить за ограничение
ветвления. Чаще всего дубликатами являются тождественные элемен-
ты 13).

Теорема 2. Соотношение L2(k,m) = (2 + o(1))m достигается

1) при k = O(log logm);
2) на оптимальной префиксной схеме при k = (1 + o(1)) log2m.

Доказательство. 1) Пусть m = t2n. Разобьём входные переменные
на группы по t штук и вычислим групповые суммы yi = x[(i−1)t+1;it],
1 6 i 6 2n, с глубиной h = ⌈log2 t⌉ и общей сложностью (t− 1)2n.

На входах yi построим префиксную схему глубины n+log2 n и линей-
ной сложности O(2n). Такая схема существует, например, согласно (5).
На выходах схемы вычислены все суммы x[1;it], 1 6 i 6 2n.

13) При условии, что оригиналами могут быть только бинарные элементы.
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Оставшиеся суммы вычислим для каждой группы переменных при
i = 0, . . . , 2n − 1 последовательно как

x[1;it+1] = x[1;it] ◦ xit+1, . . . , x[1;it+t−1] = x[1;it+t−2] ◦ xit+t−1,

используя при необходимости тождественный элемент в начале каж-
дой цепочки 14). Эти вычисления выполняются с глубиной t и сложно-
стью t2n.

Общая сложность схемы равна 2m+O(2n), а глубина — n+log2 n+t+h.
Нужный результат получается, например, при t ∼ log2 n. Конструкция
легко адаптируется на случай произвольного m.

2) Этот пункт доказывается аналогично. Напомним, что оптималь-
ность префиксной схемы заключается в выполнении следующих усло-
вий [4, 7]:
• все её бинарные элементы либо принадлежат дереву, вычисляюще-

му старшую сумму x[1;m], либо вычисляют выходные суммы x[1;i] — по од-
ному разу каждую;
• старшая сумма вычисляется на глубине, равной глубине схемы.
Положим m = t(2n +1)+n. На первом шаге вычисляются групповые

суммы yi = x[(i−1)t+1;it], 1 6 i 6 2n, с глубиной h и общей сложностью
(t− 1)2n.

К выходам yi присоединим схему Брента — Кунга 15): она имеет глу-
бину 2n− 1, сложность около 2,5 · 2n, а старшую сумму y[1;2n] вычисляет
с глубиной n.

Как и в конструкции из п. 1, оставшиеся суммы вычислим по группам
последовательно. При этом добавим в схему 2n цепочек: каждая состоит
из t− 1 бинарных элементов и начинается, при необходимости, с тожде-
ственного элемента. Старшие суммы x[1;t2n+1], . . . , x[1;t2n+t+n] вычисляем
в цепочке длины n + t, присоединённой к старшему выходу подсхемы
Брента — Кунга.

Таким образом, общая сложность схемы равна 2m + O(2n), а глуби-
на равна h + 2n + t < 2 log2m + t и совпадает с глубиной вычисления
старшей суммы. По построению множество бинарных элементов удовле-
творяет условию оптимальности. Нужный результат получается при вы-
боре параметра t медленно растущим, скажем, t ∈ ω(1)∩ o(n). Теорема 2
доказана.

Заметим, что при выборе t = Θ(n) в любой из конструкций теоремы 2
одновременно достигается минимальное по порядку число дубликатов
Θ(m/ logm) для параллельной префиксной схемы (согласно лемме 2),

14) Если цепочка присоединяется к элементу, имеющему ветвление 1.
15) Можно использовать и схемы из [13, 14].
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но ценой дополнительного увеличения глубины. В оптимальной схеме
дубликаты составляют в точности множество тождественных элементов.
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Аннотация. Демонстрируется применение аппарата конструктив-
ного негладкого анализа на задаче минимизации выпуклой кусочно
аффинной функции, заданной в виде суммы модулей от аффинных.
Для общего случая использовалось гиподифференциальное исчис-
ление, в скалярном — субдифференциальное. Из анализа критерия
оптимальности получено, что точку, доставляющую глобальный ми-
нимум, можно найти, решая соответствующую задачу линейного
программирования. В скалярном же случае решением задачи яв-
ляется взвешенная медиана узлов ломаной. Библиогр. 30.

Ключевые слова: кусочно аффинная функция, ломаная, метод
наименьших модулей, субдифференциал, гиподифференциал, взве-
шенная медиана.

Введение

Пусть заданы векторы ak ∈ R
n и числа bk ∈ R, k ∈ 1 : s. Рассмотрим

задачу поиска безусловного минимума
s∑

k=1

|x⊤ak − bk| → min
x∈Rn

. (1)

К проблеме минимизации суммы модулей от аффинных функций сво-
дятся, например, такие прикладные задачи, как машинное обучение, ли-
нейный регрессионный анализ и обработка измерительной информации
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с аномально большими ошибками (сбоями) [1–4], к которой метод наи-
меньших модулей менее чувствителен, чем метод наименьших квадра-
тов [1, 5–7]. К решению задачи минимизации выпуклой кусочно аффин-
ной функции может быть сведена проблема разрешимости интервальной
системы линейных алгебраических уравнений (см. [8, 9]). Заметим, что
и задачи с линейными ограничениями (типа равенств и/или неравенств)
можно свести к задаче (1). Для этого надо воспользоваться аппаратом
точных штрафных функций (см. [10–12]).

В работе проводится исследование экстремальной задачи (1) с задей-
ствованием аппарата конструктивного негладкого анализа [13–17]. Так
как целевая функция выпуклая, для общего случая используется гипо-
дифференциальное исчисление, а для скалярного — субдифференциаль-
ное.

В разд. 1 приводятся вспомогательные сведения из негладкого анали-
за. В разд. 2–4 дана формальная постановка задачи и её решение в общем
случае. В разд. 5 анализируется скалярный случай.

1. Вспомогательные сведения

1.1. Элементы негладкого анализа. Приведём некоторые сведе-
ния из конструктивного негладкого анализа [15–17]. Начнём с основного
понятия, связывающего классический (гладкий) анализ с недифферен-
цируемой оптимизацией — производной по направлению.

Пусть функция f определена на открытом множестве U ⊂ R
n. Поло-

жим S = {g ∈ R
n | ‖g‖ = 1}.

Определение 1. Говорят, что функция f дифференцируема в точ-

ке x0 ∈ U по направлению g ∈ S, если существует конечный предел

f ′(x0, g) = lim
α→+0

f(x0 + αg) − f(x0)

α
.

Величина f ′(x0, g) называется производной функции f в точке x0 по на-

правлению g.

Определение 2. Говорят, что функция f, заданная и конечная на U,
субдифференцируема в точке x0 ∈ U, если её приращение допускает пред-
ставление

f(x0 +∆)− f(x0) = max
v∈∂f(x0)

v⊤∆+ o(‖∆‖), (2)

где ∂f(x0) ⊂ R
n — выпуклый компакт, o(‖∆‖)

‖∆‖ → 0 при ∆→ 0. Множество
∂f(x0) называется субдифференциалом функции f в точке x0.
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Из (2) следует, что у субдифференцируемой в точке x0 функции f(x)
существуют производные по всем направлениям и справедлива формула

f ′(x0, g) = max
v∈∂f(x0)

v⊤g, g ∈ S.

Нетрудно убедиться, что для дифференцируемой в точке x0 функ-
ции f(x) субдифференциал ∂f(x0) состоит из одного элемента {f ′(x0)}.

Определение 3. Говорят, что функция f, заданная и конечная на U,
гиподифференцируема в точке x ∈ U, если существует выпуклый ком-
пакт df(x) ⊂ R×R

n такой, что справедливы разложение в точке x вида

f(x+∆) = f(x) + max
(α,v)∈df(x)

[α+ v⊤∆] + ox(∆),

и равенство
max

(α,v)∈df(x)
α = 0.

Здесь α ∈ R, v ∈ R
n, ox(γ∆)

γ → 0 при γ → 0 для всех ∆ ∈ R
n.

Множество df(x) называется гиподифференциалом функции f в точ-
ке x. Элементы множества df(x) называются гипоградиентами.

Определение 4. Функция f называется непрерывно гиподифферен-

цируемой в точке x ∈ U, если она гиподифференцируема в каждой точке
некоторой окрестности Ux ⊂ U точки x и существует гиподифференци-
альное отображение Ux ∋ z 7→ df(z), непрерывное по Хаусдорфу в точ-
ке x.

Классы субдифференцируемых и гиподифференцируемых функций
совпадают. Более того, справедливо соотношение

∂f(x0) =
{
v ∈ R

n |
(0
v

)
∈ df(x0)

}
.

Однако, в отличие от субдифференциала, непрерывные гиподифферен-
циалы наиболее интересны с практической точки зрения в конструирова-
нии численных методов оптимизации. В частности, последние обладают
непрерывным направлением спуска (подъёма), аналогично градиентным
методам в гладком случае.

Приведём основные формулы исчисления непрерывно гиподифферен-
цируемых функций.

1) Пусть f1 и f2 непрерывно гиподифференцируемы в точке x. Тогда
сумма этих функций непрерывно гиподифференцируема в x, при этом

d(f1 + f2)(x) = df1(x) + df2(x). (3)

2) Пусть f непрерывно гиподифференцируема в точке x. Тогда при
λ > 0 функция λf также непрерывно гиподифференцируема в x, причём

d(λf)(x) = λdf(x). (4)
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3) Пусть функции fi(x), i ∈ 1 : s, непрерывно гиподифференцируемы
в точке x. Тогда f(x) = max

i∈1:s
fi(x) непрерывно гиподифференцируема в x,

при этом гиподифференциал df(x) описывается следующим образом:

df(x) = conv

{Ç
fi(x)− f(x)

0n

å
+ dfi(x) | 1 6 i 6 s

}
. (5)

Здесь применяются операции, определённые над гиподифференциа-
лами, а именно сложение по Минковскому и умножение на константу:

W + V = {w + v | w ∈W, v ∈ V },

λV = {λv | v ∈ V },

где W, V — выпуклые компакты в R
n, λ— вещественное число.

Таким образом, класс непрерывно гиподифференцируемых функций
довольно богат. Он содержит гладкие функции и замкнут относительно
операций сложения, умножения на положительную константу и взятия
поточечного максимума от непрерывно гиподифференцируемых функ-
ций. В частности, ему принадлежат выпуклые функции, как гладкие,
так и негладкие.

Пример 1. Для произвольной непрерывно дифференцируемой на R
n

функции f в качестве непрерывного гиподифференциала можно взять

df(x) =

{Ç
0

f ′(x)

å}
.

Пример 2. Пусть заданы a ∈ R
n, b ∈ R. Найдём гиподифференциал

функции f(x) = |x⊤a−b|. Заметим, что функцию f(x) можно переписать
следующим образом:

f(x) = max{x⊤a− b, −(x⊤a− b)}.

Тогда, используя формулу (5) и предыдущий пример, получим

df(x) = conv

{Ç
x⊤a− b− |x⊤a− b|

a

å
,

Ç
−(x⊤a− b)− |x⊤a− b|

−a

å}
.

Теорема 1. Для того чтобы точка x∗ ∈ R
n была точкой минимума

функции f(x) на R
n, необходимо, а в случае выпуклости f и достаточно,

чтобы для любого g ∈ S выполнялось неравенство

f ′(x∗, g) > 0. (6)

Точка x∗, для которой выполняется неравенство (6), называется ста-

ционарной точкой функции f(x) на R
n.
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Теорема 2. Условие стационарности равносильно включению

0n+1 ∈ df(x∗).

Замечание 1. Субдифференциальное исчисление и условие мини-
мума формально имеет такой же вид, что и для гиподифференцируе-
мых функций (см. (3)–(5)). Для этого в формулах необходимо заменить
знак d на ∂ и учесть, что для функции f(x) = max

i∈1:s
fi(x) субдифферен-

циал ∂f(x0) вычисляется следующим образом:

∂f(x0) = conv
⋃

i∈I(x0)

∂fi(x0),

где I(x0) = {i ∈ 1 : s | fi(x0) = f(x0)}.

1.2. Кусочно аффинная функция. В [18, п. 4.2], в частности,
доказано утверждение, что непрерывная кусочно аффинная функция
представима в виде разности двух выпуклых кусочно аффинных функ-
ций. В [19–22] показано, что любая кусочно аффинная функция допус-
кает аналитическое представление в виде суммы максимума и минимума
от конечных семейств аффинных функций. В [23] с использованием ап-
парата кодифференциального исчисления реализованы алгоритмы пред-
ставления кусочно аффинной функции в указанном выше виде.

Покажем, что целевая функция задачи (1) является выпуклой кусоч-
но аффинной функцией, а следовательно, гиподифференцируема. Для
начала напомним несколько свойств, связанных с функцией максимума:

|g(x)| = max{−g(x), g(x)}, (7)

h(x) + max
k∈1:m

gk(x) = max
k∈1:m

{h(x) + gk(x)}, (8)

|g(x)| + |h(x)| = max{−g(x) − h(x),

g(x) − h(x), −g(x) + h(x), g(x) + h(x)}. (9)

Применяя необходимое число раз равенство (9), сумму модулей мож-
но представить в виде максимума от 2s аффинных функций. В общем
случае большинство функций под максимумом неактивные и их можно
отбросить (см. [23, 24]). Например, в скалярном случае их число равно
s + 1. Выпуклость целевой функции следует из того, что поточечный
максимум от выпуклых функций образует выпуклую функцию.
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2. Задача

Используя аппарат гиподифференциального исчисления, исследовать
задачу поиска безусловного минимума

f(x) :=
s∑

j=1

|fj(x)| → min
x∈Rn

, (10)

где fj(x) = x⊤aj − bj , j ∈ 1 : s.
Как было ранее замечено, целевая функция f(x)— непрерывная вы-

пуклая кусочно аффинная функция на всём пространстве Rn. Более того,
функция f(x) ограничена снизу нулём, а минимум в задаче (10) дости-
гается, в общем случае, не в единственной точке.

3. Гиподифференциал целевой функции

Гиподифференциал целевой функции складывается из гиподиффе-
ренциалов d|fj(x)|, j ∈ 1 : s. Используя результаты примера 2, имеем

d|fj(x)| = conv

{Ç
fj(x)− |fj(x)|

aj

å
,

Ç
−fj(x)− |fj(x)|

−aj

å}
.

Тогда искомый гиподифференциал функции f(x) принимает вид

df(x) =

s∑

j=1

d|fj(x)| =
s∑

j=1

conv

{Ç
fj(x)

aj

å
,

Ç
−fj(x)

−aj

å}
−

Ç
f(x)

0n

å
.

Запишем общий вид гипоградиента G ∈ df(x). Заметим, что любой
элемент G ∈ df(x) можно представить в виде

G =

s∑

j=1

Gj −

Ç
f(x)

0n

å
,

где Gj — соответствующие элементы из d|fj(x)|. Более того, имеем

Gj(λj) = λj

Ç
fj(x)

aj

å
+ (1− λj)

Ç
−fj(x)

−aj

å
= (2λj − 1)

Ç
fj(x)

aj

å
,

где λj ∈ [0, 1], j ∈ 1 : s.
Положим µj = 2λj − 1, j ∈ 1 : s. Тогда получим общий вид гипогра-

диента G ∈ df(x):

G(µ1 . . . , µs) =

Ü s∑
j=1

µjfj(x)− f(x)

s∑
j=1

µjaj

ê

, (11)
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где µj ∈ [−1, 1], j ∈ 1 : s. Таким образом, гиподифференциал целевой
функции представим в виде

df(x) = conv{G(µ1 . . . , µs) | µj ∈ [−1, 1], j ∈ 1 : s}.

4. Критерий оптимальности

Обозначим A = [a1, a2, . . . , as], b = (b1, b2, . . . , bs), µ = (µ1, µ2, . . . , µs)
⊤.

Тогда (11) примет вид

G(µ) =

Ç
(x⊤A− b)µ− f(x)

Aµ

å
. (12)

Утверждение 1. Для того чтобы точка x∗ ∈ R
n доставляла глобаль-

ный минимум в задаче (10), необходимо и достаточно, чтобы нашёлся

вектор µ∗ ∈ R
s такой, что





−bµ∗ = f(x∗),

Aµ∗ = 0n,

µ∗j ∈ [−1, 1], j ∈ 1 : s.

(13)

Доказательство. В силу выпуклости целевой функции f(x) доста-
точно показать, что условие (13) равносильно включению (см. теорему 2)

0n+1 ∈ df(x∗). (14)

В самом деле, в силу общего вида гипоградиента (12) включение (14)
означает, что найдётся такой вектор µ∗ ∈ R

s с компонентами µ∗j ∈ [−1, 1],
j ∈ 1 : s, для которого G(µ∗) = 0n+1, т. е.

®
(x⊤∗ A− b)µ

∗ − f(x∗) = 0,

Aµ∗ = 0n.

Отсюда получаем систему (13), если упростить первое уравнение, вос-
пользовавшись вторым условием. Утверждение 1 доказано.

Рассмотрим задачу линейного программирования

−bµ→ max,

Aµ = 0n, (15)

µj ∈ [−1, 1], j ∈ 1 : s.

Она имеет решение, так как множество планов (точек, удовлетворяющих
ограничениям задачи) образует непустой выпуклый компакт. Обозначим
произвольное решение задачи (15) через µ̂.
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Следствие 1. Множество решений задачи (10) совпадает с множе-

ством решений уравнения

s∑

j=1

|x⊤aj − bj| = −bµ̂. (16)

Утверждение 2. Пусть µ̂— некоторое решение задачи (15). Всё мно-

жество решений задачи (10) описывается линейной системой




x⊤aj − bj 6 0 при j ∈ I−(µ̂),

x⊤aj − bj = 0 при j ∈ I0(µ̂),

x⊤aj − bj > 0 при j ∈ I+(µ̂).

(17)

Здесь I−(µ̂), I0(µ̂), I+(µ̂)— индексные множества, определяемые следу-

ющим образом:

I−(µ̂) = {j ∈ 1 : s | µ̂j = −1}, I+(µ̂) = {j ∈ 1 : s | µ̂j = 1},

I0(µ̂) = {j ∈ 1 : s | µ̂j ∈ (−1, 1)}.

Доказательство. Так как µ̂— оптимальный план задачи (15), то

Aµ̂ = 0n.

Умножив обе части этой системы на x⊤ слева и прибавив к (16), получим
s∑

j=1

|x⊤aj − bj | = (x⊤A− b)µ̂.

Отсюда следует, что
s∑

j=1

|x⊤aj − bj | =
s∑

j=1

(x⊤aj − bj)µ̂,

поэтому 



x⊤aj − bj 6 0 при µ̂ = −1,

x⊤aj − bj = 0 при |µ̂| < 1,

x⊤aj − bj > 0 при µ̂ = 1.

Утверждение 2 доказано.

Замечание 2. Чтобы найти (частное) решение x∗ задачи (10), можно
поступить так: последовательно решить две задачи линейного програм-
мирования, а именно: сперва задачу (15), а после — с нулевой целевой
функцией при ограничениях (17).

Замечание 3. В силу теории двойственности [25–27] решения за-
дач (15) и (10) тесно взаимосвязаны. Указанную связь используют совре-
менные методы решения задач линейного программирования, например,
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двойственный симплекс-метод и метод внутренней точки. Эти методы
определяют одновременно решения прямой и двойственной задач, т. е.
достаточно решить подобным методом только одну задачу (15), и на вы-
ходе будет пара (µ̂, x∗)— решение исходной задачи (10), где x∗ — двой-
ственные переменные.

5. Скалярный случай

Рассмотрим задачу минимизации непрерывной выпуклой ломаной
(в форме Бернштейна)

f(x) =

s∑

k=1

ak|x− tk| → min
x∈R

, (18)

где ak > 0, k ∈ 1 : s, t1, t2, . . . , ts — попарно различные узлы ломаной.
Применяя аппарат субдифференциального исчисления, покажем, что

решением задачи (18) является взвешенная медиана. Заметим, что по-
иск взвешенной медианы занимает линейное время [28]. Другой подход
к решению задачи (18) рассмотрен в [29].

Определение 5 [30, с. 255]. Пусть имеется конечный набор различ-
ных вещественных чисел b1, b2, . . . , bs, для которых заданы положитель-
ные веса w1, w2, . . . , ws. Взвешенной (нижней) медианой называется эле-
мент bℓ такой, что справедливы неравенства

∑

k : bk<bℓ

wk <
A

2
,

∑

k : bk>bℓ

wk 6
A

2

для A = w1 + w2 + · · ·+ ws.

Упорядочим пары (tk, ak), k = 1 : s, по возрастанию первой компо-
ненты. Получим последовательность

(b1, w1), (b2, w2), . . . , (bs, ws), b1 < b2 < · · · < bs.

Целевая функция f(x) состоит из s + 1 звеньев, а их угловые коэф-
фициенты можно вычислить по формулам

pℓ =

ℓ∑

j=1

wj −
s∑

i=ℓ+1

wi, ℓ ∈ 0 : s. (19)

Отметим, что точка минимума (если она не единственная, то край-
няя слева на вещественной оси) характеризуется изменением угла накло-
на звена ломаной с отрицательного значения на неотрицательное, т. е.
pj < 0, а pj+1 > 0. Если же угловой коэффициент звена ломаной из-
меняется с отрицательного на положительное значение, то глобальный
минимум единственный.
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Обозначим через ℓ∗ ∈ 1 : s индекс взвешенной медианы для набора
точек b1, b2, . . . , bs с весами w1, w2, . . . , ws, т. е. bℓ∗ — взвешенная медиана
и для набора узлов t1, t2, . . . , ts с весами a1, a2, . . . , as.

Утверждение 3. Взвешенная медиана набора узлов t1, t2, . . . , ts с ве-

сами a1, a2, . . . , as доставляет глобальный минимум в задаче (18).

Доказательство. Для доказательства утверждения достаточно по-
казать, что на индексе ℓ∗ ∈ 1 : s (взвешенной медианы) выполняются
неравенства:

pℓ∗−1 =
ℓ∗−1∑

j=0

wj −
s+1∑

i=ℓ∗

wi < 0, (20)

pℓ∗ =

ℓ∗∑

j=0

wj −
s+1∑

i=ℓ∗+1

wi > 0. (21)

Вычислим субдифференциал целевой функции:

∂f(x) =

s∑

j=1

∂fj(x),

где

∂fj(x) =





{wj}, если x > bj ,

conv{−wj, wj}, если x = bj ,

{−wj}, если x < bj .

Введём индексные множества

N+(x) = {j ∈ 1 : s | bj < x}, N−(x) = {j ∈ 1 : s | bj > x},

N0(x) = {j ∈ 1 : s | bj = x}.

Очевидно, что при наших предположениях |N−(x)|+|N+(x)|+|N0(x)| = s,
причём множество N0(x) либо пустое, либо одноэлементное. Положим
S =

∑
j∈N+(x)

wj −
∑

j∈N−(x)

wj. Тогда

∂f(x) =

®
{S}, если N0(x) = ∅,

{S}+ conv{−wk, wk}, если N0(x) = {k}.
(22)

Разберём подробно оба случая.

Случай 1: N0(x) = ∅. Значит, точка x не совпадает ни с одним из уз-
лов ломаной, а тогда критерий оптимальности 0 ∈ ∂f(x) будет выполнен,
если S = 0, т. е. ∑

j∈N+(x)

wj =
∑

j∈N−(x)

wj . (23)
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Определим индекс ℓ∗ ∈ N+ такой, что

bℓ∗ = max
j∈N+(x)

bj .

Ясно, что тогда bℓ∗+1 = min
j∈N−(x)

bj. В итоге в силу равенства (23) имеем

выполнение неравенств (20) и (21) только для точек x ∈ (bℓ∗ , bℓ∗+1). Это
означает, что каждая точка x из интервала (bℓ∗ , bℓ∗+1) является взвешен-
ной медианой, доставляющей глобальный минимум целевой функции.

Случай 2: N0(x) = {k}. Тогда критерий оптимальности будет вы-
полнен, если

0 ∈ conv{S − wk, S + wk}.

В силу положительности wj, j ∈ 1 : s, данное включение равносильно
одной из следующих систем:





∑
j∈N+(x)

wj −
∑

j∈N−(x)

wj − wk < 0,

∑
j∈N+(x)

wj −
∑

j∈N−(x)

wj + wk > 0
(24)

или 



∑
j∈N+(x)

wj −
∑

j∈N−(x)

wj − wk 6 0,

∑
j∈N+(x)

wj −
∑

j∈N−(x)

wj + wk > 0.
(25)

Выражения в левых частях этих систем суть не что иное, как угло-
вые коэффициенты ломаной (см. (19)), которые в узле bk изменили зна-
ки. Точнее, ввиду (24) взвешенная нижняя медиана bℓ∗ совпадает с bk,
а в силу (25) имеем

bℓ∗ =

®
bk, если S < wk,

bk−1, если S = wk.

Таким образом, глобальный минимум целевой функции достигается
в единственной точке bk, если |S| 6= wk, иначе на отрезке [bℓ∗ , bℓ∗+1] при
S + wk = 0 или на отрезке [bℓ∗−1, bℓ∗ ] при S − wk = 0. Утверждение 3
доказано.

Следствие 2. Пусть t∗ — взвешенная медиана для набора точек t1, t2,
. . . , ts ∈ R с весами a1, a2, . . . , as ∈ R. Тогда угловой коэффициент звена

ломаной, располагающегося справа от взвешенной медианы, вычисляет-

ся по формуле

p∗ =
∑

k : tk6t∗

wk −
∑

k : tk>t∗

wk.
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Если p∗ > 0, то t∗ — единственный глобальный минимум в задаче (18).
Если p∗ = 0, то глобальный минимум достигается на точках из отрез-

ка [t∗, t̂ ], где t̂ = min
tj>t∗

tj.
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Abstract. An application of constructive nonsmooth analysis methods
to the problem of minimizing a convex piecewise affine function defined
as the sum of absolute values of affine functions is demonstrated. Hy-
podifferential calculus was used in the general (multidimensional) case,
while subdifferential calculus was employed in the scalar case. Analyz-
ing the optimality criterion, one can reveal that the point delivering the
global minimum can be found by solving the corresponding linear pro-
gramming problem. In the scalar case, the solution can also be found
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Аннотация. Склады первого эшелона в двухэшелонной системе
предназначены для выполнения заказов клиентов. Во втором эше-
лоне находится центральный склад, пополняющий запасы на скла-
дах первого эшелона. Заказы клиентов можно выполнять частично,
но общая доля выполненных заказов должна быть не меньше задан-
ного порога. Требуется минимизировать общую стоимость хранения
товаров на всех складах. Работа системы моделируется с помощью
детерминированной имитационной модели, которая вычисляет до-
лю удовлетворения заказов и стоимость хранения в течение пла-
нового периода в зависимости от параметров управления запасами
на каждом складе по каждому типу товара. Разработан метод де-
композиции, основанный на решении подзадач для каждого типа то-
вара. Предложены подходы для точного решения задачи. Приводят-
ся результаты вычислительных экспериментов на примерах со 100
складами и 1000 типами товаров. На примерах с известным точ-
ным решением в двух случаях удалось найти оптимум, в остальных
случаях отклонение от оптимума составило не более 1,9%. Табл. 5,
ил. 1, библиогр. 23.

Ключевые слова: оптимизация «чёрного ящика», задача о рюк-
заке, локальный поиск.

Введение

Оптимизация цепей поставок играет важную роль для сокращения
издержек крупных компаний [1, 2]. Как правило, поступление заказов
клиентов трудно предсказуемо, поэтому хранение запасов на складах
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необходимо для своевременного удовлетворения запросов клиентов. Од-
нако это ведёт к большим затратам на хранение. Управление политика-
ми пополнения запасов направлено на поиск компромисса между долей
удовлетворённых заказов и затратами на хранение. Основным способом
управления запасами является использование на каждом складе поли-
тик хранения, которые регулируют запросы на пополнение склада. При
разных политиках склады могут заказывать новые товары периодически
или основываясь на текущих остатках. Размер заказа также может быть
фиксированным или основываться на спросе клиентов. Обзор различных
подходов, связанных с управлением запасами, можно найти в [3].

Многоэшелонные модели складов активно исследовались с середины
прошлого столетия как в теоретическом [4, 5], так и в алгоритмическом
плане [6]. В работах [7, 8] авторы предлагают математическую модель
и методы решения с помощью эвристик, точных подходов и стохасти-
ческого программирования. К сожалению, такой путь приводит либо
к сильно упрощённым моделям, либо к высокой вычислительной слож-
ности методов [9]. В данной работе рассматривается другой подход, кото-
рый имеет ряд преимуществ, главным из которых является возможность
сколь угодно точно моделировать бизнес-процессы. Он основан на имита-
ционном моделировании и использовании таких моделей в численных ме-
тодах. В этом случае алгоритм оптимизации использует имитационную
модель в качестве «чёрного ящика» и оптимизирует её входные пара-
метры. Недавние исследования продемонстрировали высокий потенциал
этого подхода в детерминированном [10] и стохастическом [11] случа-
ях. Однако, поскольку свойства целевой функции и ограничений теперь
неизвестны, а алгоритм не может использовать специфическую инфор-
мацию о задаче, эта схема порождает новые трудности: нет аналитиче-
ских выражений для всех или части ограничений и целевой функции, нет
производных, градиентов, свойств выпуклости и др. В некоторых подхо-
дах используются только входные данные и вывод симулятора [12, 13],
другие сочетают моделирование с математическим программировани-
ем [14], стараясь привлечь как можно больше дополнительной инфор-
мации об оптимизируемом бизнес-процессе. В последнее время растёт
внимание ко второму подходу [15]. Насколько нам известно, постанов-
ка задачи, приведённая в данной работе, нова, хотя ранее встречались
похожие варианты, например, в [16, 17].

В данной работе предлагаются идеи декомпозиции чёрного ящика
на много маленьких, оптимизируемых независимо друг от друга, а по-
том собираемых воедино моделью о многовариантном рюкзаке. Иссле-
дуется задача управления запасами в двухэшелонной системе складов.
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Склады первого эшелона предназначены для выполнения заказов кли-
ентов. Во втором эшелоне находится центральный склад. Он не обслу-
живает заказы клиентов и предназначен только для пополнения запасов
на складах первого эшелона. Заказы клиентов можно выполнять частич-
но, но общая доля выполненных заказов должна быть не меньше за-
данного порога. Требуется минимизировать общую стоимость хранения
товаров на всех складах при условии, что доля выполненных заказов
не ниже указанного порога. Для вычисления стоимости хранения и до-
ли выполненных заказов используется детерминированная имитацион-
ная модель. Для решения задачи предлагается эвристический алгоритм,
основанный на идеях декомпозиции. Алгоритм решает подзадачи для
одного типа товаров на всех складах при разных значениях порога, ис-
пользуя имитационную модель как чёрный ящик. Эти решения затем ис-
пользуются в модели о многовариантном рюкзаке для поиска оптималь-
ной комбинации долей удовлетворения заказов клиентов по каждому ти-
пу товаров. Показано, что такой подход гарантирует получение точного
решения всей задачи, если точно решать подзадачи для каждого типа
товаров и правильно выбрать доли удовлетворения заказов. Приводится
нижняя оценка минимума суммарных затрат, которая позволяет строить
точные алгоритмы. Проведены вычислительные эксперименты на сгене-
рированных примерах со 100 складами и 1000 типами товаров. Экспери-
менты показали высокую эффективность предложенного подхода и его
превосходство перед пакетом Nevergrad [18] и специализированным паке-
том MEO для решения описанной задачи, предоставленным компанией
вместе с имитационной моделью. На примерах с известным точным ре-
шением в двух случаях удалось найти оптимум, в остальных случаях
отклонение от оптимума составило не более 1,9%. Данная статья явля-
ется расширенной и исправленной версией работы [19], представленной
на международной конференции MOTOR-2023 в Екатеринбурге. В новой
версии используется улучшенная модель для одного типа товаров, что-
бы гарантировать оптимальность финального решения при правильно
подобранных долях выполнения заказов клиентов.

Статья организована следующим образом. В разд. 1 приводится по-
становка задачи. В разд. 2 описывается предлагаемый метод декомпози-
ции, в частности, в п. 2.2 представлен алгоритм координатора, а в п. 2.3 —
алгоритм локального поиска для подзадач одного товара. В разд. 3 пред-
ставлены некоторые свойства алгоритма и идеи для построения точного
решения. В разд. 4 обсуждаются результаты вычислительных экспери-
ментов на реальных данных, а в заключении формулируются основные
выводы.
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1. Двухэшелонная задача управления запасами

Политика управления запасами определяет, когда и в каком коли-
честве отправлять заказы на пополнение. Ниже рассматривается двухэ-
шелонная система хранения со складами, которая состоит из нескольких
местных складов в первом эшелоне и одного центрального склада во вто-
ром эшелоне.

На местных складах применяется политика (s, S). Для каждого от-
дельного товара эта политика содержит два целочисленных положитель-
ных параметра s и S, представляющих минимальный и максимальный
уровни запасов. Когда на склад приходит заказ на товар, он немедленно
удовлетворяется товарами со склада, если таковые имеются в наличии;
в противном случае он резервируется. Виртуальный уровень запасов —
это количество товара в наличии, а также количество товаров, отправ-
ленных на склад, но ещё не полученных, за вычетом зарезервированных.
Если виртуальный уровень запасов на складе опускается ниже порогово-
го значения s, то на центральный склад отправляется запрос на попол-
нение запасов до уровня S.

На центральном складе применяется политика (S − 1, S). Данная по-
литика содержит только один параметр S, представляющий уровень по-
полнения. Этот параметр определяет количество товаров, хранящихся
на складе. Если центральный склад получает запрос на пополнение, то он
выполняет его и запрашивает такое же количество товаров у внешнего
поставщика. Предполагается, что у этого поставщика имеется неограни-
ченное количество товаров.

Если существует m местных складов, то должны быть определены
2m + 1 параметров политик для управления уровнями запасов на всех
складах для одного товара. Так как на складах одновременно хранится
большое количество различных видов товаров, число переменных может
быть довольно большим.

Показатели эффективности системы хранения обычно связаны с удо-
влетворённостью клиентов: например, с процентом заказов или спроса,
выполненных в установленные сроки. Помимо удовлетворённости кли-
ентов, для компании также важны затраты на хранение запасов. Стои-
мость хранения равна интегралу от реального уровня запасов по времени
хранения, умноженному на стоимость хранения одной единицы товара.

Оптимизация системы хранения заключается в определении таких
значений параметров управления запасами s и S для всех местных скла-
дов, а также параметров S центрального склада для каждого товара,
чтобы процент заказов, выполненных сразу, был не меньше заданного
значения, а затраты на хранение были минимальны. Табл. 1 содержит
обозначения, используемые в статье.
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Таблица 1

Список обозначений

Множества:

I множество индексов товаров

F множество индексов местных складов

Функции:

ϕL суммарный спрос на местных складах

ϕL
i суммарный спрос на товар i ∈ I на местных складах

ϕC суммарный спрос на центральном складе

ϕC
i суммарный спрос на товар i ∈ I на центральном складе

ψL
i суммарный удовлетворённый спрос на товар i ∈ I на мест. складах

ψC
i суммарный удовлетворённый спрос на товар i ∈ I на центр. складе

C стоимость хранения, вычисляемая имитационной моделью

Ci стоимость хранения товаров типа i ∈ I

ωL доля удовлетворённого спроса на местных складах

ωC доля удовлетворённого спроса на центральном складе

l минимальное возможное значение переменной

u максимальное возможное значение переменной

Константы:

α минимальная допустимая доля удовлетворённого суммарного спроса
на местных складах

β минимальная допустимая доля удовлетворённого суммарного спроса
на центральном складе

Переменные задачи:

x1if мин. уровень запасов для товара i ∈ I на местном складе f ∈ F

x2if макс. уровень запасов для товара i ∈ I на местном складе f ∈ F

x3i уровень пополнения для товара i ∈ I на центральном складе

X вектор переменных параметров политик, состоящий из всех
x1if , x

2
if , x

3
i

Xi вектор параметров политик, состоящий из переменных x1if , x
2
if , x

3
i

для товара i

Функции ϕC , ϕC
i , ψ

L
i , ψ

C
i , Ci, ω

L, ωC зависят от параметров политик
управления запасами.

В данных обозначениях задача управления запасами может быть за-
писана следующим образом:

min
X

C(X), (1)

ωL(X) > α, (2)

ωC(X) > β, (3)
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x2if > x1if , i ∈ I, f ∈ F, (4)

l(X) 6 X 6 u(X), X ∈ Z. (5)

Целевая функция (1) минимизирует общую стоимость хранения за-
пасов. Показатели удовлетворённости обеспечиваются в силу ограниче-
ний (2)–(3). Неравенства (4) гарантируют, что минимальный уровень за-
пасов не больше максимального. Область допустимых значений перемен-
ных определяется при помощи неравенств (5).

Будем рассматривать случай, в котором известно, что общая стои-
мость хранения вычисляется как сумма стоимостей хранения всех това-
ров. Тогда можно выписать следующие соотношения:

C(X) =
∑

i

Ci(X),

ϕL =
∑

i

ϕL
i ,

ϕC(X) =
∑

i

ϕC
i (X),

ψL(X) =
∑

i

ψL
i (X),

ψC(X) =
∑

i

ψC
i (X),

ωL(X) = ψL(X)/ϕL,

ωC(X) = ψC(X)/ϕC (X).

Для получения значений ϕL
i , ϕ

C
i (X), Ci(X), ψL

i (X) и ψC
i (X) при за-

данных параметрах X используется детерминированная имитационная
модель.

2. Предлагаемый метод решения

Проведём декомпозицию представленной задачи, которая позволит
разбить её на независимые подзадачи, соответствующие отдельным това-
рам. Выгода от использования такой декомпозиции заключается в том,
что моделирование работы склада для разных товаров может выпол-
няться независимо, а это открывает возможности выполнения парал-
лельных вычислений. На основе предложенной декомпозиции постро-
им многоагентную систему, в которой подзадачи решаются отдельными
агентами, управляемыми центральным координатором.

2.1. Декомпозиция задачи. Можно заметить, что целевая функ-
ция (1) и ограничения (2), (3) представляют сумму независимых величин
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по товарам. Также известно, что функции Ci(X), ϕC
i (X), ψL

i (X) и ψC
i (X)

могут быть вычислены независимо для каждого товара. Тем самым вы-
глядит разумной схема, в которой алгоритм пытается подобрать опти-
мальный вклад каждого товара в ограничения (2), (3), а затем независи-
мо находит наилучшие в плане стоимости параметры политик хранения
для каждого товара так, чтобы удовлетворялись заданные пороги удо-
влетворения спроса.

Ограничение (2) можем переписать следующим образом:
∑

i∈I
ψL
i (Xi) > α

∑

i∈I
ϕL
i , (6)

а (3) запишем в таком виде:
∑

i∈I

(
ψC
i (Xi)− βϕ

C
i (Xi)

)
> 0. (7)

Введём следующие обозначения: переменные γi, i ∈ I, определяют
нижнюю границу удовлетворённого спроса клиентов на i-й товар (зна-
чение под суммой в левой части ограничения (6)); переменные δi, i ∈ I,
определяют нижнюю границу значения под суммой в ограничении (7)
для i-го товара: ψC

i (Xi) − βϕ
C
i (Xi) > δi. С помощью этих обозначений

задачу можно переписать следующим образом:

min
(γi), (δi)

∑

i∈I
Ci(γi, δi), (8)

∑

i∈I
γi > α

∑

i∈I
ϕL
i , (9)

∑

i∈I
δi > 0, (10)

где стоимость Ci(γi, δi) хранения товара i на всех складах находится
из решения задачи OneItemi(γi, δi)

min
Xi

Ci(Xi), (11)

ψL
i (Xi) > γi, (12)

ψC
i (Xi)− βϕ

C
i (Xi) > δi, (13)

x2if > x1if , f ∈ F, (14)

l(Xi) 6 Xi 6 u(Xi), Xi ∈ Z. (15)

Задача координатора (8)–(10) направлена на нахождение порогового
значения удовлетворённого спроса для каждого товара таким образом,
чтобы суммарная доля удовлетворённого спроса составляла не менее α
для местных складов и не менее β для центрального склада. Заметим,
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что ограничения (9), (10) гарантируют это требование при условии вы-
полнения ограничений (12), (13). На нижнем уровне рассматриваются |I|
задач оптимизации, направленных на минимизацию затрат на хране-
ние для каждого товара при условии, что должен быть удовлетворён
определённый объём спроса. Значения целевой функции (11) и ограниче-
ний (12), (13) вычисляются при помощи имитационной модели. В разд. 3
будет показано, что оптимальные решения задач (1)–(5) и (8)–(15) сов-
падают.

Заметим, что при данных политиках хранения местные склады все-
гда запрашивают у центрального не больше предметов, чем суммарный
спрос от клиентов, поэтому ϕC

i (Xi) 6 ϕL
i . Так как ψC

i (Xi) 6 ϕC
i (X),

можно установить границы для значений δ:

−βϕL
i 6 ψC

i (Xi)− βϕ
C
i (Xi) 6 (1− β)ϕL

i .

Для допустимых запросов γi и δi введём множества Γi =
{
0, . . . , ϕL

i

}
,

∆i =
{
− βϕL

i , . . . , (1 − β)ϕ
L
i

}
, Ui = Γi ×∆i. Минимальные и максималь-

ные возможные значения запросов используются в алгоритме, представ-
ленном далее, а обозначения Γi и ∆i используются при теоретических
обоснованиях в разд. 3.

2.2. Многоагентная система. В этом пункте опишем эвристиче-
ский подход к решению задачи (8)–(15). Подход основан на том факте,
что задачи одного товара (11)–(15) могут обрабатываться независимо
для каждого отдельного i ∈ I. Это позволяет разработать многоагент-
ную схему (MAS), где несколько рабочих агентов параллельно решают
задачи для одного товара с использованием алгоритма локального поис-
ка, в то время как координирующий агент направляет поиск, запраши-
вая решения для некоторых конкретных γi и δi, и агрегирует решения
задач для одного товара в решение для исходной задачи.

Решения для отдельных товаров. Во время вычисления сохра-
няем наборы наилучших найденных решений Pi =

{
X1

i , . . . ,X
ki
i

}
для

каждой задачи OneItemi, i ∈ I, и разных пар (γ, δ). Пусть имеется на-
бор номеров запомненных решений Ki = {1, . . . , ki}, i ∈ I. После ре-
шения подзадачи для каждого решения Xk

i , i ∈ I, k ∈ Ki, известны
связанные с ним величины dCik = ϕC

i

(
Xk

i

)
, sLik = ψL

i

(
Xk

i

)
, sCik = ψC

i

(
Xk

i

)
,

и cik = Ci

(
Xk

i

)
. Кроме того, сохраняется пара (γik, δik) соответствующих

значений параметров задачи OneItem.

Скажем, что решение Xj
i доминирует решение Xk

i , если γij > γik,
δij > δik и cij 6 cik. Решение X ′

i назовём недоминируемым, если в Pi

нет X ′′
i , доминирующего X ′

i. Всякий раз при сохранении нового решения
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проверяем, доминирует ли оно некоторое из существующих и является ли
доминируемым. Все доминируемые решения удаляются.

На начальном шаге для вычисления запрашиваются решения зада-
чи для одного товара, соответствующие парам (γi, δi) таким, что γi =
δi + βϕL

i =
⌈
l
pϕ

L
i

⌉
. Здесь p ∈ Z

+ является параметром алгоритма, а l

принимает целочисленные значения от 1 до p. Следует отметить, что
решение, полученное для некоторой пары (γ, δ), допустимо для задачи
с одним элементом с параметрами (γ′, δ′) такими, что γ > γ′ и δ > δ′.
Таким образом, разумно начать вычисление решений с задачи для од-
ного товара с пары (γ, δ), соответствующей значению l = p. Полученное
решение используется позже для инициализации локального поиска при
решении задачи с l = p − 1. Затем процесс повторяется дальше, обраба-
тывая значения l в порядке убывания. В наших экспериментах использо-
вано p = 20. Если для элемента требуется менее 105 оцениваний целевой
функции, чтобы полностью перечислить все возможные конфигурации
значений политик, то применяем полный перебор к этим элементам и со-
храняем все решения, не являющиеся доминируемыми.

Координирующий агент. Решение исходной задачи (1)–(5) полу-
чаем, беря одно решение для каждой из задач одного товара из набора
решений и объединяя эти решения вместе. Для заданного набора реше-
ний P = (P1, . . . , P|I|) наилучшая комбинация может быть получена пу-
тём решения вспомогательной задачи булева программирования. Введём
булевы переменные (zik), i ∈ I, k ∈ Pi, равные единице, если решение Xk

i
входит в итоговое решение, и нулю в противном случае. Используя эти
обозначения, сформулируем вспомогательную задачу coordinator(P),
решив которую, можно получить ответ к исходной задаче:

min
(zik)

∑

i∈I

∑

k∈Ki

cikzik, (16)

∑

k∈Ki

zik = 1, i ∈ I, (17)

∑

i∈I

∑

k∈Ki

sLikzik > α
∑

i∈I
ϕL
i , (18)

∑

i∈I

∑

k∈Ki

sCikzik > β
∑

i∈I

∑

k∈Ki

dCikzik, (19)

zik ∈ {0, 1}, i ∈ I, k ∈ Ki. (20)

Целевая функция (16) состоит в минимизации стоимости хранения
запасов в полном решении. В силу равенств (17) для каждой из задач
одного товара в итоговое решение будет взято единственное решение.
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Неравенства (18), (19) гарантируют допустимый процент удовлетворён-
ных заказов. При изложенной ранее схеме запроса частичных решений
данная задача всегда имеет допустимое решение. Действительно, реше-
ние с коэффициентами выполнения на местных и центральном складах,
равными единице, всегда помещается в историю на шаге инициализации,
когда решается задача одного товара, соответствующая l = p. По опре-
делению доминирования такое решение может быть удалено из истории
только в том случае, если в него будет помещено другое решение, имею-
щее тот же процент выполнения заказов.

Алгоритм координирующего агента итеративный: на каждом шаге ре-
шается задача верхнего уровня для текущего набора частичных решений
задач одного товара, а затем координатор посылает запросы на вычис-
ление решений подзадач с установленными процентами выполнения за-
казов в окрестности тех, которые соответствуют решениям, выбранным
в итоговое решение.

Пусть (zik), i ∈ I, k ∈ Ki,— оптимальное решение задачи коорди-
натора на текущем шаге, и пусть i ∈ I, k ∈ Ki таковы, что zik = 1.
Тогда Xk

i является частью итогового решения, построенного на текущем
шаге. Рассмотрим пару (γik, δik), относящуюся к этому решению. Перед
началом следующего шага координатор запросит найти решения задач
OneItemi со схожими уровнями.

Через ε обозначим величину шага, на который в задачах одного това-
ра изменяются уровни γ и δ. Изначально ε = ε0, и эта величина остаёт-
ся постоянной, пока полное решение изменяется. Когда полное решение

Алгоритм 1. Многоагентная система (MAS)

1: function MAS

2: Q0 =
(
Q0

i

)
, i ∈ I; ⊲ Начальное множество пар (γ, δ)

3: Pi = ∅, i ∈ I; ⊲ Начальный набор решений для каждого товара
4: for all (γi, δi) ∈ Q

0
i do oneItemLS(γi, δi, Pi);

5: γ0, δ0 ← solveMP(P );
6: t← 1, ε← ε0;
7: while не достигнут критерий остановки do

8: for i ∈ I do

9: Qt
i ← Qt−1

i ∪A
(
γti , δ

t
i

)
;

10: for all (γi, δi) ∈ Q
t
i \Q

t−1
i do oneItemLS(γi, δi, Pi);

11: γt, δt ← solveMP(P );
12: if γt = γt−1 и δt = δt−1 then ε← ε/2;

13: t← t+ 1;

14: return лучшее найденное решение.
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Рис. 1. Пример изменения множества Qi

оказывается таким же, как и на предыдущем шаге, изменяем величи-
ну шага ε ← ε/2 — аналогично алгоритмам координатного поиска [20].
Таким образом, если ε— величина шага на итерации t, γti , δ

t
i — лучшие

найденные на текущий момент запросы процентов выполнения заказов,
то на следующей итерации запрашиваются решения задач для уров-
ней из множества A

(
γti , δ

t
i

)
=
{
γti ±

⌈
εϕL

i

⌉}
×
{
δti ±

⌈
εϕL

i

⌉}
. Пусть Qt

i —
множество запросов локального поиска для товара i на шаге t. Тогда
Q0

i =
{(⌈

l
pϕ

L
i

⌉
,
⌈
l
pϕ

L
i

⌉
− βϕL

i

)
| l = 0, . . . , p

}
, Qt+1

i = Qt
i ∪A

(
γti , δ

t
i

)
.

Если
⌈
εϕL

i

⌉
6 1 для всех i ∈ I и объединённое решение с предыдущего

шага не меняется, то алгоритм завершается. Изложенная многоагентная
система представлена в виде алгоритма 1. На рис. ?? приведён пример
эволюции множества Qi для некоторого товара в ходе работы этого ал-
горитма.
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2.3. Задача для одного товара. Агенты могут независимо решать
задачи, поставленные координатором. Чтобы найти решения для этих
задач, агенты используют рандомизированный локальный поиск с до-
полнительными компонентами, повышающими его производительность.
При заданном типе товаров i ∈ I и паре ограничений (γi, δi) задача
OneItemi(γi, δi), определённая как (11)–(15), направлена на то, чтобы
найти параметры Xi политик для товара i на всех складах.

В случае, когда множество Pi найденных на данный момент реше-
ний без доминирования не пусто, рандомизированный локальный поиск
начинается с наиболее подходящего решения из этого множества. Это
решение Xk′

i ∈ Pi, где

k′ = argmin
k∈Ki

{
Ci

(
Xk

i

)
| γik > γ и δik > δ

}
.

На этапе инициализации MAS набор решений может быть пустым. В со-
ответствии с порядком запросов на этапе инициализации, описанным
в п. 2.2, первым запрашивается то решение, в котором удовлетворены
все заказы. Такое решение можно построить с помощью простой эври-
стики. Эта эвристика использует предположение о независимости каждо-
го местного склада при некотором большом значении S на центральном
складе и необходимости полностью удовлетворить весь спрос на местных
складах. Используя предположение о монотонности стоимости хранения
запасов на отрезке [s, S], находим наилучшие решения с помощью алго-
ритма дихотомии. После этого корректируем политику S центрального
склада, чтобы минимизировать затраты на хранение на нём.

Окрестность N(Xi), используемая в рандомизированном локальном
поиске, состоит из полудопустимых векторов (т. е. удовлетворяющих
ограничениям (14)), которые определяют параметры политики, разли-
чающиеся не более чем на двух складах (местных или центральном),
и разница составляет не более двух единиц. Рандомизированная окрест-
ность решения Xi размера r ∈ Z

∗ будет обозначаться через Nr(Xi). Она
состоит из r случайно выбранных элементов множества N(Xi).

Также используем список запретов, в котором сохраняем десять по-
следних посещённых решений, чтобы избежать попадания в цикл, когда
набор N(Xi) мал и рандомизация не приводит к выходу из локальных
оптимумов. Во время рассмотрения окрестности Nr(Xi) алгоритм пе-
реходит к лучшему соседу, которого нет в списке запретов. При этом
используем штрафную функцию

InfPenalty
(
Xk

i

)
=M

(
max

{
γi − ψ

L
(
Xk

i

)
, 0
}
+max

{
δi − ψ

C
(
Xk

i

)
, 0
})
,

где M — большое число, чтобы предотвратить переход в недопустимое
решение.
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По мере вычислений обновляем множества Pi, сохраняя новые най-
денные недоминируемые решения. Когда лучшее из найденных решений
не меняется в течение T итераций, поиск возвращает его как лучшее ре-
шение. Общая схема рандомизированного локального поиска представ-
лена алгоритмом 2.

Алгоритм 2. Алгоритм локального поиска для задачи одного товара

1: function oneItemLS(γi, δi, Pi)
2: Xi = argmin

Xk
i ∈Pi

{
C
(
Xk

i

)
| γik > γi и δik > δi

}
;

3: while не выполнен критерий остановки do

4: Xi ← argmin
Xk

i ∈Nr(Xi)

{
C
(
Xk

i

)
+ InfPenalty

(
Xk

i , v
)}

;

5: обновить множество Pi, добавив решение Xi;
6: X∗

i ← лучшее из Xi,X
∗
i ;

7: if выполнен критерий перезапуска then

8: Xi ← X∗
i ;

9: очистить список запретов;
10: return X∗

i .

3. Точное решение задачи

Лемма 1. Пусть X∗ — оптимальные параметры политик хранения,

p∗i = (γ∗i , δ
∗
i )— соответствующие значения для задачи агента (11)–(15).

Тогда если на некоторой итерации t для любого товара p∗i ∈ Q
t
i, т. е. оп-

тимальные значения γ∗i и δ∗i попали в множество запросов к локальному

поиску, и алгоритм нижнего уровня вернул некоторые оптимальные ре-

шения для соответствующих задач (11)–(15) в этих точках, то коорди-

натор вернёт оптимальное решение исходной задачи (1)–(5).

Доказательство. Пусть алгоритм вернул решения Xk′
i с соответ-

ствующими ему уровнями удовлетворённости pk
′

i =
(
sLik′ , s

C
ik′ − βdCik′

)

и стоимостями cik′ . Так как решение агента допустимо, то pk
′

i � p
∗
i . Зна-

чит, решение
zik′ = 1, zik = 0, k 6= k′, (21)

допустимо для задачи координатора. Кроме того, поскольку решение X∗
i

допустимо для задачи агента и он вернул оптимальное решение для своей
задачи, то cik′ 6 Ci(X

∗
i ). Тогда для стоимости решения (21) имеет место

неравенство
∑
i∈I

cik′ 6 C(X∗). Таким образом,
∑
i∈I

cik′ = C(X∗) и реше-

ние Xk′ , полученное из (21), оптимально. Значит, решение, возвращённое
координатором, также оптимально. Лемма 1 доказана.
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Лемма 1 говорит о том, что если мы умеем точно решать задачу
агента, то для получения оптимального решения достаточно определить
правильные значения γi и δi. Это позволяет полностью перейти к за-
даче координатора. Обозначим через coordinator(Q,H) процедуру, ко-
торая точно решает задачу координатора с множествами запросов Q =
(Q1, . . . , Qn) и функциями H = (H1, . . . ,Hn), выдающими стоимость удо-
влетворения ограничений с порогами pi = (γi, δi), и возвращает вектор
оптимальных точек p∗ в пространстве ограничений. Пусть Ci(γi, δi) обо-
значает оптимальное значение целевой функции при заданных ограни-
чениях:

Ci(γi, δi) = min
Xi

{
Ci(Xi) | ψ

L
i (Xi) > γi, ψ

C
i (Xi)− βϕ

C
i (Xi) > δi

}
.

Для p1i =
(
γ1i , δ

1
i

)
, p2i =

(
γ2i , δ

2
i

)
положим p1i � p2i , если γ1i > γ2i и δ2i > δ2i .

Тогда можно сформулировать следующие утверждения.

Свойство 1. Функция Ci(p) монотонна, т. е. из отношения p1 � p2

следует Ci(p
1) > Ci(p

2).

Свойство монотонности позволяет нам предложить метод для подсчё-
та нижней оценки для оптимального решения, если известны значения
функции в некоторых точках. Пусть Ui — множества всех допустимых
значений пар (γi, δi) = pi и Qi — множества точек, в которых значения
функций Ci известны.

Лемма 2. Пусть
(
0,−βϕL

i

)
∈ Qi. Если для каждого товара i ∈ I до-

определить функцию Ci меньшим значением, т. е. C ′
i(p) = Ci(p

′), p′ � p,
p′ ∈ Qi, p ∈ Ui \ Qi, точно решить полученную задачу координатора

(Q′
i = Ui, C

′
i), то полученное решение будет нижней оценкой для опти-

мального решения исходной задачи.

Доказательство. Действительно, пусть p∗i , i ∈ I,— запросы для оп-
тимального решения. Тогда решение (p∗i ) допустимо и C ′

i(p
∗
i ) 6 Ci(p

∗
i ).

Значит, стоимость оптимального решения изменённой задачи не превос-
ходит C(p∗). Лемма 2 доказана.

Заметим, что точке
(
0,−βϕL

i

)
соответствует тривиальное решение,

в котором все параметры политик равны 0.
Зная нижнюю оценку для данной задачи, нетрудно построить простой

точный алгоритм, который находит оптимальное решение. Алгоритм 3
описывает такой метод. Он начинает с некоторого множества точек Qi,
в которых известны значения функции Ci. На каждом шаге алгоритм,
зная точное значение Ci в точках Qi, доопределяет функцию Ci до C ′

i
во всех точках Ui \Qi и решает задачу координатора, получая нижнюю
оценку. Если эта оценка получена в точке, в которой значение Ci известно
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точно, то это решение является решением и для исходной задачи, и ал-
горитм возвращает это решение. Иначе алгоритм вычисляет значение Ci

в полученной точке с целью улучшить оценку.

Алгоритм 3. Точный алгоритм

1: Выбрать и оценить начальные точки Q;
2: while критерий остановки не выполнен do

3: for all i ∈ I, pji ∈ Qi do вычислить точные значения Ci

(
pji
)
;

4: доопределить функции Ci до C ′
i во всех неизвестных точках;

5: p← coordinator(U,C′);
6: if все значения Ci(pi) известны точно then стоп; ⊲ Найдено

оптимальное решение
7: Qi ← Qi ∪ {pi}.

Теорема 1. Алгоритм 3 находит оптимальное решение задачи.

Доказательство. Из доказанного ранее
∑
i
C ′
i(pi) является нижней

оценкой на стоимость оптимального решения исходной задачи. Если все
значения Ci(pi) известны на шаге 6, то

∑
i
C ′
i(pi) =

∑
i
Ci(pi), т. е. реаль-

ная стоимость решения p совпадает с нижней оценкой, и оно оптималь-
но. В противном случае ходя бы для одного i ∈ I точка pi неизвестна,
и на следующей итерации значение Ci(pi) вычисляется хотя бы в одной
новой точке. Так как множество возможных точек конечно, алгоритм
конечен. Теорема 1 доказана.

Кроме того, можно заметить, что способ получения нижних оценок
годится в случае, когда рассматривается не всё пространство допустимых
значений, а некоторое его подмножество.

Замечание 1. Лемма 2 остаётся верной, если рассматривать не всё
пространство решений Ui, а некоторое его прямоугольное подмножество
Vi = {(γi, δi) ∈ Ui | a 6 γi 6 b, c 6 δi 6 d} при условии, что извест-
но значение Ci в точке minVi =

(
min

(γi,δi)∈Vi

γi, min
(γi,δi)∈Vi

δi
)
. В таком случае

полученное решение будет являться нижней оценкой для оптимально-
го решения среди всех pi ∈ Vi. Доказательство этого факта аналогично
доказательству леммы 2.

Наличие способа построения верхних и нижних оценок для подмно-
жеств пространства решений позволяет построить для данной задачи
алгоритм, основанный на методе ветвей и границ. Компоненты тако-
го алгоритма выглядят следующим образом. Для текущей подобласти
V = (V1, . . . Vn) имеем следующее.
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• Верхняя граница: оптимальное решение coordinator(V ∩Q,C).
• Нижняя граница: оптимальное решение coordinator(V,C′).
• Ветвление: например, для некоторого товара i выбираем порог γ′i

и разбиваем область на две:

V ′
i = {(γi, δi) ∈ Vi | γi 6 γ′i}, V ′′

i = {(γi, δi) ∈ Vi | γi > γ′i},

или аналогично для δi.
• Дополнительно на каждом шаге происходит вычисление функции

Ci(minVi) для обеспечения корректности леммы 2, а для получения пер-
спективных решений опционально вычисляется C(coordinator(V,C′)).

Описанный алгоритм может демонстрировать более высокую произ-
водительность, чем алгоритм 3.

Заметим, что в процессе работы алгоритма приходится много раз
решать задачу целочисленного программирования (16)–(20), в которой
множества Pi состоят из всех возможных точек. Это может оказаться
трудоёмкой задачей, поэтому для уменьшения размерности задачи коор-
динатора можно использовать следующее изменение.

Замечание 2. Для некоторых точек p1i , p
2
i и функции оценки стои-

мости H определим полное доминирование относительно H:

p1i �H p2i , если p1i � p
2
i и H

(
p1i
)
> H

(
p2i
)
,

т. е. точка p1i хуже точки p2i по всем параметрам, включая значение целе-
вой функции. Тогда в лемме 2 достаточно оставить только не полностью
доминируемые точки относительно C ′

i. Обозначим это сужение через U ′
i .

Доказательство. Если p∗i /∈ U
′
i , то существует точка p2i ∈ U

′
i такая,

что p2i �C′

i
p∗i . Значит, p2i � p∗i , и решение с p2i допустимо для исходной

задачи, а также C ′
i

(
p2i
)
6 C ′

i(p
∗
i ) 6 Ci(p

∗
i ). Замечание 2 доказано.

Замечание 3. Введём функции для получения «предыдущих» зна-
чений: previ(γ) = γ − 1, previ(δ) = max{δ′ ∈ ∆i | γ

′ < γ}. Пусть

Qγ
i = {γ | (γ, δ) ∈ Qi} ∪ {maxΓi}, Qδ

i = {δ | (γ, δ) ∈ Qi} ∪ {max∆i}.

Тогда для корректности леммы 2 функцию Ci достаточно доопределить
в точках

U ′
i =

{
(previ(γ), previ(δ)), (previ(γ), δ),

(γ, previ(δ)), (γ, δ) | γ ∈ Q
γ
i , δ ∈ Q

δ
i

}
.

Доказательство. Выберем оптимальную точку p∗i = (γ∗i , δ
∗
i ) и по-

ложим D = {p ∈ U ′
i | p � p

∗
i }— множество всех точек, доминирующих p∗i .
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Множество D непусто, так как maxU ′
i ∈ D. Достаточно показать, что су-

ществует точка p′ ∈ D такая, что C ′
i(p

′) 6 Ci(p
∗
i ). Рассмотрим множество

«самых левых» точек из D:

Dl = {(γ0, δ) ∈ D | γ0 = min {γ′ | (γ′, δ′) ∈ D}}

и возьмём «самую нижнюю» из них: p0 = (γ0, δ0 = min{δ′ | (γ, δ′) ∈ Dl}).
Тогда C ′

i(p0) = Ci(p1) для некоторой известной точки p1. Если p1 � p∗i ,
то условие выполнено. Значит, δ1 > δ∗ или γ1 > γ∗.

При δ1 > δ∗ с необходимостью известно значение функции Ci в точке
p2 = (γ0, previ(δ1)) � p∗. Если это не так, то указанное значение долж-
но быть доопределено; противоречие с условием «минимальности» p0.
Возможны несколько вариантов расположения точки p2.

1) В случае p2 = p∗ известно значение Ci(p
∗), и требуемое условие

выполнено.
2) Если δ2 > δ∗ и γ2 > γ∗, то по условию утверждения должна быть

доопределена точка p3 = (previ(δ2), previ(γ2)). Повторяем рассуждения
для неё.

3) Если δ2 > δ∗ и γ3 = γ∗, то аналогично должна быть доопределена
точка p4 = (prev(δ2), γ2).

4) Случай δ2 = δ∗ и γ2 > γ∗ рассматривается аналогично.
При γ1 > γ∗ аналогично должна была быть доопределена точка p5 =

(previ(γ0), δ1) � p
∗.

Таким образом, существует точка p′ ∈ U ′
i , p

′ � p∗, такая, что значение
C ′
i(p

′) доопределено значением из некоторой точки p′2 � p∗, а значит,
C ′
i(p

′) 6 Ci(p
∗). Замечание 3 доказано.

4. Вычислительные эксперименты

Алгоритм MAS был реализован на языке Julia [21]. Все эксперименты
проводились на компьютере, оснащённом процессором Intel Core i7-8700
с частотой 3,20 ГГц и имеющем 32 ГБ оперативной памяти, под управ-
лением операционной системы Microsoft Windows 10 Pro.

4.1. Описание тестовых примеров. Тестовые примеры сгенери-
рованы аналогично [22]. Для формирования запросов клиентов на това-
ры применяется распределение Пуассона. Чтобы смоделировать нерав-
номерность спроса и цен, используется процедура, предложенная в [23].
Сначала для каждого товара выбирается непрерывная случайная вели-
чина udi из равномерного распределения на отрезке [0, 1]. Затем по фор-
муле

νi =
λ

ρd
u

1−ρd
ρd

di ,
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где λ— средняя интенсивность спроса, а ρd — параметр скошенности для
спроса, вычисляется интенсивность спроса на товар i. Затем для каждого
склада вновь выбирается значение hdif из равномерного распределения
на отрезке [0, 2]. Итоговая интенсивность спроса в распределении Пуас-
сона на товар i на складе f равна λif = νihdif .

Стоимость хранения товара i на складе f вычисляется аналогично:

cif =
c

ρc
u

1−ρc
ρc

ci hcif ,

где c— средняя стоимость хранения, ρc — параметр скошенности для сто-
имости, uci и hcif — реализации случайных величин из отрезков [0, 1]
и [0, 2] соответственно. В проведённых экспериментах использованы па-
раметры ρd = 0,139, ρc = 0,097. Кроме того, величины λif и cif не могут
принимать значения меньше 10−3.

Времена поставок для каждого предмета и склада выбираются слу-
чайно из равномерного распределения в диапазоне от 1 до 7 дней для
местных складов и от 10 до 16 для центрального склада. Для тестиро-
вания сгенерированы два семейства примеров: малые и большие. Малые
примеры имеют 100 типов товаров и 10 местных складов. У товара есть
вероятность 0,025 наличия спроса на каждом складе. Принимая во вни-
мание центральный склад, получаем около 500 переменных на пример.
Большие примеры имеют 1000 типов товаров, 100 местных складов и ве-
роятность в 0,045 получения запросов с определённого склада. Это даёт
около 10000 переменных. Уровни целевых показателей удовлетворённо-
сти были установлены на уровне α = 0,95, β = 0,95.

4.2. Сравнительный анализ. Предложенный алгоритм исследован
в сравнении с универсальным пакетом Nevergrad [18] и многоэшелонным
оптимизатором MEO. Для Nevergrad используем оптимизатор NGOpt39
с бюджетом в 3 · 105 оцениваний и предоставляем ему первоначальное
решение, найденное с помощью нашей эвристики для случая удовле-
творения всех заказов. Если не предоставить первоначального решения,
то Nevergrad потребуется гораздо больший вычислительный бюджет, что-
бы показать результаты, аналогичные представленным далее. Nevergrad
и MAS использовали все доступные потоки, а MEO работает только в од-
нопоточном режиме. Кроме того, Nevergrad использует полную симуля-
цию, в то время как MAS и MEO используют симуляции одного товара.
Для MAS установлен параметр ε0 = 0,04. Критерием остановки являет-
ся достижение ε = 1 и zt = zt−1 (п. 2.2). В локальном поиске r = 21,
T = max{10, n}, где n— число переменных в Xi. Алгоритм локального
поиска завершается после 500 оцениваний целевой функции или когда
лучшее найденное решение не меняется в течение 10T итераций. В алго-
ритме MAS для товара i ∈ I и каждой пары (γi, δi) мы не тратим в общей
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Таблица 2

Сравнение MAS, MEO и Nevergrad на малых примерах

№ MASmin MASavg MEO NGmin NGavg tMAS tMEO

1 6485 6487 6912 11 857 12 562 36 20

2 5421 5431 5581 11 536 12 181 33 18

3 5056 5061 5503 8413 8954 25 18

4 5590 5592 5868 8705 9475 20 18

5 12 230 12 258 12 870 16 993 18 540 25 24

6 7122 7125 7518 13 493 14 253 25 19

7 10 846 10 852 11 565 15 747 16 472 22 18

8 11 560 11 571 11 882 17 443 18 028 29 17

9 13 383 13 389 13 743 20 084 21 290 23 20

10 8968 8999 9356 12 999 13 291 26 24

сложности более 2000 оцениваний при решении задач OneItemi(γi, δi).
Хотя следует отметить, что изменение параметров может сместить ба-
ланс между временем вычислений и качеством результата. В табл. 2 и 3
представлены значения затрат на хранение запасов для соответствую-
щих примеров и алгоритмов.

В табл. 2 приведены результаты для малых примеров. Для каждо-
го примера было выполнено 5 запусков алгоритма MAS и 5 запусков

Таблица 3

Сравнение MAS, MEO и Nevergrad на больших примерах

№ MASmin MASavg MASt MEO NGmin NGavg tMAS tMEO

1 133 591 133 664 135 809 140 153 209 120 215 842 1625,790 617

2 127 924 128 103 129 725 136 991 217 382 219 338 1462,747 622

3 118 993 125 220 120 654 127 671 204 631 208 680 1405,229 892

4 145 825 146 274 147 470 154 442 231 940 233 772 1792,402 892

5 125 180 125 220 126 123 134 837 210 121 213 743 1579,075 903

6 126 049 126 097 128 579 133 663 217 160 219 995 1728,637 620

7 96 095 96 160 102 472 104 676 183 820 186 964 1332,990 356

8 134 922 134 999 137 072 141 286 226 715 229 002 1466,459 879

9 127 997 128 043 133 151 137 233 222 444 224 208 1637,495 366

10 134 605 134 713 136 435 144 226 238 641 240 459 1773,003 909
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Nevergrad. В столбцах «MASmin», «MASavg», «NGmin» и «NGavg» пред-
ставлены наилучшие и средние результаты для этих запусков. Резуль-
таты MEO приведены в колонке «MEO». Столбцы «tMAS» и «tMEO» по-
казывают среднее время выполнения в секундах за один запуск MAS
и MEO.

MAS демонстрирует результаты в среднем на 6% лучше, чем MEO,
за аналогичное время выполнения, а Nevergrad показывает значитель-
но более плохие результаты, хотя его время выполнения было примерно
в 100 раз больше, чем у MAS и MEO. Можно заметить, что разница
между минимальными и средними значениями не велика, и алгоритм
демонстрирует стабильные результаты.

В табл. 3 представлены результаты для больших примеров. Значение
столбцов такое же, как и для табл. 2. Результаты, достигнутые MAS
за время выполнения t = tMEO, представлены в столбце MASt. Время
работы Nevergrad составляло примерно 4 ч на запуск.

Результаты в столбцах MASavg и MASt на 5% и 4% лучше, чем соот-
ветствующие для MEO. Nevergrad не смог найти сопоставимого решения
ни на одном из примеров. По сравнению с предыдущей версией алгорит-
ма результаты улучшились в среднем на 0,6%.

Как оказалось, вспомогательная подзадача coordinator(P) достаточ-
но лёгкая для точного решения пакетом целочисленного программиро-
вания. Её решение занимает менее 1 с. Отметим также, что из-за особен-
ностей устройства имитационной модели почти всё время тратится на её
работу, а время работы остальной части алгоритма незначительно. Вре-
мя полной симуляции равно сумме времён, затраченных на симуляцию
каждого товара.

Таблица 4

Сравнение результатов MAS с точным решением

№ MASmin MASmax MASavg Точное значение

1 5514 5514 5514 5514

2 5539 5539 5539 5539

3 5827 5827 5827 5825

4 6456 6461 6459 6455

5 5265 5265 5265 5265

6 6402 6402 6402 6391

7 4774 4775 4775 4750

8 5175 5175 5175 5170

9 8292 8292 8292 8292

10 4208 4208 4208 4208
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Таблица 5

Сравнение результатов MAS без перебора
с точным решением

№ MASmin MASmax MASavg Точное значение

1 5547 5547 5547 5514

2 5598 5610 5601 5539

3 5849 5849 5849 5825

4 6540 6576 6566 6455

5 5265 5272 5271 5265

6 6421 6421 6421 6391

7 4785 4805 4789 4750

8 5264 5175 5292 5170

9 8308 8308 8308 8292

10 4208 4208 4208 4208

4.3. Сравнение с точным решением. Также проведено сравнение
решений полученных алгоритмом MAS с точными решениям на малень-
ких примерах, на которых возможен полный перебор в подзадачах од-
ного товара (около 70 складов и 400 переменных в сумме). Результаты
данного сравнения приведены в табл. 4.

Видно, что в 5 из 10 примеров алгоритм MAS нашёл точное решение,
а в остальных случаях отклонение составило не более 0,5%.

Однако стоит заметить, что алгоритм MAS включает в себя полный
перебор в тех подзадачах одного товара, в которых число вариантов ма-
ло. Если полностью отключить перебор, то получатся результаты, пред-
ставленные в табл. 5.

В данном случае оптимальное решение находится только в двух при-
мерах, а максимальное отклонение возрастает до 1,88%.

Заключение

Для задачи управления запасами в двухэшелонной системе складов
разработан алгоритм декомпозиции, основанный на многоагентной схе-
ме. Алгоритм использует задачу координатора и однотипные задачи ра-
бочих агентов. Каждый рабочий агент оптимизирует затраты на хране-
ние одного товара на всех складах при заданных уровнях удовлетворе-
ния заказов в обоих эшелонах. Координатор задаёт эти уровни агентам
и строит решение исходной задачи из решений рабочих агентов, исполь-
зуя модель о многовариантном рюкзаке. Для вычисления целевой функ-
ции и ограничений рабочие агенты используют детерминированную ими-
тационную модель. Показано, что такой подход гарантирует получение
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точного решения задачи, если точно решать подзадачи для каждого то-
вара и координатор правильно выбрал уровни удовлетворения заказов.
Разработан итерационный алгоритм, который последовательно уточня-
ет эти уровни. Приводится нижняя оценка минимума суммарных затрат,
которая позволяет строить точные алгоритмы. Проведены вычислитель-
ные эксперименты на примерах большой размерности. Эксперименты по-
казали высокую эффективность предложенного подхода и его превосход-
ство над пакетами Nevergrad и MEO. На примерах с известным точным
решением в двух случаях удалось найти оптимум, в остальных случаях
отклонение от оптимума составило не более 1,9%.
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DECOMPOSITION APPROACH FOR A TWO ECHELON
INVENTORY MANAGEMENT SYSTEM
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Abstract. Warehouses of the first echelon in a two-echelon system are
designed to satisfy customer orders. In the second echelon, we have
a central warehouse for restocking the first echelon warehouses. Cus-
tomer orders can be partially satisfied, but the total fraction of com-
pleted orders should not be less than the specified threshold. We need
to minimize the total cost of storing the items in all warehouses. We use
a deterministic simulation to calculate the order satisfaction ratio and
the storage cost during the planning period. The simulation depends
on inventory management policies at each warehouse for each type of
items. We develop a decomposition method for solving the problem. It
is based on solution of subproblems for each type of items. Also, we
propose some approaches for exact solution of the problem. The re-
sults of numerical experiments with instances with 100 warehouses and
1000 types of items are presented. On instances with known exact so-
lutions, we have the optimum in two cases, while in the other cases the
deviation from the optimal values is at most 1.9%. Tab. 5, illustr. 1,
bibliogr. 23.

Keywords: gray-box optimization, knapsack problem, local search.

English transl.: Journal of Applied and Industrial Mathematics 18 (4), 919–935
(2024), DOI: 10.1134/S1990478924040239.
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