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МОДЕЛЬ МЕЖДУНАРОДНОЙ ТОРГОВЛИ
С ИНВЕСТИЦИЯМИ В НИОКР

ПРИ МОНОПОЛИСТИЧЕСКОЙ КОНКУРЕНЦИИ:
РАВНОВЕСИЕ В СИТУАЦИИ АВТАРКИИ

И. А. Быкадоров

Институт математики им. С. Л. Соболева,
пр. Акад. Коптюга, 4, 630090 Новосибирск, Россия

E-mail: bykad@math.nsc.ru

Аннотация. Исследуется модель международной торговли с уча-
стием двух стран при монополистической конкуренции производи-
телей. Функции полезности потребителей аддитивно сепарабельны,
транспортные издержки приняты по типу айсберга (iceberg type),
функция производственных издержек нелинейна: предельные из-
держки являются убывающей функцией от инвестиций в НИОКР
(научно-исследовательские и опытно-конструкторские работы). Рас-
сматривается рыночное равновесие в ситуации автаркии (ситуация,
когда транспортные издержки настолько велики, что международ-
ная торговля прекращается). Произведена сравнительная статика
по транспортным издержкам равновесных переменных (индивиду-
ального потребления, размера и массы фирм, цен), а также обще-
ственного благосостояния. Библиогр. 10.

Ключевые слова: монополистическая конкуренция, международ-
ная торговля, потребитель, производитель, инвестиции в НИОКР,
транспортные издержки по типу айсберга, равновесие, автаркия.

Введение

Производительность труда является существенным фактором для лю-
бого предприятия. Эмпирические работы начала XXI в., в которых при-
водилось исследование отраслевых рынков, показали следующие резуль-
таты: фирмы на большом рынке имеют более низкие наценки [1]; размер
(выпуск) фирмы зависит от размера рынка [2]; более крупные фирмы
экспортируют продукцию в больших объёмах и более высокого каче-
ства [3].

© И. А. Быкадоров, 2025



6 И. А. Быкадоров

Современное теоретическое изложение этих и других эмпирических
закономерностей опирается на некоторые модификации модели монопо-
листической конкуренции Диксита — Стиглица — Кругмана [4, 5], а так-
же на её гетерогенный вариант, предложенный в работе Мелица [6].
Модель Диксита — Стиглица — Кругмана рассматривает влияние моно-
полистической конкуренции на торговлю двух стран и отражает часто
встречающийся тип рынка. Её изучение позволяет не только объяснить
процессы, происходящие в экономике, но и прогнозировать её развитие.

В предлагаемой работе исследуется модель международной торговли
двух стран при монополистической конкуренции производителей. Торго-
вые издержки приняты по типу айсберга (iceberg type), т. е. для экспорта
одной единицы товара требуется произвести τ единиц продукции. Стан-
дартные вопросы при исследовании таких моделей следующие: сравни-
тельная статика по торговым издержкам потребления, массы фирм, вы-
пусков, цен, общественного благосостояния. Наибольший интерес вызы-
вают два «предельных» случая: свободы торговли и автаркии.

В работе [7] получен следующий результат для случая линейных про-
изводственных издержек: либерализация торговли вблизи автаркии ухуд-
шает общественное благосостояние. В предлагаемой работе изучен более
адекватный с экономической точки зрения частный случай нелинейных
производственных издержек, когда предельные издержки являются убы-
вающей функцией от инвестиций в НИОКР (научно-исследовательские
и опытно-конструкторские разработки).

Текст работы организован следующим образом. В разд. 1 даётся по-
становка задачи: описаны предварительные сведения о модели (п. 1.1),
задачи репрезентативных потребителей (п. 1.2), задачи производителей
(п. 1.3), определено понятие общественного благосостояния (п. 1.4), опи-
сан симметричный случай (п. 1.5), определено понятие симметричного
равновесия (п. 1.6).

Разд. 2 описывает локальную сравнительную статику симметрично-
го равновесия по транспортным издержкам, которая получается путём
полного дифференцирования системы равновесных уравнений. Особое
внимание уделяется ситуации автаркии (см. п. 2.1); получена локаль-
ная сравнительная статика индивидуальных потреблений и инвестиций
в НИОКР (утверждение 1), размеров и масс фирм (утверждение 2), цен
(утверждение 3).

Далее, получены компактные формулы для эластичностей функций
общественного благосостояния (утверждение 4), позволяющие присту-
пить к разработке необременительных достаточных условий, гарантиру-
ющих возрастание общественного благосостояния вблизи автаркии, что
обобщает результат [7], полученный для случая линейных производствен-
ных издержек.



Автаркия в модели торговли с инвестициями в НИОКР 7

Доказательства утверждений вынесены в отдельный разд. 3. В за-
ключении обсуждаются полученные результаты и нерешённые вопросы,
намечается план дальнейших исследований.

1. Постановка задачи

1.1. Предварительные сведения о модели. Исследуется класси-
ческая модель международной торговли двух стран при монополистиче-
ской конкуренции производителей. В отличие от классических постано-
вок, предполагается, что производственные издержки нелинейны. Точ-
нее, предполагается, что предельные издержки являются убывающими
функциями от инвестиций в НИОКР, причём производители могут вы-
бирать объём этих инвестиций.

Модель основывается на следующих классических предположениях
монополистической конкуренции [4, 5, 8–10]:

• единственным производственным фактором является труд;
• каждый потребитель обладает одной единицей труда;
• количество (масса) фирм достаточно велико;
• фирмы производят аналогичные, но не полностью взаимозаменяе-

мые товары — так называемое «товарное разнообразие»;
• каждый вид товарного разнообразия производит один производи-

тель (фирма);
• каждый производитель выпускает только один вид товарного раз-

нообразия;
• количество (масса) фирм определяется условием «свободы входа»

(ноль-прибыльностью фирмы) — фирмы входят на рынок до тех пор, по-
ка их прибыль положительна;

• в каждой стране выполняются балансы по труду и торговые балан-
сы.

Итак, имеются одна отрасль и один производственный фактор — труд.
В торговле участвуют две страны: страна B («большая») и страна S

(«малая»). Введём следующие два экзогенных параметра:
• L— количество жителей (потребителей) в стране B,
• l — количество жителей (потребителей) в стране S, l 6 L.

1.2. Потребитель. Предпочтения потребителей описываются адди-
тивно сепарабельной функцией полезности, которая максимизируется
при бюджетном ограничении.

Элементарная функция полезности u : R+ → R+ («функция суб-по-
лезности») удовлетворяет следующим условиям:

• u(0) = 0 (пока ничего не потребили, полезность равна нулю);
• u′(ξ) > 0 при ξ > 0 (парадигма о рациональном поведении потреби-

теля: чем больше потребляет, тем больше полезность);
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• u′′(ξ) < 0 при ξ > 0 (эффект насыщаемости: от каждой новой по-
треблённой единицы товара удовольствие всё меньше и меньше).

Таким образом, элементарная функция полезности строго возраста-
ющая и строго вогнутая. Более того, предполагается, что в нуле произ-
водные конечны, т. е. u′(0) < +∞ и u′′(0) > −∞.

Далее, пусть
• N — масса 1) фирм в стране B,
• n— масса фирм в стране S.
Определим индивидуальное потребление. Внутреннее потребление:
• Xr

i = Xr(i)— количество товара, произведённого в стране B фир-
мой i ∈ [0, N ] и потреблённого жителем r ∈ {1, . . . , L} страны B;

• xri = xr(i)— количество товара, произведённого в стране S фирмой
i ∈ [0, n] и потреблённого жителем r ∈ {1, . . . , l} страны S.

Импортное потребление:
• Zr

i = Zr(i)— количество товара, произведённого в стране B фирмой
i ∈ [0, N ] и потреблённого жителем r ∈ {1, . . . , l} страны S;

• zri = zr(i)— количество товара, произведённого в стране S фирмой
i ∈ [0, n] и потреблённого жителем r ∈ {1, . . . , L} страны B.

Далее, пусть
• PXr

i = PXr

(i)— цена единицы товара, произведённого в стране B
фирмой i ∈ [0, N ] и потребляемого жителем r ∈ {1, . . . , L} в стране B;

• px
r

i = px
r
(i)— цена единицы товара, произведённого в стране S фир-

мой i ∈ [0, n] и потребляемого жителем r ∈ {1, . . . , l} в стране S;
• PZr

i = PZr

(i)— цена единицы товара, произведённого в стране B
фирмой i ∈ [0, N ] и потребляемого жителем r ∈ {1, . . . , l} в стране S;

• pz
r

i = pz
r

(i)— цена единицы товара, произведённого в стране S фир-
мой i ∈ [0, n] и потребляемого жителем r ∈ {1, . . . , L} в стране B.

Наконец, пусть
• ω — заработная плата в стране B;
• заработная плата в стране S, как обычно (ср., например, [8]), нор-

мируется к единице.
Предполагается, что в каждой стране каждый потребитель при по-

треблении единицы товара получает полезность u(1).
Теперь можно сформулировать задачи репрезентативных потребите-

лей в каждой стране. Каждый потребитель максимизирует свою функ-
цию полезности при бюджетном ограничении, поэтому

1) Стандартная интерпретация понятия «массы фирм»: если на длинной дороге
равномерно расставлены автозаправочные станции, то нас интересует не количество
этих станций, а длина дороги. В этом случае говорят не о количестве фирм, а о массе
фирм. Эта масса определяется эндогенно, причём, вообще говоря, она необязательно
будет целой.
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• задача потребителя r ∈ {1, . . . , L} в стране B имеет вид

N∫

0

u
(
Xr

i

)
di+

n∫

0

u
(
zri
)
di → max,

N∫

0

PXr

i Xr
i di+

n∫

0

pz
r

i zri di 6 ω;

• задача потребителя r ∈ {1, . . . , l} в стране S имеет вид

n∫

0

u
(
xri
)
di+

N∫

0

u(Zr
i ) di → max,

n∫

0

px
r

i xri di+

N∫

0

PZr

i zri di 6 1.

Построим для каждой из этих задач функции Лагранжа. Тогда усло-
вия первого порядка (first order conditions, FOC) имеют вид

u′
(
Xr

i

)
= ΛPXr

i , i ∈ [0, N ], r ∈ {1, . . . , L},
u′
(
zri
)
= Λpz

r

i , i ∈ [0, n], r ∈ {1, . . . , l},
u′
(
xri
)
= λpx

r

i , i ∈ [0, n], r ∈ {1, . . . , l},
u′
(
Zr
i

)
= λPZr

i , i ∈ [0, N ], r ∈ {1, . . . , L},

где λ,Λ— множители Лагранжа.
Отсюда получаем следующие обратные функции спроса:

p(Xr
i ,Λ) =

u′
(
Xr

i

)

Λ
, i ∈ [0, N ], r ∈ {1, . . . , L},

p(zri ,Λ) =
u′
(
zri
)

Λ
, i ∈ [0, n], r ∈ {1, . . . , l},

p(xri , λ) =
u′
(
xri
)

λ
, i ∈ [0, n], r ∈ {1, . . . , l},

p(Zr
i ,Λ) =

u′
(
Zr
i

)

Λ
, i ∈ [0, N ], r ∈ {1, . . . , L}.

1.3. Производитель. Для транспортных издержек в международ-
ной торговле примем модель айсберга: для продажи y единиц продукции
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в другой стране фирма производит τy, τ > 1, единиц продукции 2). Тогда
выпуск фирмы i ∈ [0, N ] в стране B равен

Qi =

L∑

r=1

Xr
i + τ

l∑

r=1

Zr
i , i ∈ [0, N ],

а выпуск фирмы i ∈ [0, n] в стране S —

qi =

l∑

r=1

xri + τ

L∑

r=1

zri , i ∈ [0, n].

В рассматриваемой модели торговли предполагается, что производи-
тель осуществляет инвестиции в НИОКР, которые являются фиксиро-
ванными издержками, а предельные издержки c(ξ) являются убывающей
функцией от фиксированных издержек 3). Таким образом, если фирма
производит ξ единиц продукции (измеряемых в единицах труда) и инве-
стирует в НИОКР η единиц труда, то фирма несёт издержки

V (ξ, η) = c(η) · ξ + η, c′(η) < 0.

Тогда функция производственных издержек фирмы i ∈ [0, N ] в стра-
не B имеет вид

V (Qi, Fi) = c(Fi) ·Qi + Fi, i ∈ [0, N ],

функция производственных издержек фирмы i ∈ [0, n] в стране S —

V (qi, fi) = c(fi) · qi + fi, i ∈ [0, n],

функция прибыли фирмы i ∈ [0, N ] в стране B —

Πi =

L∑

r=1

p
(
Xr

i ,Λ
)
·Xr

i +

l∑

r=1

p
(
Zr
i , λ
)
· Zr

i − ω · V (Qi, Fi), i ∈ [0, N ],

а функция прибыли фирмы i ∈ [0, n] в стране S —

πi =

l∑

r=1

p
(
xri , λ

)
· xri +

L∑

r=1

p
(
zri ,Λ

)
· zri − V (qi, fi), i ∈ [0, n].

Для удобства обозначений введём понятие нормализованной выручки
R(ξ) = u′(ξ) · ξ. Тогда функция прибыли фирмы i ∈ [0, N ] в стране B

2) Стандартная интерпретация понятия транспортных издержек по типу айсберга:
стоимость транспортировки товара вычитается из его начальной стоимости, так что
с увеличением длины пути товар «тает», как айсберг.

3) Стандартная интерпретация этого феномена: чем больше инвестиции в НИОКР,
тем меньше издержки на выпуск единицы продукции.
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примет вид

Πi =

L∑

r=1

R
(
Xr

i

)

Λ
+

l∑

r=1

R
(
Zr
i

)

λ
− ω · V (Qi, Fi), i ∈ [0, N ],

функция прибыли фирмы i ∈ [0, n] в стране S —

πi =

l∑

r=1

R
(
xri
)

λ
+

L∑

r=1

R
(
zri
)

Λ
− V (qi, fi), i ∈ [0, n].

Поскольку общие издержки должны равняться полному количеству
труда в стране, выполняются балансы по труду в стране B

N∫

0

V (Qi, Fi) di = L

и стране S
n∫

0

V (qi, fi) di = l.

1.4. Общественное благосостояние. Под общественным благосо-
стоянием в данном классе моделей понимается полная полезность, так
что общественное благосостояние в стране B записываем в виде

WB = L

N∫

0

u
(
Xr

i

)
di+ L

n∫

0

u
(
zri
)
di,

а общественное благосостояние в стране S — в виде

W S = l

n∫

0

u
(
xri
)
di+ l

N∫

0

u
(
Zr
i

)
di.

1.5. Симметричный случай. В симметричной модели предполага-
ется, что

• все потребители одинаковы, поскольку формируют свои предпочте-
ния, используя одну и ту же элементарную функцию полезности u(ξ);

• все производители одинаковы, поскольку формируют свои издерж-
ки, используя одну и ту же функцию производственных издержек V (ξ, η).

При таких условиях представляется целесообразным (ср. [7, 8]) рас-
сматривать симметричный случай, опуская индексы i и r. Тогда

• X = Xr
i , i ∈ [0, N ], r ∈ {1, . . . , L},— количество товара, произведён-

ного одной фирмой в стране B и потреблённого одним жителем стра-
ны B;
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• x = xri , i ∈ [0, n], r ∈ {1, . . . , l},— количество товара, произведённого
одной фирмой в стране S и потреблённого одним жителем страны S;

• Z = Zr
i , i ∈ [0, N ], r ∈ {1, . . . , l},— количество товара, произведён-

ного одной фирмой в стране B и потреблённого одним жителем страны S;
• z = zri , i ∈ [0, n], r ∈ {1, . . . , L},— количество товара, произведённо-

го одной фирмой в стране S и потреблённого одним жителем страны B.
В этом случае выпуск одной фирмы в стране B составляет

Q = LX + τ lZ, (1)

а выпуск одной фирмы в стране S —

q = lx+ τLz. (2)

Также имеем
• F = Fi, i ∈ [0, N ], — инвестиции в НИОКР фирмы в стране B;
• f = fi, i ∈ [0, n],— инвестиции в НИОКР фирмы в стране S;
• V (Q,F ) = c(F ) ·Q+ F — издержки одной фирмы в стране B;
• V (q, f) = c(f) · q + f — издержки одной фирмы в стране S.
Обратные функции спроса определяются следующим образом:
• цена единицы товара, произведённого одной фирмой в стране B

и потреблённого в количестве X одним жителем страны B, равна

p(X,Λ) =
u′(X)

Λ
=

u′
(
Xr

i

)

Λ
, i ∈ [0, N ], r ∈ {1, . . . , L}; (3)

• цена единицы товара, произведённого одной фирмой в стране S
и потреблённого в количестве x одним жителем страны S, равна

p(x, λ) =
u′(x)

λ
=

u′
(
xri
)

λ
, i ∈ [0, n], r ∈ {1, . . . , l}; (4)

• цена единицы товара, произведённого одной фирмой в стране B
и потреблённого в количестве Z одним жителем страны S, равна

p(Z, λ) =
u′(Z)

λ
=

u′
(
Zr
i

)

λ
, i ∈ [0, N ], r ∈ {1, . . . , l}; (5)

• цена единицы товара, произведённого одной фирмой в стране S
и потреблённого в количестве z одним жителем страны B, равна

p(z, λ) =
u′(z)

Λ
=

u′
(
zri
)

Λ
, i ∈ [0, n], r ∈ {1, . . . , L}. (6)

Далее, прибыль фирмы в стране B в симметричном случае оказыва-
ется равной

Π = L · R(X)

Λ
+ l · R(Z)

λ
− ω · V (Q,F ), (7)
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а прибыль фирмы в стране S —

π = l · R(x)

λ
+ L · R(z)

Λ
− V (q, f). (8)

Баланс по труду в стране B принимает вид

N · V (Q,F ) = L, (9)

а в стране S —
n · V (q, f) = l. (10)

Торговый баланс — экспорт равен импорту — задаётся равенством

l ·N · p(Z, λ) · Z = L · n · p(z,Λ) · z,
т. е. с учётом балансов по труду (9) и (10) имеем

TB =
R(Z)

λ · V (Q,F )
− R(z)

Λ · V (q, f)
= 0. (11)

Наконец, общественное благосостояние в странах B и S записываем
в виде

WB = L · (N · u(X) + n · u(z)),
W S = l · (n · u(x) +N · u(Z)).

Учитывая при этом балансы по труду (9) и (10), получаем

WB =
L2

V (Q,F )
· u(X) +

Lt

V (q, f)
· u(z), (12)

W S =
l2

V (q, f)
· u(x) + Lt

V (Q,F )
· u(Z) (13)

соответственно.

1.6. Симметричное равновесие. Фирмы максимизируют свои при-
были (7) и (8), поэтому требуется выполнение условий первого порядка

Π′
X ≡ ∂Π

∂X
= 0, Π′

Z ≡ ∂Π

∂Z
= 0, Π′

F ≡ ∂Π

∂F
= 0, (14)

π′
x ≡ ∂π

∂x
= 0, π′

z ≡
∂π

∂z
= 0, π′

f ≡ ∂π

∂f
= 0, (15)

а также условий второго порядка (second order conditions, SOC) — отри-
цательная определённость матриц вторых производных:

Π′′ < 0, π′′ < 0, (16)

где

Π′′ =

Ñ
Π′′

XX Π′′
XZ Π′′

XF
Π′′

XZ Π′′
ZZ Π′′

ZF
Π′′

XF Π′′
ZF Π′′

FF

é
, π′′ =

Ñ
π′′
xx π′′

xz π′′
xf

π′′
xz π′′

zz π′′
zf

π′′
xf π′′

zf π′′
ff

é
.
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Также выполняются условия свободы входа (ноль-прибыльность), по-
скольку фирма входит на рынок, если её прибыль положительна, и ухо-
дит с рынка, если её прибыль отрицательна:

Π = 0, π = 0. (17)

Будем называть симметричным равновесием набор

(X∗, Z∗, F ∗, x∗, z∗, f∗,Λ∗, λ∗, ω∗),

удовлетворяющий следующим условиям:
• оптимальность в производстве, т. е. FOC (14), (15) и SOC (16);
• свобода входа (17);
• торговый баланс (11).
При найденных равновесных переменных, можно вычислить
• равновесные цены — из (3)–(6);
• равновесные массы фирм — из (9) и (10);
• равновесные выпуски фирм — из (1) и (2).

2. Локальная сравнительная статика симметричного

равновесия по транспортным издержкам

Запишем равновесную систему в виде

Ψ(Φ) = Θ, (18)

где

Ψ =
(
Π′

X Π′
Z Π′

F π′
x π′

z π′
f Π π TB

)⊤
,

Φ =
(
X Z F x z f Λ λ ω

)⊤
,

Θ =
(
0 0 0 0 0 0 0 0 0

)⊤
.

Поскольку конкретные виды функций не предполагаются известны-
ми, равновесную систему (18) невозможно решить в явном виде 4), поэто-
му будем изучать поведение решения этой системы при малом изменении
какого-либо параметра. В качестве такого параметра возьмём транспорт-
ные издержки τ (ср. [7]).

Полное дифференцирование системы (18) по τ даёт

∂Ψ

∂Φ
· dΦ
dτ

= −∂Ψ

∂τ
,

где
dΦ

dτ
=
Ä
dX
dτ

dZ
dτ

dF
dτ

dx
dτ

dz
dτ

df
dτ

dΛ
dτ

dλ
dτ

dω
dτ

ä⊤
,

4) В этой работе предполагается, что симметричное равновесие существует и един-
ственно. Вопросы существования и единственности равновесия являются темами от-
дельных исследований.
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∂Ψ

∂τ
=
(
Π′′

Xτ Π′′
Zτ Π′′

Fτ π′′
xτ π′′

zτ π′′
fτ Π′

τ π′
τ TB′

τ

)⊤
=

=
(
0 Π′′

Zτ Π′′
Fτ 0 π′′

zτ π′′
fτ Π′

τ π′
τ TB′

τ

)⊤
,

∂Ψ

∂Φ
=




Π′′
XX Π′′

XZ Π′′
XF Π′′

Xx Π′′
Xz Π′′

Xf Π′′
XΛ Π′′

Xλ Π′′
Xω

Π′′
XZ Π′′

ZZ Π′′
ZF Π′′

Zx Π′′
Zz Π′′

Zf Π′′
ZΛ Π′′

Zλ Π′′
Zω

Π′′
XF Π′′

ZF Π′′
FF Π′′

Fx Π′′
Fz Π′′

Ff Π′′
FΛ Π′′

Fλ Π′′
Fω

π′′
Xx π′′

Zx π′′
Fx π′′

xx π′′
xz π′′

xf π′′
xΛ π′′

xλ π′′
xω

π′′
Xz π′′

Zz π′′
Fz π′′

xz π′′
zz π′′

zf π′′
zΛ π′′

zλ π′′
zω

π′′
Xf π′′

Zf π′′
Ff π′′

xf π′′
zf π′′

ff π′′
fΛ π′′

fλ π′′
fω

Π′
X Π′

Z Π′
F Π′

x Π′
z Π′

f Π′
Λ Π′

λ Π′
ω

π′
X π′

Z π′
F π′

x π′
z π′

f π′
Λ π′

λ π′
ω

TB′
X TB′

Z TB′
F TB′

x TB′
z TB′

f TB′
Λ TB′

λ TB′
ω




.

Матрица ∂Ψ
∂Φ разреженная. Действительно, поскольку

Π′′
XZ = Π′′

Xx = Π′′
Xz = Π′′

Xf = Π′′
Xλ = 0,

Π′′
XZ = Π′′

Zx = Π′′
Zz = Π′′

Zf = Π′′
ZΛ = 0,

Π′′
Fx = Π′′

Fz = Π′′
Ff = Π′′

FΛ = Π′′
Fλ = 0,

π′′
Xx = π′′

Zx = π′′
Fx = π′′

xz = π′′
xλ = π′′

xω = 0,

π′′
Xz = π′′

Zz = π′′
Fz = π′′

xz = π′′
zλ = π′′

zω = 0,

π′′
Xf = π′′

Zf = π′′
Ff = π′′

fΛ = π′′
fλ = π′′

fω = 0,

Π′
x = Π′

z = Π′
f = π′

X = π′
Z = π′

F = π′
ω = TB′

ω = 0,

Π′′
Fω = Π′

X = Π′
Z = Π′

F = π′
x = π′

z = π′
f = 0

в силу (14) и (15), матрица ∂Ψ
∂Φ имеет вид

∂Ψ

∂Φ
=




Π′′
XX 0 Π′′

XF 0 0 0 Π′′
XΛ 0 Π′′

Xω
0 Π′′

ZZ Π′′
ZF 0 0 0 0 Π′′

Zλ Π′′
Zω

Π′′
XF Π′′

ZF Π′′
FF 0 0 0 0 0 0

0 0 0 π′′
xx 0 π′′

xf 0 π′′
xλ 0

0 0 0 0 π′′
zz π′′

zf π′′
zΛ 0 0

0 0 0 π′′
xf π′′

zf π′′
ff 0 0 0

0 0 0 0 0 0 Π′
Λ Π′

λ Π′
ω

0 0 0 0 0 0 π′
Λ π′

λ 0
TB′

X TB′
Z TB′

F TB′
x TB′

z TB′
f TB′

Λ TB′
λ 0




.

Тем самым в силу SOC (16) производные

dX

dτ
,
dZ

dτ
,
dF

dτ
,
dx

dτ
,
dz

dτ
,
df

dτ
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однозначно выражаются через производные
dΛ

dτ
,
dλ

dτ
,
dω

dτ
.

Более точно,Ö
Π′′

XX 0 Π′′
XF

0 Π′′
ZZ Π′′

ZF

Π′′
XF Π′′

ZF Π′′
FF

è
·

Ö
dX
dτ
dZ
dτ
dF
dτ

è
= −

Ö
Π′′

XΛ · dΛ
dτ +Π′′

Xω · dω
dτ

Π′′
Zλ · dλ

dτ +Π′′
Zω · dω

dτ +Π′′
Zτ

Π′′
Fτ

è
,

Ö
π′′
xx 0 π′′

xf

0 π′′
zz π′′

zf

π′′
xf π′′

zf π′′
ff

è
·

Ö
dx
dτ
dz
dτ
df
dτ

è
= −

Ö
π′′
xλ · dλ

dτ

π′′
zΛ · dΛ

dτ + π′′
zτ

π′′
fτ

è
.

2.1. Ситуация автаркии. Предположим, что при некотором доста-
точно большом τ равновесие таково, что Z∗ = z∗ = 0. В этих условиях
международная торговля прекращается, наступает «автаркия» 5) . В слу-
чае автаркии имеем

Π′′
Fτ = Π′

τ = Π′
λ = π′′

fτ = π′
τ = π′

Λ = 0,

TB′
X = TB′

F = TB′
x = TB′

f = TB′
Λ = TB′

λ = TB′
τ = 0,

поэтому
∂Ψ

∂τ
=
(
0 Π′′

Zτ 0 0 π′′
zτ 0 0 0 0

)⊤
,

∂Ψ

∂Φ
=




Π′′
XX 0 Π′′

XF 0 0 0 Π′′
XΛ 0 Π′′

Xω
0 Π′′

ZZ Π′′
ZF 0 0 0 0 Π′′

Zλ Π′′
Zω

Π′′
XF Π′′

ZF Π′′
FF 0 0 0 0 0 0

0 0 0 π′′
xx 0 π′′

xf 0 π′′
xλ 0

0 0 0 0 π′′
zz π′′

zf π′′
zΛ 0 0

0 0 0 π′′
xf π′′

zf π′′
ff 0 0 0

0 0 0 0 0 0 Π′
Λ 0 Π′

ω

0 0 0 0 0 0 0 π′
λ 0

0 TB′
Z 0 0 TB′

z 0 0 0 0




,

так что имеемÖ
Π′′

XX 0 Π′′
XF

0 Π′′
ZZ Π′′

ZF

Π′′
XF Π′′

ZF Π′′
FF

è
·

Ö
dX
dτ
dZ
dτ
dF
dτ

è
= −

Ö
Π′′

XΛ · dΛ
dτ +Π′′

Xω · dω
dτ

Π′′
Zλ · dλ

dτ +Π′′
Zω · dω

dτ +Π′′
Zτ

0

è
,

5) Как и в вопросе существования и единственности симметричного равновесия,
предполагаем, что при некотором достаточно большом τ международная торгов-
ля действительно прекращается и наступает автаркия. Отметим, что существова-
ние и единственность равновесия, а также автаркия — это наблюдаемые феномены.
По крайней мере, на модельном уровне существуют соответствующие примеры.
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Ö

π′′
xx 0 π′′

xf

0 π′′
zz π′′

zf

π′′
xf π′′

zf π′′
ff

è
·

Ö
dx
dτ
dz
dτ
df
dτ

è
= −

Ö
π′′
xλ · dλ

dτ

π′′
zΛ · dΛ

dτ + π′′
zτ

0

è
,

Π′
Λ · dΛ

dτ
+Π′

ω · dω
dτ

= 0,

π′
λ ·

dλ

dτ
= 0,

TB′
Z · dZ

dτ
+ TB′

z ·
dz

dτ
= 0.

Для дальнейшего изложения определим следующие понятия:
• Eξ =

τ
ξ · dξ

dτ — эластичность переменной ξ по параметру τ ;

• Eg(ξ) = ξ
g(ξ) · g′(ξ)— эластичность функции g(ξ) по аргументу ξ;

• rg(ξ) = − ξ
g′(ξ) · g′′(ξ)— мера Эрроу — Пратта функции g(ξ) по аргу-

менту ξ.

Утверждение 1. В случае автаркии имеют место следующие утвер-

ждения.

1. В стране B равновесные индивидуальные потребления X,Z и ин-

вестиции в НИОКР F таковы, что

EX = − Ec(F )

rR(X)
·EF < 0,

dZ

dτ
= A ·EF < 0,

EF =
1

B
· (1 + Eω) < 0,

где

A =
LX

l
· 1

τ2
·
Å Ec(F )

rR(X)
+ rc(F )

ã
> 0, (19)

B =
R′′(0)

R′(0)
· τ · A− Ec(F ) < 0. (20)

2. В стране S равновесные индивидуальные потребления x, z и инве-

стиции в НИОКР f таковы, что

Ex = −Ec(f)
rR(x)

·Ef < 0,

dz

dτ
= a ·Ef < 0,

Ef =
1

b
· (1− Eω) < 0,
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где

a =
lx

L
· 1

τ2
·
Å Ec(f)
rR(x)

+ rc(f)

ã
> 0, (21)

b =
R′′(0)

R′(0)
· τ · a− Ec(f) < 0. (22)

3. Заработная плата ω в стране B такова, что

Eω =
V (Q,F ) · λaB − V (q, f) · ΛAb
V (q, f) · ΛAb+ V (Q,F ) · λaB ∈ (−1, 1). (23)

В силу утверждения 1 вблизи автаркии при малом росте транспорт-
ных издержек наблюдается убывание в каждой стране как индивидуаль-
ных потреблений (домашних и импортных товаров) каждого потребите-
ля, так и инвестиций в НИОКР каждой фирмы. Что касается заработ-
ной платы в стране B, то можно лишь гарантировать следующую оценку
эластичности: Eω ∈ (−1, 1).

Естественно возникают вопросы о поведении выпусков (1) и (2) каж-
дой фирмы, масс фирм (N и n), а также общего выпуска продукции (NQ
и nq) и общих инвестиций в НИОКР (NF и nf) в каждой стране при
малом росте транспортных издержек. Ответы на эти вопросы даёт

Утверждение 2. В случае автаркии имеют место следующие утвер-

ждения.

1. В стране B равновесный выпуск Q каждой фирмы, масса фирм N,
общий выпуск продукции NQ и общие инвестиции в НИОКР NF таковы,

что

EQ = rc(F ) ·EF < 0,

EN = −ER(X) · EQ = −ER(X) · rc(F ) ·EF > 0,

ENQ = (1− ER(X)) · rc(F ) · EF > 0,

ENF = EEc(F ) · ER(X) ·EF =
E ′
c(F ) · F
Ec(F )

· ER(X) · EF .

2. В стране S равновесный выпуск q каждой фирмы, масса фирм n,
общий выпуск продукции nq и общие инвестиции в НИОКР nf таковы,

что

Eq = rc(f) ·Ef < 0,

En = −ER(x) ·Eq = −ER(x) · rc(f) · Ef > 0,

Enq = (1− ER(x)) · rc(f) · Ef > 0,

Enf = EEc(f) · ER(x) ·Ef =
E ′
c(f) · f
Ec(f)

· ER(x) ·Ef .
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В силу утверждения 2 вблизи автаркии при малом росте транспорт-
ных издержек наблюдается убывание выпусков (1) и (2) каждой фирмы,
рост масс фирм N и n, а также общего выпуска продукции (NQ и nq).
Что касается общих инвестиций в НИОКР (NF и nf) в каждой стране,
то их поведение при этом определяется «эластичностью эластичности»
предельных издержек c(ξ) как функции от инвестиций в НИОКР.

Важно отметить, что (см. утверждения 1 и 2) поведение многих рав-
новесных переменных (индивидуальных потреблений, выпусков и масс
фирм, общих выпусков и общих инвестиций в НИОКР) в каждой из стран
аналогично. Что касается цен (точнее, обратных функций спроса), то си-
туация оказывается не столь однозначной. Точнее, имеет место

Утверждение 3. В случае автаркии равновесные обратные функции

спроса таковы, что

Ep(X,Λ) = −ru(X) · EX +Eω > Eω,

Ep(z,Λ) = τ · u
′′(0)

u′(0)
· dz
dτ

+ Eω > Eω,

Ep(x,λ) = −ru(x) ·Ex > 0,

Ep(Z,λ) = τ · u
′′(0)

u′(0)
· dZ
dτ

> 0.

В силу утверждения 3 при малом росте транспортных издержек цены
(обратные функции спроса p(x, λ) и p(Z, λ)) для потребителей в стране S
растут. При этом определить точное поведение цен (обратных функций
спроса p(X,Λ) и p(z,Λ)) для потребителей в стране B не удаётся. Извест-
но лишь, что их эластичности больше эластичности Eω, которая принад-
лежит интервалу (−1, 1) в виду (23). По-видимому, причина этого в том,
что в стране S зарплата нормирована к единице, а в стране B зарплата
является переменной (эндогенным параметром).

Теперь можно приступить к анализу поведения функций обществен-
ного благосостояния WB и W S (см. (12) и (13)). Исчерпывающую локаль-
ную сравнительную статику этих функций провести не удаётся. Ком-
пактное представление эластичностей функций WB и W S по τ даёт

Утверждение 4. В случае автаркии имеют место следующие утвер-

ждения.

1. В стране B равновесная функция общественного благосостояния

такова, что

EWB = − 1

rR(X)
· ((1 − ER(X)) · Eu(X) · Ec(F ) +

+ (1− Eu(X)) · ER(X) · rR(X) · rc(F )) ·EF .
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2. В стране S равновесная функция общественного благосостояния

такова, что

EWS = − 1

rR(x)
· ((1− ER(x)) · Eu(x) · Ec(f) +

+ (1− Eu(x)) · ER(x) · rR(x) · rc(x)) ·Ef .

В силу утверждения 4 имеем EWB > 0 тогда и только тогда, когда

Ec(F ) +
(1− Eu(X)) · ER(X)

(1− ER(X)) · Eu(X)
· rR(X) · rc(F ) > 0,

равно как EWS > 0 тогда и только тогда, когда

Ec(f) +
(1− Eu(x)) · ER(x)
(1− ER(x)) · Eu(x)

· rR(x) · rc(x) > 0.

Отметим, что в силу SOC (16) справедливы неравенства

Ec(F ) + rR(X) · rc(F ) > 0,

Ec(f) + rR(x) · rc(x) > 0,

что даёт надежду на получение необременительных достаточных усло-
вий возрастания функций общественного благосостояния вблизи автар-
кии.

3. Доказательства

Доказательство утверждения 1. В силу FOC (14) и (15)




Π′′
XX · X

τ = Π′′
XΛ · Λ

τ · rR(X),

Π′′
XF · F

τ = Π′′
XΛ · Λ

τ · Ec(F ),

Π′′
XΛ · Λ

τ = Π′′
Xω · ω

τ = −L · R′(X)
τ ·Λ ,





Π′′
ZZ = −Π′′

Zτ ·
R′′(0)
R′(0) · τ,

Π′′
ZF · F

τ = Π′′
Zτ · Ec(F ),

Π′′
Zλ · λ

τ = Π′′
Zω · ω

τ = Π′′
Zτ = −l · R′(0)

τ ·λ ,




Π′′
XF · X

τ = ω
τ ,

Π′′
ZF = ω

τ · l
L·X · τ2,

Π′′
FF · F

τ = −ω
τ · rc(F ),





π′′
xx · x

τ = π′′
xλ · λ

τ · rR(x),
π′′
xf · f

τ = π′′
xλ · λ

τ · Ec(f),
π′′
xλ · λ

τ = −l · R′(x)
τ ·λ ,





π′′
zz = −π′′

zτ · R′′(0)
R′(0) · τ,

π′′
zf · f

τ = π′′
zτ · Ec(f),

π′′
zΛ · Λ

τ = π′′
zτ = −L · R′(0)

τ ·Λ ,





π′′
xf · x

τ = 1
τ ,

π′′
zf = 1

τ · L
l·x · τ2,

π′′
ff · f

τ = − 1
τ · rc(f).
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Кроме того, 



Π′
Λ · Λ

τ = Π′
ω · ω

τ = −L · R(X)
Λ · 1

τ < 0,

π′
λ · λ

τ = −L · R(x)
λ · 1

τ < 0.

TB′
Z = R′(0)

V (Q,F )λ ,

TB′
z = − R′(0)

V (q,f)Λ ,

поэтому
Ö

−rR(X) 0 −Ec(F )

0 R′′(0)
R′(0) · τ −Ec(F )

1 l
L·X · τ2 −rc(F )

è
·

Ñ
EX
dZ
dτ

EF

é
=

Ñ
EΛ + Eω

Eλ + Eω + 1

0

é
,

Ö
−rR(x) 0 −Ec(f)

0 R′′(0)
R′(0) · τ −Ec(f)

1 L
l·x · τ2 −rc(f)

è
·

Ñ
Ex
dz
dτ

Ef

é
=

Ñ
Eλ

EΛ + 1

0

é
,

®
EΛ = −Eω,

Eλ = 0,

dZ

dτ
=

V (Q,F )

V (q, f)
· λ
Λ

· dz
dτ

. (24)

Таким образом,




EX = − Ec(F )
rR(X) ·EF ,

dZ
dτ = A ·EF ,

EF = 1
B · (1 + Eω),





Ex = − Ec(f)
rR(x) ·Ef ,

dz
dτ = a ·Ef ,

Ef = 1
b · (1−Eω)

(определение выражений A, B, a и b см. в (19)–(22)).
Вместе с тем, из (24) получаем

Eω =
V (Q,F ) · λaB − V (q, f) · ΛAb
V (q, f) · ΛAb+ V (Q,F ) · λaB .

В силу SOC (16) B < 0, b < 0, поэтому A > 0, a > 0, так что в итоге
имеем

1 + Eω =
2 · V (Q,F ) · λaB

V (q, f) · ΛAb+ V (Q,F ) · λaB > 0,

1− Eω =
2 · V (q, f) · ΛAb

V (q, f) · ΛAb+ V (Q,F ) · λaB > 0.

Утверждение 1 доказано.
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Доказательство утверждения 2. Сначала рассмотрим ситуацию
в стране B. По определению в случае автаркии справедливы равенства

EQ =
τ

Q
· dQ
dτ

=
τ

Q
·
Å
L · dX

dτ
+ l ·

Å
τ · dZ

dτ
+ Z

ãã
=

=
τ

L ·X ·
Å
L · dX

dτ
+ l · τ · dZ

dτ

ã
= EX +

l

L
· τ

X

2
· dZ
dτ

=

= − Ec(F )

rR(X)
· EF +

rR(X) · rc(F ) + Ec(F )

rR(X)
· EF = rc(F ) ·EF .

Далее, в силу FOC (14)

EN = −EV (Q,F ) = − τ

V (Q,F )
· d

dτ
(V (Q,F )) =

= − τ

V (Q,F )
·
Å
c(F ) · L · dX

dτ
+ c(F ) · l · τ · dZ

dτ

ã
−

− τ

V (Q,F )
·
Å
(c′(F ) ·Q+ 1) · dF

dτ
+ c(F ) · l · Z

ã
=

= − c(F ) · τ
V (Q,F )

·
Å
L · dX

dτ
+ l · τ · dZ

dτ

ã
=

= −R′(X) · τ
L ·R(X)

·
Å
L · dX

dτ
+ l · τ · dZ

dτ

ã
= −R′(X) · τ

L ·R(X)
· dQ
dτ

=

= −R′(X) ·X
R(X)

· τ

L ·X · dQ
dτ

= −ER(X) ·EQ,

поэтому

ENQ = (1− ER(X)) · rc(F ) · EF ,

ENF = EN + EF = (1− ER(X) · rc(F )) ·EF =

= (ER(X) · (1− Ec(F ))− ER(X) · rc(F )) ·EF =

= (1− Ec(F )− rc(F )) · ER(X) · EF =

=
c(F ) · c′(F )− (c′(F ))2 · F + c(F ) · c′′(F ) · F

c(F ) · c′(F )
· ER(X) ·EF =

=
1

Ec(F )
· (c

′(F ) + c′′(F ) · F ) · c(F ) − (c′(F ))2 · F
(c(F ))2

· F · ER(X) · EF =

=
E ′
c(F ) · F
Ec(F )

· ER(X) · EF = EEc(F ) · ER(X) ·EF .

Ситуация в стране S рассматривается аналогично. Утверждение 2 до-
казано.
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Доказательство утверждения 3. Имеем

Ep(X,Λ) = Eu′(X) − EΛ = Eu′(X) ·EX − EΛ = −ru(X) ·EX + Eω > Eω,

Ep(z,Λ) = Eu′(z) − EΛ =
τ

u′(z)
· d

dτ
(u′(z)) + Eω =

= τ · u
′′(0)

u′(0)
· dz
dτ

+Eω > Eω,

Ep(x,λ) = Eu′(x) − Eλ = Eu′(x) ·Ex − 0 = −ru(x) ·Ex > 0,

Ep(Z,λ) = Eu′(Z) − Eλ =
τ

u′(Z)
· d

dτ
(u′(Z)) = τ · u

′′(0)

u′(0)
· dZ
dτ

> 0.

Утверждение 3 доказано.

Доказательство утверждения 4. В стране B

dWB

dτ
=

∂WB

∂X
· dX
dτ

+
∂WB

∂Z
· dZ
dτ

+
∂WB

∂x
· dx
dτ

+

+
∂WB

∂z
· dz
dτ

+
∂WB

∂F
· dF
dτ

+
∂WB

∂f
· df
dτ

+
∂WB

∂τ
,

при этом

∂WB

∂x
= − L · l2

(V (q, f))2
· u(0) · c(f) = 0,

∂WB

∂F
= − L2

(V (Q,F ))2
· u(X) · (c′(F ) ·Q+ 1) = 0,

∂WB

∂f
= − L · l

(V (q, f))
· u(z) · (c′(f) · q + 1) = 0,

∂WB

∂τ
= − L2 · u(X)

(V (Q,F ))2
· c(F ) · l · Z − L · l · u(z)

(V (q, f))2
· c(f) · L · z =

= − L2 · u(X)

(V (Q,F ))2
· c(F ) · l · 0− L · l · u(0)

(V (q, f))2
· c(f) · L · 0 = 0,

поэтому
dWB

dτ
=

∂WB

∂X
· dX
dτ

+
∂WB

∂Z
· dZ
dτ

+
∂WB

∂z
· dz
dτ

.

Далее, в силу FOC (14), (15) и условий свободы входа (17)

∂WB

∂X
= L2 · u

′(X) · V (Q,F )− u(X) · c(F ) · L
(V (Q,F ))2

=

=
L2 · u(X)

X · V (Q,F )
· Eu(X) − L2 · u(X)

X · V (Q,F )
· c(F ) · L ·X

V (Q,F )
=
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=
WB

X
· (Eu(X) − ER(X)),

∂WB

∂Z
= −L2 · u(X) · c(F ) · l · τ

(V (Q,F ))2
= − L2 · u(X)

X · V (Q,F )
· c(F ) · l · τ ·X

V (Q,F )
=

= −L · l · u(X)

X · V (Q,F )
· τ · ER(X) = − l

L
· W

B

X
· τ · ER(X),

∂WB

∂z
= L · l · u

′(0) · V (q, f)− u(0) · c(f) · L · τ
(V (q, f))2

=

= L · l · u′(0)

V (q, f)
= L · l · R′(0)

V (q, f)
,

поэтому

∂WB

∂X
· dX
dτ

+
∂WB

∂Z
· dZ
dτ

=

= −WB

X
· (Eu(X)− ER(X)) · X

τ
· Ec(F )

rR(X)
· EF −

− l

L
· W

B

X
· τ · ER(X) · L

l
· X

rR(X)
· 1

τ2
· (rR(X) · rc(F ) + Ec(F )) · EF =

= −WB

τ
· 1

rR(X)
· (Eu(X) · Ec(F ) + ER(X) · rR(X) · rc(F )) ·EF ,

∂WB

∂z
· dz
dτ

=
∂WB

∂z
· Λ
λ
· V (q, f)

V (Q,F )
· dZ
dτ

=

= L · l · R′(0)

V (q, f)
· Λ
λ
· V (q, f)

V (Q,F )
· dZ
dτ

=

= L · l · R′(0)

V (Q,F )
· Λ
λ
· L
l
· X

rR(X)
· 1

τ2
· (rR(X) · rc(F ) + Ec(F )) · EF =

=
L2

τ
· R′(0)

V (Q,F )
· Λ
λ
· 1
τ
· X

rR(X)
· (rR(X) · rc(F ) + Ec(F )) · EF =

=
L2

τ
· R′(X)

V (Q,F )
· X

rR(X)
· (rR(X) · rc(F ) + Ec(F )) · EF =

=
L2

τ
· u

′(X) · ER(X)

V (Q,F )
· X

rR(X)
· (rR(X) · rc(F ) + Ec(F )) ·EF =

=
L2

τ
· u(X)

V (Q,F )
· Eu(X) · ER(X)

rR(X)
· (rR(X) · rc(F ) + Ec(F )) ·EF =

=
WB

τ
· Eu(X) · ER(X)

rR(X)
· (rR(X) · rc(F ) + Ec(F )) ·EF .
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Таким образом,

∂WB

∂X
· dX
dτ

+
∂WB

∂Z
· dZ
dτ

=

= −WB

τ
· Eu(X) · Ec(F ) + ER(X) · rR(X) · rc(F )

rR(X)
·EF ,

∂WB

∂z
· dz
dτ

=
WB

τ
· Eu(X) · ER(X) · (rR(X) · rc(F ) + Ec(F ))

rR(X)
·EF ,

поэтому

dWB

dτ
=

∂WB

∂X
· dX
dτ

+
∂WB

∂Z
· dZ
dτ

+
∂WB

∂z
· dz
dτ

=

= −WB

τ
· ru(X)Eu(X)Ec(F ) + (1− Eu(X))ER(X)rR(X)rc(F )

rR(X)
·EF ,

т. е.

EWB = −(1− ER(X))Eu(X)Ec(F ) + (1− Eu(X))ER(X)rR(X)rc(F )

rR(X)
· EF .

Ситуация в стране S рассматривается аналогично. Утверждение 4 до-
казано.

Заключение

В работе исследуется однородная модель международной торговли
двух стран («большой» B и «малой» S) при монополистической конку-
ренции производителей. Предполагается, что доставка товаров в другую
страну требует транспортных издержек по типу айсберга (iceberg type).
Функция издержек такова, что предельные издержки являются убываю-
щими функциями от фиксированных издержек (инвестиций в НИОКР).

Поскольку явное вычисление равновесия не представляется возмож-
ным, проведена локальная сравнительная статика равновесия по транс-
портным издержкам τ.

Оказывается, что в ситуации автаркии при малом росте τ
• индивидуальные потребления (как «домашних», так и импортных

товаров) в каждой стране убывают;
• выпуск каждой фирмы в каждой стране убывает;
• масса фирм в каждой стране растёт;
• затраты на инвестиции в НИОКР каждой фирмы в каждой стране

убывают;
• поведение общих затрат на инвестиции в НИОКР в каждой стране

зависят от монотонности «эластичности эластичности» предельных из-
держек c(·) как функции от инвестиций в НИОКР;

• цены в стране S растут.
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Вопрос о локальной сравнительной статике общественного благосо-
стояния («полной полезности») требует дальнейшего рассмотрения. По-
лучены компактные представления эластичностей по τ для обществен-
ного благосостояния. Это позволяет надеяться на получение необремени-
тельных достаточных условий для подтверждения гипотезу: либерализа-
ция торговли вблизи автаркии ухудшает общественное благосостояние.
Ранее эта гипотеза была подтверждена в [7] для случая линейных про-
изводственных издержек.

Наконец, интересно распространить полученные результаты на слу-
чай большего числа стран. Однако здесь возникает вопрос о характе-
ре так называемой «предавтаркии» — ситуации, когда некоторые страны
останавливают торговлю с некоторыми другими странами, а дальнейший
рост транспортных издержек приводит к полной автаркии. Для случая
двух стран такой проблемы нет: если страна 1 не поставляет товары
в страну 2, то — в силу торгового баланса — страна 2 прекращает постав-
лять товары в страну 1.
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Аннотация. Работа посвящена решению задачи локального управ-
ления входящими потоками в регулярных ресурсных сетях с малым
ресурсом. Для таких сетей указано множество управляемых вер-
шин. Задача локального управления состоит в определении таких
пропускных способностей дуг, входящих в управляемые вершины,
что единственное предельное состояние регулярной ресурсной се-
ти Q∗ наиболее близко к заранее заданному состоянию Q′. Получе-
ны условия недостижимости предельного состояния, совпадающего
с заданным состоянием Q′. Рассмотрены различные конфигурации
ресурсных сетей относительно распределения управляемых вершин
в них. Показано, что если условия недостижимости предельного со-
стояния не выполняются, то всегда найдётся такой набор пропуск-
ных способностей дуг, входящих в управляемые вершины, для кото-
рого предельное состояние Q∗ равно заданному состоянию Q′. Ил. 2,
библиогр. 21.

Ключевые слова: потоки в сетях, ресурсная сеть, предельное со-
стояние, предельный поток, управление потоками.

Введение

Исследование поточных сетей началось в середине прошлого века в ра-
ботах Форда и Фалкерсона с задачи определения величины максимально
возможного потока по модели сети железнодорожного транспорта. Ал-
горитм её решения с обоснованием описан в работе [1], а формулировка
теоремы о максимальном потоке нашла своё отражение в [2]. Дальнейшее
развитие методов решения потоковых задач описано, например, в [3], где
рассмотрены графы с выигрышами.
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Другие исследования были посвящены вопросам перераспределения
и доставки товаров от поставщиков до потребителей. Подробный обзор
истории развития методов их решения приведён в статье [4]. В част-
ности, методы решения статических потоковых задач с использованием
развёртки были применены для решения динамических потоковых задач.
Например, в [5] приводится алгоритм, реализующий данный подход.

С другой стороны, ряд авторов отмечает сходство динамических по-
токовых задач с задачами на графах с нестандартной достижимостью.
Так, например, в [6] описываются модифицированные алгоритмы проры-
ва для поиска максимального динамического потока, а также различные
варианты решения с помощью вспомогательного графа.

О. П. Кузнецов и Л. Ю. Жилякова в [7–10] предложили новую пото-
ковую модель — ресурсную сеть. Ресурсная сеть — это ориентированная
сильно связная сеть без источника и стока. Для каждой дуги ресурсной
сети задана пропускная способность. Для каждой вершины ресурсной
сети в каждый момент времени определяется количество ресурса, на-
ходящегося в это вершине в каждый момент времени. Ресурсная сеть
работает в дискретном времени путём перераспределения ресурса меж-
ду смежными вершинами согласно определённым правилам. При этом
так же, как и в классическом случае, величина потока, проходящего
по дуге в каждый момент времени, не может превышать величины её
пропускной способности.

Авторы [11] решают задачу поиска начального состояния ресурсной
сети по известному текущему состоянию с учётом нелинейности перерас-
пределения ресурса. Помимо этого, в [12, 13] исследуются ресурсные сети
с «жадными» вершинами, а в [14] — ресурсные сети, в которых каждая
пара смежных вершин соединена двумя противоположно направленны-
ми дугами. Кроме того, в статье [15] исследуются неоднородные цепи
Маркова, порождённые ресурсными сетями. Авторы [16] рассматрива-
ют возможность реализуемости предельных потоков в ресурсных сетях
в виде потоков в классических сетях.

Одним из актуальных вопросов рассмотриваемых для ресурсных се-
тей является задача локального управления потоком. Она состоит в на-
хождении таких значений пропускных способностей для выделенного
подмножества дуг, при которых её предельное состояние окажется наи-
более близким к заданному.

Определяют два вида управления ресурсным потоком: управление
«вперёд» и управление «назад». В первом случае управляемыми дугами
являются все исходящие из вершин выделенного подмножества вершин,
называемого множеством управляемых вершин ресурсной сети, а во вто-
ром — все входящие в вершины множества управляемых вершин.
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Ряд работ посвящён решению задачи локального управления вперёд
ресурсным потоком. Так, в [17] проведено исследование этой задачи для
регулярных ресурсных сетей с малым ресурсом, получен критерий дости-
жимости в ресурсной сети предельного состояния, равного заданному.

Цель настоящей работы состоит в получении аналогичного критерия
для регулярных ресурсных сетей с малым ресурсом в случае управления
назад.

1. Основные понятия и определения

Определение 1. Ресурсной сетью называют ориентированную сеть
G(X,U) без источников и стоков, в которой для каждой дуги (x, y) ∈ X2

указана пропускная способность rxy > 0, а для каждой вершины x ∈ X
в произвольный момент времени t ∈ N0 — количество ресурса qx(t) > 0.

Ресурсная сеть работает по шагам (тактам). В начале каждого такта
весь ресурс находится только в вершинах. В промежутках между на-
чалами тактов он или некоторая его часть переходит от одних вершин
по исходящим из них дугам смежным вершинам. При этом переход осу-
ществляется по определённым правилам, которые удовлетворяют двум
перечисленным ниже условиям работы ресурсной сети.

1. Замкнутость. Ресурс ни в какой вершине сети не добавляется
извне и не исчезает.

2. Неразрывность. Ресурс, входящий в вершину, добавляется, а вы-
ходящий из вершины — вычитается из ресурса данной вершины.

Определение 2. Пусть G(X,U) — некоторая ресурсная сеть, X =
{xi}ni=1. Выберем произвольный шаг t ∈ N0. Тогда вектор-функция

Q(t) = (qx1(t), qx2(t), . . . , qxn(t))

называется состоянием ресурсной сети на шаге t.

Здесь каждая координата qxi
(t), i ∈ 1, n, означает количество ресурса,

находящегося в вершине xi ∈ X в момент t ∈ N0. В частности, Q(0)
означает состояние G(X,U) в начальный момент времени.

Пусть qx(t)— количество ресурса в некоторой вершине x ∈ X в про-
извольный момент времени t ∈ N0. Воспользуемся условием неразрывно-
сти. В рамках одного шага из данной вершины убудет некоторое количе-
ство ресурса по исходящим и поступит определённое количество ресурса
по входящим дугам. Тогда qx(t+ 1) определяется соотношением

qx(t+ 1) = qx(t)−
∑

y∈Γ(x)

Fxy(t) +
∑

z∈Γ−(x)

Fzx(t), (1)

где Γ(x) = {y ∈ X | (x, y) ∈ U} и Γ−(x) = {y ∈ X | (y, x) ∈ U} (см. [18]).
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В уравнении (1) функция Fxy(t) представляет собой величину пото-
ка ресурса, проходящего по дуге (x, y) ∈ U на шаге t, и определяется
равенством

Fxy(t) =





rxy, если qx(t) >
∑

z∈Γ(x)

rxz,

rxy∑
z∈Γ(x)

rxz
· qx(t), если qx(t) 6

∑
z∈Γ(x)

rxz.
(2)

В первой строке правила (2) рассматривается случай с избытком ре-
сурса в исходящей вершине x, а во второй — с его недостатком относи-
тельно суммарной пропускной способности исходящих дуг.

Замечание 1. Как следует из определения 1, а также из условий
и правил работы ресурсной сети, для Fxy(t) в общем случае справедлива
оценка

0 6 Fxy(t) 6 rxy.

В [19] правила (1) и (2) записаны в операторной форме, позволяющей
по состоянию на шаге с номером t ∈ N0 получить состояние на шаге t+1.
При этом авторами [19] рассматриваются динамические ресурсные сети,
пропускные способности дуг которых могут изменяться на каждом новом
шаге. В рамках настоящей работы исследуются ресурсные сети с посто-
янными пропускными способностями, для изучения которых достаточно
использовать краткую форму записи, имеющую вид

Q(t+ 1) = A(Q(t)).

Обозначим через W общее количество ресурса, находящегося в ре-
сурсной сети G(X,U) на шаге t = 0. Тогда в силу условия замкнутости
справедливы равенства

W =
∑

x∈X

qx(t), t ∈ N0.

Приведём ряд определений, которые будут использованы нами далее.

Определение 3. Состояние ресурсной сети Q∗ называется устойчи-

вым, если Q∗ = A(Q∗).

Определение 4. Состояние Q∗ ресурсной сети G(X,U) асимптоти-

чески достижимо из состояния Q(0), если для любых x ∈ X, ε > 0
найдётся момент tε ∈ N0 такой, что |q∗x − qx(t)| < ε для любого t > tε.

Определение 5. Состояние Q∗ называется предельным, если оно ли-
бо устойчиво и существует такой момент времени t, что Q∗ = Q(t), либо
асимптотически достижимо из состояния Q(0).
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Определение 6. Расстоянием между состояниями Q1 и Q2 ресурс-
ной сети G(X,U) называется величина

ρ(Q1, Q2) =
∑

x∈X

∣∣q1x − q2x
∣∣. (3)

Далее будем рассматривать только ресурсные сети, представляющие
собой сильно связные графы. В таком случае каждой ресурсной сети
с указанной топологией будет соответствовать эргодическая цепь Мар-
кова, поэтому ресурсные сети указанного вида также называют эргоди-
ческими [20].

Определение 7. Эргодическая ресурсная сеть называется регуляр-

ной, если НОД длин всех её циклов равен единице.

В монографии [20] введены в рассмотрение множества вершин

Z+(t) =

ß
x ∈ X | qx(t) >

∑

y∈Γ(x)

rxy

™
,

Z−(t) =

ß
x ∈ X | qx(t) 6

∑

y∈Γ(x)

rxy

™
.

Другими словами, каждая вершина множества Z+(t) в момент времени t
работает по правилу 1 в (2), т. е. отдаёт часть своего текущего ресурса
по инцидентным ей дугам. Каждая вершина множества Z−(t) в момент
времени t работает по правилу 2 из (2), т. е. отдаёт весь свой текущий
ресурс.

Определение 8. Говорят, что вершина x переходит в зону Z−, если
существует момент времени t′ такой, что x ∈ Z−(t) для всех t > t′.

Определение 9. Пороговым значением для ресурсной сети G на-
зывается такая величина T, для которой если W 6 T, то все вершины
ресурсной сети G перейдут в зону Z−. В противном случае Z+(t) 6= ∅

для каждого момента времени t.

В работе [7] доказано существование порогового значения для произ-
вольной регулярной сети, а в статье [21] описан метод его нахождения.

Определение 10. Пусть G(X,U) — ресурсная сеть. Ресурс суммар-
ной величины W в сети G называется малым, если W 6 T.

Для регулярных ресурсных сетей с малым ресурсом имеет место

Теорема 1 [20, теорема 3.1]. Пусть G— регулярная сеть с произволь-

ным малым ресурсом W. Тогда для любого начального ресурса Q(0) век-

тор предельного состояния Q∗ существует и единствен.
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2. Задача локального управления

входящим потоком малого ресурса

Пусть G(X,U) — регулярная ресурсная сеть, в которой выделено под-
множество вершин S ⊂ X, называемых управляемыми. Через N = X \S
обозначим множество неуправляемых вершин ресурсной сети G. Анало-
гично дуги, входящие в вершины множества S, будем называть управля-
емыми, а входящие в вершины множества N — неуправляемыми. Множе-
ство управляемых дуг обозначим через S−, а неуправляемых — через N−.

Рассмотрим задачу локального управления потоком (см. [17]) в ре-
сурсной сети. Эта задача состоит в нахождении таких пропускных спо-
собностей управляемых дуг (в рассматриваемом здесь случае дуг множе-
ства S−), чтобы предельное состояние Q∗ было наиболее близким к за-
ранее заданному состоянию ресурсной сети Q′, т. е. значение функции
ρ(Q′, Q∗) оказалось минимальным.

В первую очередь исследуем вопрос достижимости предельного со-
стояния, т. е. нахождение такого набора пропускных способностей дуг
множества S−, для которого ρ(Q′, Q∗) = 0. Последнее возможно толь-
ко при Q′ = Q∗, следовательно, состояние Q′ должно быть предельным,
а значит — устойчивым в ресурсной сети G(X,U). Таким образом, для Q′

необходимо выполнения равенства Q′ = A(Q′).
Поскольку пропускные способности дуг множества N− (в отличие

от S−) известны, можно сформулировать первое условие недостижимо-
сти предельного состояния, равного заданному.

Теорема 2. Если в регулярной ресурсной сети G(X,U) с малым ре-

сурсом существует вершина x ∈ X \ Γ(Γ−(S)) такая, что при некотором

наборе пропускных способностей дуг множества S− имеет место неравен-

ство q′x 6= (A(Q′))x, то для любых пропускных способностей дуг из S−

состояние Q′ не будет предельным.

Доказательство. Пусть вершина x ∈ X \ Γ(Γ−(S)) такова, что
q′x 6= (A(Q′))x. Выберем произвольную вершину y ∈ Γ−(x). Тогда из-
менение пропускных способностей дуг из S− не влияет на значение Fyx

для любой величины ryx, поэтому из того, что для некоторого набора
пропускных способностей дуг множества S− выполняется неравенство
q′x 6= (A(Q′))x, следует его выполнение для любых пропускных способно-
стей дуг из S−. Последнее означает, что состояние Q′ при любых значе-
ниях пропускных способностей дуг множества S− не будет устойчивым,
а значит, и предельным. Теорема 2 доказана.

Отметим, что невыполнение первого условия недостижимости не охва-
тывает все случаи, для которых Q′ не является предельным, поэтому
сформулируем второе условие недостижимости.
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Теорема 3. Пусть в регулярной ресурсной сети G(X,U) с малым ре-

сурсом при некотором наборе пропускных способностей дуг из S− имеют

место равенства

q′x = (A(Q′))x, x ∈ X \ Γ(Γ−(S)), (4)

и нарушается хотя бы одно из следующих условий.

1. Для любого x ∈ S

q′x 6
∑

y∈Γ−(x)

q′y. (5)

2. Для любого x ∈ Γ(Γ−(S)) \ S
∑

y∈Γ−(x)\Γ−(S)

Fyx 6 q′x 6
∑

y∈Γ−(x)\Γ−(S)

Fyx+
∑

y∈Γ−(x)∩Γ−(S)

min{q′y, ryx}. (6)

3. Для любого x ∈ X

q′x 6
∑

y∈Γ(x)∩S

q′y +
∑

y∈Γ(x)\S

min{q′y, rxy}.

Тогда для любых пропускных способностей дуг из S− состояние Q′ не бу-

дет предельным.

Доказательство. Достаточно показать, что если при условии (4)
состояние Q′ предельное, то выполняются условия 1–3. Пусть состоя-
ние Q′ предельное. Отметим, что для малого ресурса в этом случае спра-
ведливы равенства

q′x =
∑

y∈Γ−(x)

Fyx, x ∈ X. (7)

1. Пусть x ∈ S. Покажем, что в силу предельности Q′ имеет место (5).
Отметим, что согласно (2) для любой пропускной способности дуг из S−

имеем
0 6 Fyx 6 q′y, y ∈ Γ−(x).

Суммируя эти неравенства для всех вершин из Γ−(x), получим

0 6
∑

y∈Γ−(x)

Fyx 6
∑

y∈Γ−(x)

q′y. (8)

Подставляя (7) в (8), приходим к неравенствам

0 6 q′x 6
∑

y∈Γ−(x)

q′y,

второе из которых совпадает с (5); тем самым условие 1 выполняется.
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2. Пусть x ∈ Γ(Γ−(S)) \S. Отметим, что Γ−(x) может быть представ-
лено в виде

Γ−(x) = (Γ−(x) \ Γ−(S)) ∪ (Γ−(x) ∩ Γ−(S)), (9)

а так как x ∈ N, в равенстве (9) каждое из множеств, стоящих в скобках,
непусто. Тогда (7) можно представить в виде

q′x =
∑

y∈Γ−(x)

Fyx =
∑

y∈Γ−(x)\Γ−(S)

Fyx +
∑

y∈Γ−(x)∩Γ−(S)

Fyx. (10)

Тем самым для величины ресурса в вершине x имеет место неравенство
∑

y∈Γ−(x)\Γ−(S)

Fyx 6 q′x,

которое совпадает с первым неравенством в (6).
Докажем справедливость второго неравенства в (6). Отметим, что

в правой части (10) величины потоков Fyx в первом слагаемом не зависят
от выбора пропускных способностей дуг множества S−, в то время как
во втором слагаемом разные пропускные способности дуг могут давать
различные значения потоков. Оценим сверху второе слагаемое.

Поскольку величина потока по дуге не может превышать количества
ресурса, находящегося в начальной вершине этой дуги, для второго сла-
гаемого в правой части (10) имеет место оценка

∑

y∈Γ−(x)∩Γ−(S)

Fyx 6
∑

y∈Γ−(x)∩Γ−(S)

q′y. (11)

С другой стороны, согласно (2) пропускная способность каждой дуги
не меньше величины потока, проходящего по этой дуге. Так как x ∈ N
и значения пропускных способностей всех дуг множества N− известны,
имеет место неравенство

∑

y∈Γ−(x)∩Γ−(S)

Fyx 6
∑

y∈Γ−(x)∩Γ−(S)

ryx. (12)

Объединяя (11) и (12), получаем неравенство
∑

y∈Γ−(x)∩Γ−(S)

Fyx 6
∑

y∈Γ−(x)∩Γ−(S)

min{q′y, ryx},

подставляя которое в (10), приходим ко второму неравенству в (6):

q′x 6
∑

y∈Γ−(x)\Γ−(S)

Fyx +
∑

y∈Γ−(x)∩Γ−(S)

min{q′y, ryx}.

Тем самым условие 2 доказано.
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3. Рассмотрим произвольную вершину x ∈ X и оценим величину q′x
через величины q′y, где y ∈ Γ(x). Поскольку состояние Q′ устойчиво, для
любой дуги (x, y) ∈ U ресурсной сети G имеет место неравенство

Fxy 6 q′y.

С другой стороны, поток по дуге не может превышать её пропускной
способности, поэтому

Fxy 6 rxy, y ∈ N.

Объединяя два записанных выше утверждения, получим

Fxy 6

®
q′y, y ∈ S,

min{q′y, rxy}, y ∈ N.

В силу произвольности вершины y последнее неравенство приводит к сле-
дующей оценке для правой части (7):

q′x =
∑

y∈Γ(x)

Fxy 6
∑

y∈Γ(x)∩S

q′y +
∑

y∈Γ(x)\S

min{q′y, rxy}.

Таким образом, условие 3 выполняется. Теорема 3 доказана.

Замечание 2. В условиях 1 и 2 теоремы 3 рассматриваются вершины
множества Γ(Γ−(S)). Заметим, что для x ∈ X \ Γ(Γ−(S)) справедливо

q′x =
∑

y∈Γ−(x)\Γ−(S)

Fyx,

что соответствует (4). В силу этого теорему 3 можно сформулировать
в следующем виде.

Теорема 4. В регулярной ресурсной сети G(X,U) с малым ресурсом

для любых пропускных способностей дуг из S− состояние Q′ не будет

предельным, если для некоторых пропускных способностей дуг наруша-

ется хотя бы одно из следующих условий.

1. Для любого x ∈ S

q′x 6
∑

y∈Γ−(x)

q′y.

2. Для любого x ∈ Γ(Γ−(S)) \ S
∑

y∈Γ−(x)\Γ−(S)

Fyx 6 q′x 6
∑

y∈Γ−(x)\Γ−(S)

Fyx +
∑

y∈Γ−(x)∩Γ−(S)

min{q′y, ryx}.

3. Для любого x ∈ X \ Γ(Γ−(S))

q′x =
∑

y∈Γ−(x)\Γ−(S)

Fyx.
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4. Для любого x ∈ X

q′x 6
∑

y∈Γ(x)∩S

q′y +
∑

y∈Γ(x)\S

min{q′y, rxy}.

Заметим, что для дуг из N− пропускные способности заданы изна-
чально. Тем не менее, на потоки по таким дугам не распространяются
условия теоремы 4.

Найдём условия, при которых обеспечивается переход нужной доли
ресурса в вершины из N. Пусть |N | = k. Пронумеруем вершины множе-
ства N от 1 до k. Для произвольной вершины a ∈ Γ−(N) рассмотрим
вектор pa =

(
px1
a , px2

a , . . . , pxk
a

)
, где для любого i ∈ 1, k

pxi
a =

®
raxi

, если существует дуга (a, xi) ∈ N−,

0 иначе.

Положим Q′
N =

(
q′x1

, q′x2
, . . . , q′xk

)
. Возьмём также некоторую нумерацию

вершин множества Γ−(N). Пусть |Γ−(N)| = m. Тогда имеет место

Теорема 5. Если в регулярной ресурсной сети G(X,U) с малым ре-

сурсом для вершин ai ∈ Γ−(N), i ∈ 1,m, не существует коэффициентов

λa1 , λa2 , . . . , λam ∈ (0, 1] таких, что

m∑

i=1

λaipai = Q′
N , (13)

то для любых пропускных способностей дуг из S− состояние Q′ не будет

предельным.

Справедливость утверждения теоремы следует из того, что для любой
вершины a ∈ Γ−(N) вектор pa определяет пропорциональность распре-
деления ресурса по дугам, выходящим из вершины a в вершины множе-
ства N.

Таким образом, если решения векторного уравнения (13) не существу-
ет, то невозможно подобрать такие пропускные способности дуг из S−,
чтобы Q′ было устойчивым.

3. Задача о нахождении пропускных способностей дуг

в управляемые вершины

Рассмотрим регулярную ресурсную сеть G(X,U) с малым ресурсом,
для которой указаны множества вершин S и N, а также множества
дуг S− и N−. Будем считать, что в G(X,U) для некоторого состояния
Q′ = (q′1, q

′
2, . . . , q

′
n) выполняются все условия теорем 4 и 5. Покажем,

что в этом случае всегда можно определить пропускные способности дуг
из множества S− таким образом, чтобы состояние Q′ было устойчивым.
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Отметим, что любая вершина из X может быть началом дуг либо
только из S−, либо только из N−, либо из S− и N− одновременно. В по-
следнем случае с изменением пропускной способности любой дуги из S−

меняется поток как по ней самой, так и по всем дугам, имеющим с ней
общее начало, в том числе и по дугам из N−. Если же вершина является
началом только дуг из N−, то такого изменения в принципе произойти
не может, поэтому разделим множество дуг N− на множество частично
управляемых дуг и на множество полностью неуправляемых дуг.

Определение 11. Дуги множества N−, у которых начальные верши-
ны принадлежат Γ−(S), будем называть частично управляемыми. Мно-
жество всех частично управляемых дуг обозначим через N−

S .

Определение 12. Дуги множества N−, у которых начальные верши-
ны принадлежат X\Γ−(S), будем называть полностью неуправляемыми.

Множество всех полностью неуправляемых дуг обозначим через N−
N .

Имеет место равенство N− = N−
S ∪N−

N .
Отметим, что в произвольную вершину x ∈ X \Γ(Γ−(S)) ведут только

дуги из N−
N . Также заметим, что для каждой дуги (x, y) ∈ N−

N значение
потока Fxy определяется однозначно по формуле во второй строке (2)
и, как указано в доказательстве теоремы 2, не зависит от выбора про-
пускных способностей дуг множества S−. В силу этого при решении за-
дачи о нахождении пропускных способностей дуг S− можно исключить
из ресурсной сети G все дуги множества N−

N .

Рассмотрим частичный подграф ‹G(‹X,‹U) ресурсной сети G(X,U), по-
лученный в результате удаления из G(X,U) дуг множества N−

N , а также
вершин, которые в результате такого удаления оказались изолированны-
ми. Отметим, что множество дуг ‹U определяется в виде

‹U = S− ∪N−
S .

Поскольку изолированными в результате удаления дуг могут быть толь-
ко вершины, являющиеся началом и концом дуг только из N−

N , множе-

ство всех вершин ‹X можно найти следующим образом:

‹X = Γ−(S) ∪ Γ(Γ−(S)).

Найдём количества ресурса, которые должны суммарно поступить
в каждую вершину ‹X по дугам из ‹U так, чтобы Q′ было устойчивым
для G(X,U).

Если x ∈ S, то поскольку в данную вершину ведут только дуги мно-
жества S−, пересчёта не требуется.

В случае x ∈ N справедливо ‹N ⊂ N и ‹N− = N−
S .
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Таким образом, количество ресурса, которое должно поступить в про-
извольную вершину x ∈ ‹X, можно найти по формуле

q̃x = q′x −
∑

(y,x)∈N−

N

Fyx.

При этом стоит отметить, что количество ресурса, которое должно выйти
из вершины x ∈ Γ−(S), не изменится и будет равно q′x. Для удобства
положим q̃x = q′x для всех вершин x ∈ Γ−(S).

Таким образом, задача нахождения пропускных способностей дуг мно-
жества S− сводится к следующей подзадаче: показать, что при выпол-
нении на ‹G(‹X,‹U) всех условий теорем 4 и 5 всегда существуют такие
значения пропускных способностей дуг из S−, при которых Q′ в исход-
ной ресурсной сети G(X,U) будет предельным.

Для этого докажем ряд лемм, описывающих возможные конфигура-
ции ‹G(‹X,‹U). Не нарушая общности, будем считать, что ‹G(‹X,‹U) связное,
поскольку, если ‹G(‹X,‹U) состоит из нескольких компонент связности,
то все рассуждения могут быть применены к каждой из них.

Лемма 1. Пусть на частичном подграфе ‹G(‹X,‹U ) нет циклов, а для

исходной ресурсной сети G(X,U) с малым ресурсом выполняются все

условия теорем 4 и 5. Тогда существуют такие пропускные способности
дуг множества S−, при которых состояние Q′ предельное для G(X,U).

Доказательство. Построим два соседних слоя временно́й развёрт-
ки G′(X ′, U ′) (см. [1, 17, 19]), описывающих работу одной итерации ре-
сурсной сети, по следующему правилу:

• каждой вершине x ∈ X исходной ресурсной сети G ставятся в соот-
ветствие две вершины {x(0), x(1)} на развёртке G′;

• каждой дуге u = (x, y) ∈ U исходной сети G ставится в соответ-
ствие дуга u′ = (x(0), y(1)) на развёртке G′. При этом если u ∈ N−, то её
пропускная способность переносится на соответствующую ей дугу u′.

Пример построения такой развёртки показан на рис. 1. Вершины раз-
вёртки разбиты на два слоя: нижний X ′

b = {x(0)1 , . . . , x
(0)
n }, и верхний

X ′
t = {x(1)1 , . . . , x

(1)
n }.

Рис. 1. Пример развёртки G′. Управляемые вершины и дуги выделены
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Так как слои развёртки соответствуют двум последовательным мо-
ментам времени и рассматривается вопрос об устойчивости состояния Q′,
с каждой вершиной x(i) ∈ X ′ (i = 0, 1) развёртки G′ свяжем величину
q̃x(i) = q′x. Таким образом задача локального управления потоками на ис-
ходной ресурсной сети сводится к задаче нахождения сбалансированно-
го потока на развёртке: вначале на развёртке G′(X ′, U ′) будут найдены
величины потоков по дугам, соответствующим управляемым на исход-
ной ресурсной сети, на основе которых можно определить пропускные
способности дуг множества S−, при которых состояние Q′ предельное
на G(X,U).

Поскольку на частичном подграфе ‹G(‹X,‹U) отсутствуют циклы, они
будут отсутствовать и на его развёртке, так как после склейки пар вер-
шин, соответствующих одним и тем же вершинам множества ‹X, полу-
чится граф, изоморфный ‹G(‹X,‹U). Таким образом, развёртка является
деревом или лесом. Как известно, на каждом дереве существует как ми-
нимум две висячие вершины. Обозначим через X ′

◦ множество висячих
вершин G′(X ′, U ′).

С целью нахождения потоков далее будем использовать (1), учитывая
то, что ресурс малый.

Заметим, что величина потока по дуге, инцидентной произвольной
вершине x ∈ X ′

◦, равна количеству находящегося в ней ресурса. Кро-
ме того, указанная величина потока не может превышать пропускной
способности указанной дуги. Зная данные факты, находим все потоки
по дугам, инцидентным висячим вершинам. Удалим из G′(X ′, U ′) все
вершины множества X ′

◦, а также инцидентные им дуги.
Для оставшихся вершин необходимо учесть изменение величины ре-

сурса, произошедшее вследствие удаления. С этой целью для каждой
вершины y ∈ X ′ \X ′

◦ выполним пересчёт её ресурса следующим образом:
положим

q̃y = q̃y −
∑

x∈Γ−(y)∩X′

◦

q̃x −
∑

x∈Γ(y)∩X′

◦

q̃x.

Согласно условию для исходной ресурсной сети G(X,U) с малым ре-
сурсом выполняются все условия теоремы 4. Кроме того, для любой ре-
сурсной сети суммарное количество ресурса на каждом шаге её работы
постоянно, поэтому значения, полученные по указанной формуле, неот-
рицательны.

Полученная в результате новая развёртка G′
1(X

′
1, U

′
1) будет деревом

или лесом, т. е. в ней существует минимум две висячие вершины. Повто-
ряя действия, совершённые на первом шаге, получим величины потоков
по дугам, инцидентным висячим вершинам. Используя найденные пото-
ки, найдём количества ресурса, которые должны переместиться из или
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в вершины, смежные висячим. При этом все найденные на этом шаге
значения в силу выполнения условий теорем 4 и 5 будут неотрицатель-
ными.

Повторяя описанный выше процесс, найдём все величины потоков для
‹G(‹X,‹U), а значит, и в G(X,U).

Докажем, что существуют пропускные способности дуг из S−, при
которых состояние Q′ предельное.

Отметим, что поскольку рассматриваемый ресурс малый, для произ-
вольных дуг (a, x), (a, y) ∈ S− согласно формуле во второй строке (2)
справедливо соотношение пропорциональности

rax · Fay = ray · Fax. (14)

Равенство (14) описывает также ряд частных случаев. Так, например,
если величина потока по дуге из S− равна нулю, то пропускная способ-
ность этой дуги из S− должна быть равной нулю.

Предположим, что (a, x) ∈ S−, а (a, y) ∈ N−
S . Поскольку ray известно,

из (14) можно однозначно найти величину rax. В случае, если помимо
указанных выше дуг из a выходят другие дуги из S−, их пропускные
способности находятся аналогично.

Пусть a является началом только дуг множества S−. Пропускные спо-
собности дуг (a, x) можно положить равными rax = λFax, где λ > 1. При
этом из (14) следует, что пропорциональность потоков по этим дугам
сохраняется при любом таком значении λ. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть на частичном подграфе ‹G(‹X,‹U ) в каждый его цикл

входит хотя бы одна дуга из N−
S с началом в некоторой вершине b ∈ ‹X

такой, что из b выходит хотя бы одна дуга множества N−
S , конец которой

является висячей вершиной. Пусть также для исходной ресурсной сети

G(X,U) выполняются все условия теорем 4 и 5. Тогда существуют такие
пропускные способности дуг множества S−, при которых состояние Q′

предельное для G(X,U).

Доказательство. Применяя метод, изложенный в доказательстве
леммы 1, построим развёртку для частичного подграфа ‹G(‹X,‹U).

Аналогично доказательству леммы 1 найдём сначала величины пото-
ков. Пусть (b, z) — дуга из вершины b нижнего слоя развёртки с концом
в висячей вершине z. Обозначим через N−

S (b) ⊂ N−
S множество дуг, каж-

дая из которых входит хотя бы в один существующий цикл.
Как и в доказательстве леммы 1, полагаем величину потока по дуге

(b, z) равной Fbz = q̃z. Далее, используя найденную величину Fbz, для
каждой дуги (b, y) ∈ N−

S (b) составим уравнение, аналогичное (14). В ре-
зультате найдём все Fby.
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Пусть NS(b) = Γ(b)— множество концов дуг из N−
S (b). В таком случае

количество ресурса, которое должно поступить в некоторую вершину
y ∈ NS(b) по дугам, отличным от (b, y), можно определить, полагая

q̃y := q̃y − Fby .

Аналогично количество ресурса, которое должно выйти из вершины b
по дугам, отличным от дуги (b, z) и дуг множества N−

S (b), находится
следующим образом:

q̃b := q̃b −
∑

v∈NS (b)

Fbv.

Удалим дуги множества N−
S (b) и вершину z из развёртки. Так как

каждый цикл развёртки содержит хотя бы одну дугу множества N−
S (b),

после их удаления развёртка превратится в дерево или лес, стало быть,
применяя далее метод, описанный в лемме 1, можно найти все неиз-
вестные потоки, а значит, пропускные способности дуг множества S−.
Лемма 2 доказана.

Далее рассмотрим общий случай для нахождения пропускных способ-
ностей дуг множества S−. Пусть для ресурсной сети G(X,U) с малым
ресурсом выполняются все условия теорем 4 и 5. Рассмотрим частичный
подграф ‹G(‹X,‹U ) ресурсной сети G(X,U) и построим для него развёртку
G′(X ′, U ′). Применим к ней методы, описанные в леммах 1 и 2, и найдём
искомые пропускные способности дуг S− (все или их часть).

Далее удалим из рассмотрения дуги с найденными характеристиками,
выполняя пересчёт величин ресурсов в вершинах развёртки. В остав-
шейся части развёртки вершины нижнего слоя обозначим через Xb =
{a1, a2, . . . , am}, а верхнего — через Xt = {x1, x2, . . . , xn}, m, n ∈ N— чис-
ло вершин нижнего и верхнего слоёв соответственно. Общий вид полу-
чившейся развёртки представлен на рис. 2, на котором вершины и дуги
изображены в одном стиле, поскольку для дальнейшего рассмотрения
не важен тип множеств, к которым они относятся.

x1 x2 x3 xn

a1 a2 a3 am
. . .

. . .

Рис. 2. Общий вид развёртки после применения к ‹G(‹X,‹U) методов,
описанных в леммах 1 и 2
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Запишем уравнения, описывающие работу каждой вершины развёрт-
ки, используя (1) для случая малого ресурса. Для произвольной верши-
ны ai нижнего слоя с номером i ∈ 1,m уравнение работы имеет вид

∑

x∈Γ(ai)

Faix = q̃ai . (15)

В свою очередь, для вершины xj верхнего слоя с номером j ∈ 1, n имеем
∑

a∈Γ−(xj)

Faxj
= q̃xj

. (16)

Из полученных уравнений вида (15) и (16) составим систему (17). При
этом полагаем, что уравнения каждой части будут записаны в порядке
возрастания номеров вершин, для которых они составлены:





∑
x∈Γ(ai)

Faix = q̃ai , i ∈ 1,m,

∑
a∈Γ−(xj)

Faxj
= q̃xj

, j ∈ 1, n.
(17)

Теорема 6. Для любой связной временно́й развёртки G′ система (17)
совместна.

Доказательство. Рассмотрим систему уравнений (18), полученную
из (17) умножением на минус единицу всех уравнений, описанных в пер-
вой строке: 




∑
x∈Γ(ai)

(−Faix) = −q̃ai , i ∈ 1,m,

∑
a∈Γ−(xj)

Faxj
= q̃xj

, j ∈ 1, n.
(18)

Система (18) эквивалентна (17), при этом матрицей системы (18) бу-
дет матрица инцидентности графа G′. Поскольку развёртка G′ является
связным графом, ранг её матрицы инцидентности равен rangB(G′) =
n+m−1, что на единицу меньше числа строк матрицы B(G′). Таким об-
разом, для доказательства совместности нужно показать, что ранг рас-
ширенной матрицы (B(G′) | C(q)) системы (18) равен n + m − 1, т. е.
система всех её вектор-строк линейно зависима.

Рассмотрим сумму всех вектор-строк расширенной матрицы систе-
мы (18):

n+m∑

i=1

(B(G′) | C(q))i =

(
0 . . . 0 |

n∑

i=1

q̃xi
−

m∑

i=1

q̃ai

)
.

Поскольку суммарная величина ресурса в ресурсной сети постоянна, раз-
ность в последней компоненте результата последней суммы равна нулю.
Следовательно, система (18) совместна. Теорема 6 доказана.
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Таким образом, имеет место

Теорема 7. Пусть в регулярной ресурсной сети G(X,U) с малым

ресурсом для вершин множества Γ−(S) = {a1, a2, . . . , am} существуют

коэффициенты

λa1 , λa2 , . . . , λam ∈ (0, 1] (19)
такие, что

m∑

i=1

λaipai = Q′
N , (20)

а также выполняются следующие условия.

1. Для любого x ∈ S

q′x 6
∑

y∈Γ−(x)

q′y.

2. Для любого x ∈ Γ(Γ−(S)) \ S
∑

y∈Γ−(x)\Γ−(S)

Fyx 6 q′x 6
∑

y∈Γ−(x)\Γ−(S)

Fyx +
∑

y∈Γ−(x)∩Γ−(S)

min{q′y, ryx}.

3. Для любого x ∈ X \ Γ(Γ−(S))

q′x =
∑

y∈Γ−(x)\Γ−(S)

Fyx.

4. Для любого x ∈ X

q′x 6
∑

y∈Γ(x)∩S

q′y +
∑

y∈Γ(x)\S

min{q′y, rxy}.

Тогда найдётся набор пропускных способностей дуг множества S−, для

которого существует единственное предельное состояние Q∗ = Q′.

Доказательство. Рассмотрим частичный подграф ‹G(‹X,‹U) ресурс-
ной сети G(X,U), построенный по описанным выше правилам. Макси-
мально упростим его структуру, применяя методы, описанные в леммах 1
и 2. Не нарушая общности, предположим, что в результате упрощения
получен связный частичный подграф G̃1(›X1, Ũ1), в котором содержится
хотя бы один цикл. В случае, если G̃1(›X1, Ũ1) будет содержать несколько
компонент связности, для каждой из них рассуждения будут аналогич-
ны.

Построим развёртку G′(X ′, U ′) для G̃1(›X1, Ũ1) так, как было описано
ранее, и составим по ней систему уравнений вида (17). Такая система
совместна и имеет бесконечно много решений.

Для доказательства осталось показать, что существует хотя бы одно
решение системы вида (17) такое, что для любой величины Fax выпол-
няется одно из следующих условий:
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(1◦) если x ∈ S, то 0 6 Fax 6 min{q̃a, q̃x};
(2◦) если x ∈ N, то 0 < Fax 6 min{q̃a, q̃x, rax}.
С указанной целью каждой вершине a ∈ Γ−(N) нижнего слоя раз-

вёртки G′ поставим в соответствие некоторую смежную с ней вершину
xa ∈ N верхнего слоя G′. Согласно (14) справедливы равенства

Fay =
ray
raxa

· Faxa , y ∈ Γ(a) ∩N, (21)

где в силу того, что (a, y), (a, xa) ∈ N−, имеем ray 6= 0 и raxa 6= 0.
Рассмотрим произвольное уравнение верхней части системы (17):

∑

y∈Γ(a)

Fay = q̃a.

Перепишем его в виде
∑

y∈Γ(a)∩S

Fay +
∑

y∈Γ(a)∩N

Fay = q̃a.

Подставляя здесь во вторую сумму величины потоков, определённые
с помощью соотношений (21), получим

∑

y∈Γ(a)∩S

Fay + Faxa

∑

y∈Γ(a)∩N

ray
raxa

= q̃a. (22)

Положим
FN−

a = Faxa

∑

y∈Γ(a)∩N

ray
raxa

.

Тогда уравнение (22) примет вид
∑

y∈Γ(a)∩S

Fay + FN−

a = q̃a.

Аналогичным образом преобразуем все уравнения системы (17), со-
ответствующие вершинам нижнего слоя G′(X ′, U ′). Кроме того, сложим
все уравнения указанной системы, описывающие работу вершин верхнего
слоя G′(X ′, U ′), содержащихся в множестве N. В результате получим

∑

y∈N

∑

a∈Γ−(y)

Fay =
∑

y∈N

q̃y.

Так как ∑

y∈N

∑

a∈Γ−(y)

Fay =
∑

a∈Γ−(N)

∑

y∈Γ(a)∩N

Fay =
∑

a∈Γ−(N)

FN−
a ,

после перегруппировки слагаемых и замены получим
∑

a∈Γ−(N)

FN−

a =
∑

x∈N

q̃x.
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Объединяя полученные выше уравнения, получим систему




∑
x∈Γ(a)∩S

Fax = q̃a − FN−

a , a ∈ Γ−(S),

∑
a∈Γ−(x)

Fax = q̃x, x ∈ S,

∑
a∈Γ−(N)

FN−

a =
∑
x∈N

q̃x.

(23)

В силу условия теоремы о существовании коэффициентов вида (19),
при которых выполняется (20), для каждой вершины a ∈ Γ−(N) выберем
значение FN−

a так, чтобы выполнялось нижнее равенство в системе (23),
для каждой вершины a ∈ Γ−(S) имело место соотношение

0 < FN−

a 6 min

ß
q̃a,

∑

x∈Γ(a)∩N

min{q̃x, rax}
™
,

а для каждой вершины a ∈ Γ−(N) \ Γ−(S) было бы справедливо ра-
венство FN−

a = q̃a. Тогда для любой вершины a ∈ Γ−(S) выполняется
неравенство q̃a − FN−

a > 0.
Таким образом, выбраны значения потоков по всем частично управ-

ляемым дугам. Оставшиеся нерассмотренными неизвестные системы (23)
соответствуют потокам по управляемым дугам. Заметим, что левые ча-
сти каждого уравнения представляют собой суммы, поэтому с учётом то-
го, что полученная после подстановки выбранных значений система (23)
остаётся совместной (она эквивалентна системе вида (17) для подгра-
фа исходной ресурсной сети, порождённого множеством управляемых
вершин S), всегда можно выбрать неотрицательные значения свободных
членов из диапазона, указанного в условии (1◦), при которых главные
члены будут также неотрицательными.

Вместе с тем, для потоков по дугам множества N− выполняется усло-
вие (2◦), следовательно, они могут быть определены с помощью соотно-
шений (21) с известными величинами FN−

a .
Таким образом, по известным потокам пропускные способности всех

дуг множества S− могут быть найдены так, как описано в доказательстве
леммы 1 с учётом неравенства

rax > Fax.

Отметим, что для найденных пропускных способностей состояние Q′

будет устойчивым, а значит, и предельным в ресурсной сети G(X,U),
а поскольку сеть регулярна, согласно теореме 1 предельное состояние Q∗

в ней единственно. Следовательно, Q′ = Q∗. Теорема 7 доказана.
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Abstract. The paper is devoted to solving the problem of local in-flows
control in regular resource networks with a low resource. For such net-
works, a set of controlled vertices is specified. The local control problem
is to determine such capacities of arcs entering the controlled vertices
that the unique limit state of regular resource network Q∗ is the closest
to the given state Q′. Conditions for the unreachability of the limit state
that coincides with the state Q′ are obtained. Various configurations of
resource networks with respect to the distribution of controlled vertices
in them are considered. It is shown that if the conditions for the un-
reachability of the limit state are not satisfied, then there is such a set
of capacities of arcs entering the controlled vertices for which the limit
state Q∗ is equal to the given state Q′. Illustr. 2, bibliogr. 21.
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РАЗМЕЩЕНИЕ ДРОНОВ ДЛЯ ОПТИМАЛЬНОГО
ПОКРЫТИЯ БАРЬЕРА
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Аннотация. На плоскости задан отрезок прямой линии (барьер),
а также координаты депо, в которых нужно разместить мобильные
устройства (сенсоры или дроны). Каждый дрон стартует из своего
депо к некоторой точке барьера, двигается вдоль барьера и воз-
вращается в своё депо, пройдя путь ограниченной длины. Часть
барьера, вдоль которой двигался дрон, считается покрытой этим
дроном. Барьер покрыт, если каждая его точка покрыта хотя бы
одним дроном. Требуется разместить ограниченное число дронов
в заданном множестве депо и определить траектории дронов таким
образом, чтобы покрыть весь барьер и при этом число дронов было
минимальным (MinNum), или общая длина путей дронов была ми-
нимальной (MinSum), или длина самого протяжённого пути среди
всех дронов была минимальной (MinMax).

Ранее авторы исследовали аналогичную задачу с неограничен-
ным числом дронов и предложили псевдополиномиальный алго-
ритм для её решения, зависящий от длины барьера L. В этой статье
рассматривается обобщённая задача, в которой число дронов огра-
ниченно, и для построения её оптимального решения предложен
алгоритм такой же трудоёмкости. Вместе с тем, в случае неогра-
ниченного числа дронов новый алгоритм имеет трудоёмкость в L
раз меньше трудоёмкости ранее разработанного алгоритма. Ил. 2,
библиогр. 20.

Ключевые слова: покрытие барьера, линейная маршрутизация,
мобильное устройство (дрон), ограниченная энергия, трудоёмкость.

Введение

Многие протяжённые объекты (дороги, трубопроводы, ЛЭП и др.)
можно представить в виде отрезка прямой на плоскости («барьера»).

© А. И. Ерзин, А. В. Шадрина, 2025
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Для эффективного функционирования этих объектов необходимо регу-
лярно осуществлять осмотр (мониторинг) их состояния. Для этого не все-
гда возможно/целесообразно привлекать человека («обходчика»). Часто
для этой цели, особенно в удалённых и труднодоступных местах, исполь-
зуются автономные беспилотные мобильные устройства, которые для
краткости назовём дронами. Для выполнения мониторинга дрон осна-
щён необходимым оборудованием (видеокамерой, сенсорами, системой
позиционирования и т. п.). В подавляющем большинстве публикаций,
относящихся к теме, дрон или сенсор собирает информацию в преде-
лах некоторой области, часто круга [1–8]. При этом предполагается, что
дрон покрывает эту область. Если требуется осуществить мониторинг
протяжённого объекта, то это называют покрытием барьера, понимая
под ним отрезок прямой линии. Дрон, как правило, имеет ограничен-
ный запас энергии, что влечёт ограничение на длину пути, который он
может пройти без восстановления энергии (подзарядки или заправки).
В научной литературе рассматриваются задачи оптимального покрытия
барьера с использованием трёх критериев: минимизация числа дронов
(задача MinNum), минимизация максимальной длины пройденного дро-
ном пути (задача MinMax) и минимизация общей длины путей дронов
(задача MinSum).

В настоящей работе рассматривается задача MinSum, в то время как
задачи MinNum и MinMax решены нами ранее в [9]. Во многих ста-
тьях [2, 4–6, 8, 10–12] рассматривалась задача MinSum в «традиционной»
постановке, когда каждый дрон находится в некоторой начальной точ-
ке на плоскости (депо) и покрывает круг некоторого радиуса с центром
в точке расположения дрона. Для каждого дрона требуется найти такое
конечное положение, что барьер покрыт (каждая его точка принадлежит
хотя бы одному кругу покрытия) и общая длина путей, пройденных дро-
нами, минимальна [1–3, 5, 7, 8]. Известно, что такая задача NP-трудна,
когда круги покрытия дронов разные [2, 3]. Если же круги одинаковые,
то сложностной статус задачи не известен. Для последнего случая в [5]
предложен алгоритм, который строит

√
2-приближённое решение задачи

с трудоёмкостью O(m4), где m— число дронов. Позже в [8] трудоёмкость
уменьшена до O(m2).

Ниже рассмотрим «нетрадиционную» постановку задачи MinSum, ко-
гда дрон покрывает только точку, в которой он находится. Следователь-
но, для покрытия части барьера дрон должен стартовать из своего депо,
пройти вдоль этой части, после чего вернуться в своё депо. В результате,
в евклидовой метрике траектория дрона — это треугольник, одна сторо-
на которого находится на барьере и одна вершина — в депо. Более того,
длина траектории ограничена сверху некоторой величиной, зависящей
от запаса энергии.
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В последнее время дроны находят применение во многих областях,
при этом задача маршрутизации дронов ещё недостаточно исследова-
на. В [13] для дронов определена задача маршрутизации и оптимизации
траектории (routing and trajectory optimization problem, RTOP). Авторы
ввели таксономию и осуществили обзор результатов оптимизации тра-
екторий и статей, посвящённых маршрутизации дронов. В [14] постав-
лена задача маршрутизации дрона на графе (drone arc routing problem,
DARP) и изучена её связь с известной задачей маршрутизации почтальо-
на на графе (postman arc routing problems, PARP). В статье [15] предло-
жены две задачи маршрутизации с ограничением на длину пути и изу-
чены потенциальные преимущества от гибкого назначения начального
и конечного депо для каждого дрона.

Настоящая работа продолжает исследование, начатое в [16], где до-
казаны некоторые свойства решения в случае, когда в каждом депо на-
ходится один дрон. Авторы на основе динамического программирования
предложили эффективную реализацию для построения допустимого ре-
шения в прямоугольной метрике с трудоёмкостью O(m2), а также ука-
зали частные случаи, в которых построенное покрытие оптимально.

Новизна полученных результатов. В отличие от [16], в этой ста-
тье число дронов в каждом депо — искомая величина. В [9] число дронов
в каждом депо также подлежит определению, вместе с тем общее их чис-
ло неограниченно, при этом предложены алгоритмы для решения задач
MinNum, MinMax и MinSum. Если предположить, что каждый дрон по-
крывает отрезок барьера с целочисленными границами длины не менее 1,
то для задачи MinSum в [9] предложен алгоритм трудоёмкости O(mL3),
где m— число депо, а L— длина барьера. В этом случае наиболее тру-
доёмкой процедурой оказывается препроцессинг, в ходе которого вычис-
ляется минимальная суммарная длина траекторий для дронов каждого
депо, покрывающих произвольный отрезок [a, b] ⊆ [0, L].

В постановке ниже рассматриваем более общую задачу, когда число
дронов ограничено сверху некоторым натуральным n. Для решения этой
задачи разработаны два подхода на основе динамического программиро-
вания. Без учёта препроцессинга первый алгоритм ищет наилучшее по-
крытие оптимальным числом дронов n∗ с трудоёмкостью O(L2)— это
линейная трудоёмкость от длины входной информации. Если n∗ 6 n,
то построенное покрытие оптимально и для случая ограниченного числа
дронов. Иначе второй алгоритм с трудоёмкостью O(mnL2) строит оп-
тимальное покрытие. Более быстрый алгоритм удалось получить благо-
даря более эффективному препроцессингу трудоёмкости O(mnL). Если
каждый дрон покрывает отрезок барьера длины не менее 1, то n 6 L.
В результате при неограниченном числе дронов трудоёмкость решения
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задачи уменьшена в L раз, тем самым для более общего случая получен
алгоритм той же трудоёмкости, что и для постановки из [9], в которой
имеется ограничение на число используемых дронов.

1. Постановка задачи

Пусть барьер — это отрезок [0, L] на оси 0X. На плоскости заданы ко-
ординаты депо di = (xi, yi), yi > 0, i ∈ D, |D| = m, в которых нужно
разместить не более n дронов. Пронумеруем депо слева направо соглас-
но их абсциссам, т. е. i < j тогда и только тогда, когда xi < xj . Очевидно,
что при равенстве абсцисс депо с большей ординатой можно исключить.
Пусть длина пути каждого дрона ограничена величиной q > 0. Для по-
крытия барьера траектория каждого дрона начинается в своём депо, про-
ходит по отрезку барьера и заканчивается в своём депо. Часть барьера,
вдоль которой прошёл дрон, считается покрытой этим дроном. Будем
говорить, что дроны из депо i покрывают отрезок [ai, bi] ⊆ [0, L], если
каждый из них стартует из депо i, перемещается вдоль барьера и воз-
вращается в своё депо, проходя путь не длиннее q, а совокупно дроны
покрывают отрезок [ai, bi].

Определение 1. Покрытие C барьера [0, L] — это множество таких
отрезков [ai, bi] ⊆ [0, L], что каждый из них покрывается дронами одного
депо i ∈ D, выполняется условие

⋃

i∈D

[ai, bi] ⊇ [0, L] и траектория каждого

дрона не длиннее q.

Для задания покрытия C необходимо определить число дронов в каж-
дом депо, отрезок барьера [ai, bi], покрываемый дронами каждого депо
i ∈ D, а также траектории всех дронов.

Задача MinSum. Требуется разместить не более n дронов в m депо

так, чтобы покрыть весь барьер [0, L] и общая длина траекторий дронов

была минимальной.

Очевидно, что в евклидовой метрике оптимальная траектория каж-
дого дрона — это треугольник с одной вершиной в депо, с одной сторо-
ной на барьере и с периметром не более q. Более того, в оптимальном
покрытии, естественно, отрезки, покрываемые разными дронами, не пе-
ресекаются.

2. Алгоритмы

В этом разделе представим алгоритмы для решения задачи MinSum.
Для проверки существования решения достаточно запустить алгоритм
AMinNum из [9], который определяет минимальное число дронов nmin, по-
крывающих барьер. Решение задачи MinSum существует, если nmin 6 n.
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Далее нам понадобятся следующие определения и утверждения.

Определение 2. Покрытие, в котором для всех i, j ∈ D неравен-
ство bi 6 aj выполняется тогда и только тогда, когда i < j, называется
покрытием, сохраняющим порядок.

Лемма 1 [9]. Существует оптимальное покрытие, в котором дроны

из одного депо покрывают один отрезок барьера.

Лемма 2 [9]. Для задачи MinSum существует оптимальное покрытие,

сохраняющее порядок.

Пусть g(k, a, b) — минимальная суммарная длина траекторий k дронов
из одного депо, покрывающих отрезок [a, b].

Лемма 3 [9]. Для любого фиксированного отрезка [a, b] ⊆ [0, L] функ-

ция g(k, a, b) монотонно возрастает с ростом k.

Из приведённых выше утверждений следует, что в оптимальном по-
крытии любой отрезок барьера покрывается минимальным количеством
дронов одного депо. Для определения минимального числа дронов ni(a, b)
из депо i, покрывающих отрезок [a, b], достаточно учесть, что все дроны,
кроме, возможно, одного, проходят путь максимальной длины q.

В [9] для i ∈ D введена функция fi(a, b) > 0, равная минимальной
суммарной длине траекторий ni(a, b) дронов из депо i, покрывающих
отрезок [a, b] (при этом по определению fi(a, a) = 0). Предположим, что
нам известны значения функций fi(a, b) и ni(a, b) для всех i = 1, . . . ,m
и целых a = 0, 1, . . . , L− 1 и b = a+ 1, . . . , L. Введём новую функцию

f(a, b) = min
i∈D

fi(a, b) = fk(a,b)(a, b).

Существует депо с номером k(a, b) ∈ D такое, что nk(a,b)(a, b) дронов
из этого депо покрывают отрезок [a, b], проходя совместно минимальное
расстояние. Таким образом, любое разбиение барьера на отрезки одно-
значно определяет покрытие. Следовательно, необходимо решить следу-
ющую задачу оптимального разбиения отрезка на подотрезки:

p∑

i=1

f(zi−1, zi) → min
z,p

, (1)

0 = z0 < z1 < · · · < zp = L, (2)

где неизвестное p— это число подотрезков, т. е. требуется оптимально
разбить барьер на оптимальное число подотрезков.

Задача (1), (2) хорошо исследована. Метод динамического програм-
мирования для её решения стал известен не позже 1970-х гг. (см., на-
пример, монографию [17]). Позже алгоритм был несколько раз переот-
крыт [18–20]. Для описания алгоритма — назовём его A1 — предположим,
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что L и параметр l ∈ [0, L] целые. Обозначим через S(l) минимальную
длину траекторий дронов, покрывающих отрезок [0, l], l = 0, 1, . . . , L.

2.1. Алгоритм A1. Приведём схему алгоритма динамического про-
граммирования с одним прямым и одним обратным ходом. Во время вы-
полнения прямого хода для каждого значения параметра l = 0, 1, . . . , L
найдём такую самую правую точку разбиения z(l) < l, что общая длина
траекторий дронов, покрывающих отрезок [0, l], минимальна.

Прямой ход. Воспользуемся рекуррентными соотношениями

S(0) = 0,

S(l) = min
06z<l

{f(z, l) + S(z)} = f(z(l), l) + S(z(l)), l = 1, . . . , L, (3)

запоминая условно оптимальную точку разбиения z(l) < l для каждого
l = 1, . . . , L.

Обратный ход. На этом этапе определим число точек разбиения p∗

в оптимальном решении, а также само оптимальное разбиение. Положим
сначала оптимальное число дронов, участвующих в покрытии, равным
n∗ = 0, а число точек разбиения равным p∗ = 0. После завершения рабо-
ты прямого хода при l = L были найдены оптимальное значение целевой
функции S∗ = S(L) (1), а также последняя (правая) точка разбиения
z(L). Значит, отрезок [z(L), L] покрывается nk(z(L),L)(z(L), L) дронами
из депо k(z(L), L), и мы полагаем p∗ = p∗+1 и n∗ = n∗+nk(z(L),L)(z(L), L).
Теперь правый конец барьера равен l = z(L). Так как во время выпол-
нения прямого хода запомнили z(l) для всех l = 1, . . . , L, мы знаем по-
следнюю (правую) точку разбиения отрезка [0, l], которая является пред-
последней точкой разбиения барьера [0, L]. Если z(l) > 0, то полагаем
p∗ = p∗ + 1, n∗ = n∗ + nk(z(l),l)(z(l), l), l = z(l) и продолжаем постро-
ение оптимального разбиения, пока не получим z(l) = 0. В результате
будет найдено оптимальное разбиение барьера z∗ на p∗ частей, а также
оптимальное число дронов n∗, участвующих в покрытии.

Лемма 4. Трудоёмкость алгоритма A1 равна O(L2).

Доказательство. Очевидно, что соотношения (3) справедливы так-
же и для действительных значений переменных. Однако в этом случае
получим континуум значений функций. Если же параметры и перемен-
ные целые, то при выполнении прямого хода для каждого значения l
находится последняя точка разбиения z(l) < l отрезка [0, l]. Так как
l = 0, 1, . . . , L, трудоёмкость прямого хода равна O(L2). Обратный ход
менее трудоёмкий. Поскольку условно оптимальные точки разбиения
z(l) < l хранятся для всех l = 1, . . . , L, для восстановления оптимального
разбиения достаточно проделать O(L) операций. Лемма 4 доказана.
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Замечание 1. Трудоёмкость алгоритма A1 линейно зависит от дли-
ны входной информации O(L2), которая определяется числом значений
фунции f(a, b). Однако в терминах входа исходной задачи алгоритм псев-
дополиномиальный. В любом случае трудоёмкость алгоритма A1 в m раз
меньше трудоёмкости алгоритма AMinSum, предложенного в [9] для реше-
ния такой же задачи.

Пока ничего не сказано о трудоёмкости вычисления значений функ-
ций fi(a, b). Менее трудоёмкий способ по сравнению с процедурой, опи-
санной в [9], будет предложен ниже в соответствующем разделе.

Если n∗ 6 n, то задача MinSum решена. Иначе необходимо применить
следующий алгоритм A2.

2.2. Алгоритм A2. Описываемый ниже алгоритм применяется в слу-
чае, когда оптимальное число дронов n∗, полученное в результате работы
алгоритма A1, окажется больше n. Для построения решения в этом слу-
чае предлагается следующий алгоритм двухпараметрического динами-
ческого программирования A2. Пусть функция Si(l,N) равна минималь-
ной длине траекторий N дронов из депо 1, . . . , i, которые покрывают
отрезок [0, l]. Из леммы 3 следует, что если отрезок может быть покрыт
дронами из одного депо, то он покрывается минимальным числом дро-
нов. Следовательно, если разбиение барьера известно, то число дронов,
участвующих в покрытии, определяется однозначно. Заметим, что чис-
ло дронов, покрывающих барьер, может оказаться меньше n. Обозначим
через Ni(l,N) 6 N количество дронов в первых i депо, где параметр
N = 0, 1, . . . , n— это максимальное число дронов, которые можно разме-
стить в депо 1, . . . , i.

В решении, построенном алгоритмом A2, барьер разбивается на m
частей. При этом некоторые точки разбиения 0 = z0 6 z1 6 . . . 6 zm = L
могут совпадать, т. е. в некоторых депо может не быть ни одного дрона.
Это значит, что дроны такого депо покрывают пустой отрезок.

Прямой ход. Для всех i = 1, . . . ,m, l = 0, 1, . . . , L и N = 0, 1, . . . , n
вычислим

S1(l,N) =

®
f1(0, l), если N1(l,N) = n1(0, l) 6 N,

+∞ иначе,
(4)

Si(l,N) = min
z=0,...,l

{fi(z, l) + Si−1(z,N − ni(z, l))} =

= fi(zi(l,N), l) + Si−1(zi(l,N), N − ni(zi(l,N), l)), (5)

если Ni(l,N) = ni(zi(l,N), l)+Ni−1(zi(l,N), N −ni(zi(l,N), l)) 6 N, и по-
ложим Si(l,N) = +∞ в противном случае.

Запомним zi(l,N), i = 1, . . . ,m, l = 0, 1, . . . , L, N = 1, . . . , n.
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Обратный ход. По завершении прямого хода оказывается найден-
ным оптимальное значение функционала S∗ = Sm(L, n), количество дро-
нов N∗ = Nm(L, n) и последняя (правая) точка разбиения z∗m−1 = z(l).
В результате найдём отрезок [z∗m−1, L] (который может быть пустым), по-
крытый nm(z∗m−1, L) дронами депо m. Это значит, что отрезок [0, z∗m−1]
покрывается дронами депо 1, . . . ,m − 1. Положим l = z∗m−1. При вы-
полнении прямого хода найдены условно оптимальные точки разбиения
zi(l,N) для всех целочисленных значений параметров. Следовательно,
следующую справа точку оптимального разбиения можем определить
равенством z∗m−2 = z(l,N∗ − nm(z∗m−1, L)). Продолжая процесс, найдём
оптимальное разбиение всего барьера на m частей.

Лемма 5. Трудоёмкость алгоритма A2 равна O(mnL2).

Доказательство. Рекуррентные соотношения (4), (5) справедливы
для произвольных значений параметров. Однако для реализуемости ал-
горитма полагаем их целыми. Тогда при выполнении прямого хода для
любых i = 1, . . . ,m, l = 0, 1, . . . , L и N 6 n значение Si(l,N) находит-
ся путём перебора целых l и N. Следовательно, трудоёмкость прямого
хода равна O(mnL2). Для восстановления оптимального решения на об-
ратном ходе выполняется m шагов. На каждом шаге определяется одна
точка разбиения. В результате трудоёмкость обратного хода равна O(m),
а следовательно, трудоёмкость алгоритма A2 равна O(mnL2). Лемма 5
доказана.

Замечание 2. На вход алгоритма A2 подаются значения функций
fi(a, b), которых O(mL2). Трудоёмкость алгоритма в n раз больше длины
входа, а n— это число. Следовательно, даже без учёта трудоёмкости вы-
числения значений функций fi(a, b), алгоритм псевдополиномиальный,
но с учётом неравенства n 6 L трудоёмкость алгоритма A2 не превосхо-
дит трудоёмкости алгоритма из [9] для решения более общей задачи.

3. Вычисление функций ni(a, b) и fi(a, b)

Для реализации описанных выше алгоритмов необходимо знать зна-
чения функций fi(a, b) и ni(a, b) для всех i = 1, . . . ,m, a = 0, 1, . . . , L− 1
и b = a + 1, . . . , L, т. е. в общей сложности O(mL2) значений. Нахож-
дение этих значений — препроцессинг, который необходимо выполнить
до запуска алгоритмов A1 и A2 и который во многом определяет тру-
доёмкость решения задачи. В [9] предложен алгоритм для нахождения
значений fi(a, b) с трудоёмкостью O(mnL2). Покажем, что вычисление
значений функций fi(a, b) и ni(a, b) для каждого депо i ∈ D можно осу-
ществить с трудоёмкостью O(nL).
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Рис. 1. Иллюстрация вычисления fi(a, b)

Сначала вычислим ni(a, b). Так как O(n) дронов могут участвовать
в покрытии отрезка, для каждой пары значений a и b нужно найти
ni(a, b), для чего потребуется O(nL2) операций. Для уменьшения тру-
доёмкости мы предлагаем вычислять ni(a, b) по-другому. Для каждого
значения a ∈ {0, 1, . . . , L − 1} будем искать отрезок максимальной дли-
ны [a, b(ni)], который покрывается ni ∈ {1, . . . , n} дронами. Поскольку
в оптимальном решении для покрытия отрезка [a, b] используется мини-
мальное число дронов из одного депо, можно определить ni(a, b) для всех
b > a. Для этого положим ni(a, b) = ni, b ∈ (b(ni − 1), b(ni)].

Первым найдём отрезок [a, b(1)], который покрывает один дрон с мак-
симальной длиной траектории q. Покрытый отрезок содержит некото-
рое число целых b ∈ (a, b(1)]. Зная b(1), найдём максимальный отрезок
[b(1), b(2)], который покрывает второй дрон. Добавляя дроны, опреде-
лим минимальное число дронов, покрывающих отрезок [a, b] для всех
целых b = a+ 1, . . . , L. Следовательно, для вычисления ni(a, b) для всех
i = 1, . . . ,m, a = 0, . . . , L−1 и b = 1, . . . , L потребуется O(Lnm) операций.

Зная ni(a, b), можно вычислить значения fi(a, b). Для каждого депо
di = (x, y) существует три варианта расположения относительно отрезка
[a, b]: (а) x < a, (б) x ∈ [a, b] и (в) x > b (рис. 1). В случаях (a) и (в)
каждый из ni(a, b)− 1 дронов проходит путь максимальной длины q, по-
крывая вместе отрезок [h, b] в случае (а) и отрезок [a, h] в случае (в),
а один дрон покрывает отрезок [a, h], двигаясь по ребру треугольника
adih в случае (а) (рис. 1a), и отрезок [h, b], двигаясь по ребру треуголь-
ника hdib, в случае (в) (рис. 1в).

В случае (б) (рис. 1б) отрезки [a, c] и [d, b] покрываются ni(a, c) +
ni(d, b) дронами, каждый из которых проходит путь длины q. Если отре-
зок [c, d] может покрыть один дрон, то он его покрывает. Иначе отрезок
[c, d] будет покрыт двумя дронами так, что линия hdi имеет минималь-
ный наклон (т. е. она находится максимально близко к перпендикуля-
ру die). Точку h легко найти. Если один дрон может покрыть отрезок
[c, e], а другой — отрезок [e, d], то dih— это перпендикуляр к барьеру, т. е.
h = e. Иначе один из этих отрезков не может быть покрыт одним дроном.
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Пусть это отрезок [e, d]. Тогда один дрон покрывает отрезок максималь-
ной длины [h, d], а другой — оставшийся отрезок [c, h].

В результате получаем, что трудоёмкость вычисления значений функ-
ций ni(a, b) и fi(a, b) для всех i ∈ D, a и b равна O(Lnm). Если число
дронов неограниченно, то при естественном предположении, что каждый
дрон покрывает отрезок длины не менее 1, трудоёмкость предложенного
алгоритма равна O(mL2).

3.1. Пример. Рассмотрим пример на рис. 2, в котором число депо
равно m = 3, число дронов не превосходит n = 3, барьер имеет длину
L = 156, длина траектории каждого дрона не превосходит q = 140 и ме-
стоположение депо d1 = (18, 10), d2 = (78, 10

√
35) (|dd2| = |d2h| = 60),

d3 = (138, 10).

0 c = 18 d = 68

e = 78

h = 88 g = 138 L = 156

d1 = (18, 10)

d2 = (78, 10
√
35)

d3 = (138, 10)

Рис. 2. Иллюстрация к примеру

Так как всего три депо, барьер будет разбит на 3 или менее частей,
и каждая часть будет покрыта дронами из одного депо. Поскольку мы
ищем покрытие, сохраняющее порядок, дроны из депо 1 должны по-
крыть левый отрезок [0, x], а дроны из депо 3 должны покрыть правый
отрезок [y, L]. При этом, конечно, может получиться, что в каких-то депо
не будет размещено ни одного дрона.

Сначала найдём минимальное число дронов ni(a, b) 6 n = 3 в каж-
дом депо i = 1, 2, 3, покрывающих отрезок [a, b], a = 0, 1, . . . , 155, b =
a+1, . . . , 156. Напомним, что один дрон покрывает отрезок длины не ме-
нее 1. Дроны из депо 1 максимально могут покрыть отрезок [0, e] при
e = 78. В то же время один дрон из депо 1 покрывает отрезок [0, b], если
b 6 d = 68, а для покрытия отрезка [0, b] при b ∈ [d + 1, e] необходимо
два дрона в депо 1. Значит, n1(0, d) = 1, n1(0, b) = 2, b = d + 1, . . . , e,
и n1(0, b) = +∞, когда b > e. Далее определим n2(a, b) для a ∈ [41, 114]
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и всех допустимых целых b > a. В частности, имеем n2(d, h) = 1. Так как
в покрытии, сохраняющем порядок, дроны из депо 3 должны покрывать
отрезок с правой границей L, нам требуются значения n3(a, L). Депо 3
расположено симметрично относительно депо 1, поэтому n3(a, L) = +∞
для a < e, n3(a, L) = 2 для a ∈ [e+ 1, h − 1] и n3(a, L) = 1 для a > h.

Затем найдём минимальную длину траекторий fi(a, b) дронов из каж-
дого депо i = 1, 2, 3, покрывающих отрезок [a, b]. Из депо 1 будет покрыт
некоторый отрезок [0, b]. Пока n1(0, b) = 1, длина пути одного дрона
f1(0, b) равна периметру треугольника 0d1b. Если n1(0, b) = 2, то для
минимизации суммарной длины путей двух дронов нужно, чтобы траек-
ториями обоих дронов были прямоугольные треугольники с общей сто-
роной d1c— перпендикуляром к [0, L]. Тогда длина путей двух дронов
равна

f1(0, b) = |0d1|+ 2|d1c|+ |d1b|+ |0b|.

Так как отрезок с правым концом b > d дроны из депо 1 покрыть не мо-
гут, положим f1(0, b) = +∞, b > d. Далее вычислим f2(a, b) для всех до-
пустимых a ∈ [41, 114] и b > a. В частности, получим f2(d, h) = q = 140.
Вместе с тем для a ∈ [e, h− 1] находим

f3(a, L) = |ad3|+ 2|d3g|+ |d3L|+ |aL|,

а для a ∈ [h,L− 1]—

f3(a, L) = |hd3|+ 2|d3g|+ |d3L|+ |aL|.

Наконец, найдём значения функции f(a, b) = min
i=1,2,3

fi(a, b) для всех

целых a ∈ [0, L − 1] и b ∈ [a + 1, L]. Получим f(a, b) = f1(a, b) для b 6 e
и f(a, b) = f3(a, b) для a > e.

Применим алгоритм A1. Получим решение, в котором в депо 1 и 3 раз-
мещено по 2 дрона. Дроны из депо 1 покрывают отрезок [0, e], а дроны
депо 2 — отрезок [e, L], а общая длина траекторий дронов равна 340. Од-
нако количество использованных дронов больше максимального их числа
n = 3. Следовательно, построенное алгоритмом A1 покрытие недопусти-
мо, и нужно применить алгоритм A2.

Алгоритм A2 учитывает ограничение на общее число дронов. В нашем
примере ни одно депо не может иметь более 1 дрона. В противном случае
барьер не будет покрыт тремя дронами. Из-за симметрии крайних депо
один дрон из депо 1 покроет отрезок [0, d], один дрон из депо 3 покроет
отрезок [h,L], а дрон из депо 2 покроет отрезок [d, h]. При этом общая
длина траекторий дронов равна 420.
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Заключение

В статье рассмотрена задача покрытия барьера, представляющего со-
бой отрезок [0, L] на плоскости. Покрытие осуществляется одинаковыми
мобильными устройствами (дронами) с ограниченным запасом энергии,
который определяет максимальную длину q траектории дрона. Каждый
дрон стартует из своего депо, двигается вдоль отрезка барьера длины
не менее 1 и возвращается в своё депо, проделав путь длины не более q.
Отрезок барьера, вдоль которого двигался дрон, считается покрытым
этим дроном. В задаче MinSum требуется разместить не более n дронов
в m депо и определить траекторию каждого дрона так, чтобы покрыть
весь барьер, а общая длина траекторий дронов была минимальна.

Ранее в [16] рассматривалась задача MinSum, в которой в каждом де-
по находился один дрон и оставалось определить траекторию каждого
дрона. Для такой постановки задачи не всегда существует оптимальное
покрытие, сохраняющее порядок, поэтому динамическое программирова-
ние не всегда строит оптимальное решение. Если число дронов в каждом
депо — это искомая величина (переменная), то всегда существует опти-
мальное покрытие, сохраняющее порядок [9]. В [9] предложен алгоритм
динамического программирования, который решает задачу с трудоёмко-
стью O(mL3), если общее число дронов неограниченно.

В настоящей статье предложены два новых алгоритма A1 и A2. Алго-
ритм A1 находит оптимальное покрытие оптимальным числом дронов n∗

с трудоёмкостью O(L2). Если n∗ 6 n, то это также решение для рассмат-
риваемой задачи MinSum. Если n∗ > n, то с трудоёмкостью O(nmL2)
алгоритм A2 строит оптимальное решение. Так как каждый дрон покры-
вает отрезок длины не менее 1, то n 6 L. Следовательно, трудоёмкость
алгоритма A2 не превосходит трудоёмкости алгоритма, предложенного
в [9], при этом алгоритм A2 решает более общую задачу.

Для описанных алгоритмов входом являются функции ni(a, b)— ми-
нимальное число дронов и fi(a, b)— минимальная суммарная длина тра-
екторий дронов из депо i, покрывающих отрезок [a, b]. Также для ал-
горитма A1 вычисляется функция f(a, b) = min

i=1,...,m
fi(a, b). В результате

длина входа алгоритма A1 равна O(L2), следовательно, алгоритм имеет
линейную трудоёмкость от длины входа. Однако вычисление значений
функций ni(a, b) и fi(a, b), т. е. препроцессинг достаточно трудоёмкий.
В [9] не рассматривались функции ni(a, b) и все O(mL2) значений функ-
ций fi(a, b) были найдены с трудоёмкостью O(mL3). В этой статье нам
удалось уменьшить трудоёмкость вычисления значений функций ni(a, b)
и fi(a, b) до O(nmL) 6 O(mL2).

В этой статье, как и в [9], для определения трудоёмкости рассмотрен
случай, когда дроны покрывают отрезок [a, b] при целых a и b, а один
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дрон покрывает отрезок длины не менее 1. Конечно, длина отрезка, по-
крываемого одним дроном, может быть произвольным числом δ > 0.
Если δ рациональное, то умножение на знаменатель приведёт к нужным
свойствам. Однако в оптимальном решении дроны одного депо могут по-
крыть отрезок с нецелыми концевыми точками, и тогда алгоритмы A1

и A2 построят приближённое решение. В дальнейшем планируется оце-
нить точность решения, построенного с использованием шага δ, и разра-
ботать FPTAS.
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Abstract. On the plane, a straight line segment (barrier) is specified,
as well as the location of depots in which mobile devices (sensors or
drones) are to be placed. Each drone starts from and returns to its depot
and is able to travel along the barrier passing through a limited-length
path. The part of the barrier along which a drone moved is covered by
this drone. The barrier is covered if each point of it is covered by at least
one drone. It is necessary to place some number of drones in each depot
in order to cover the entire barrier and minimize the number of drones
used (MinNum), or to minimize the total length of paths travelled by
drones (MinSum), or to minimize the maximum distance traveled by
a drone (MinMax).

Previously, the authors investigated a similar problem with an un-
limited number of drones and, for its solution, proposed a pseudo-
polynomial algorithm depending on the length of the barrier L. In this
paper, a generalized problem with a limited number of drones is con-
sidered and, to construct an optimal solution, we propose an algorithm
with the same complexity. However, in the case of an unlimited num-
ber of drones, the new algorithm has complexity L times less than the
previous one. Illustr. 2, bibliogr. 20.

Keywords: barrier covering, linear routing, mobile device (drone), lim-
ited energy, optimization.
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Аннотация. Вершины графа, смежные с листьями, назовём опор-

ными. В работе исследуется, как могут соотноситься между собой
два класса экстремальных деревьев, имеющих одну и ту же по-
следовательность степеней вершин: класс деревьев, реализующих
минимум числа опорных вершин и класс деревьев, реализующих
минимум числа доминирования. Заметную роль здесь играют две
величины, определяемые через степенную последовательность: чис-
ло Слэйтера, предложенное Слэйтером в качестве нижней оценки
числа доминирования, и предложенная Курносовым нижняя оцен-
ка числа опорных вершин дерева. В работе полностью решена зада-
ча сравнения классов в случае, когда максимумом из двух величин
является вторая. Ил. 2, библиогр. 14.

Ключевые слова: степенная последовательность, дерево, домини-
рующее множество, число доминирования, лист, висячая вершина,
опорная вершина.

Введение

В работе рассматриваются простые неориентированные графы. Для
произвольной пары смежных или совпадающих вершин v и w будем го-
ворить, что вершина v покрывается вершиной w (или w покрывает v).
Подмножество D вершин графа G называется доминирующим, если каж-
дая вершина графа покрывается некоторой вершиной D. Таким образом,
любая вершина графа либо принадлежит доминирующему множеству,
либо у неё есть сосед из доминирующего множества. Число доминиро-

вания γ(G) — это размер наименьшего доминирующего множества гра-
фа G.
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При оценке различных инвариантов графа часто используется его сте-
пенная последовательность: Андриантиана [1] рассмотрел деревья с за-
данной степенной последовательностью, на которых достигаются экстре-
мальные значения некоторых перечислительных инвариантов графа, та-
ких как индекс Хосойи; Бесси и Ротенбах [2] оценивали экстремальные
значения хроматического числа в графах с фиксированной степенной
последовательностью; Рао [3] оценил кликовое число через степенную
последовательность; а число независимости оценивали, например, Фава-
рон, Махео, Сакле [4], Григгс и Клейтман [5], Пеппер [6].

В 1992 г. Слэйтер [7] представил следующую нижнюю оценку числа
доминирования, выраженную через специальную величину sl, в настоя-
щее время именуемую числом Слэйтера.

Теорема 1 [7]. Пусть граф G имеет невозрастающую степенную по-

следовательность (d1, d2, . . . , dn). Тогда γ(G) > sl(G), где

sl(G) = min

{
k ∈ N |

k∑

i=1

(di + 1) > n

}
.

Оценки числа доминирования для заданной степенной последователь-
ности приводились и при дополнительных ограничениях на структуру
графов: Гентнер, Хеннинг и Ротенбах [8, 9] ограничились рассмотрением
лесов с предписанными степенными последовательностями (в тех же ра-
ботах приведены оценки числа независимости); Курносов и вовсе сузил
круг рассматриваемых графов до деревьев [10], также им была исследо-
вана нижняя оценка числа связного доминирования на классе связных
графов с заданной степенной последовательностью [11].

В данной работе рассматриваемыми классами графов являются мно-
жества деревьев с фиксированными степенными последовательностями.

Вершины графа, смежные с листьями назовём опорными. Множе-
ство опорных вершин графа G обозначим через H(G). Также L(G)—
множество листьев в G, а S(G) — подграф G, порождённый вершинами
V (G) \ (H(G) ∪ L(G)).

Ясно, что висячую вершину в доминирующем множестве графа мож-
но заменить смежной ей опорной вершиной (в случае отсутствия в графе
изолированных рёбер), не потеряв свойства доминирования. Неудиви-
тельно поэтому, что при исследовании наименьших доминирующих мно-
жеств часто в том или ином виде рассматривается связь таких множеств
с множеством опорных вершин [8, 10–13], как, например, в следующем
утверждении.

Лемма 1 [10]. В любом связном графе G, имеющем не менее трёх

вершин, существует такое доминирующее множество D размера γ(G),
для которого D ∩ L(G) = ∅. Для такого D выполнено D ⊇ H(G).
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В дальнейшем доминирующее множество графа G, не содержащее
ни одного листа, будем называть безлистным доминирующим множе-
ством. Как видно из леммы 1, в любом дереве T хотя бы с тремя вер-
шинами выполнено γ(T ) > |H(T )| и, кроме того, для вычисления γ(T )
достаточно выяснить, сколько минимум вершин из S(T ) надо добавить
к H(T ), чтобы полученное множество покрывало все вершины S(T ).

Следовательно, довольно естественным представляется рассмотрение
связи между классом деревьев с заданной степенной последовательно-
стью d, имеющих экстремальное значение числа доминирования среди
всех деревьев со степенной последовательностью d, и классом деревьев
с той же степенной последовательностью, имеющих аналогичное экстре-
мальное значение величины |H(T )|.

В настоящей работе частично решена задача для минимальных зна-
чений γ и |H |.

1. Определения, обозначения и вспомогательные результаты

Приведём обозначения и необходимые утверждения из более ранних
работ, которыми далее воспользуемся для формулирования и доказа-
тельства основных результатов.

Через NG(v) будем обозначать множество соседей, а через degG(v)—
степень вершины v в графе G. Проходными будем называть вершины
степени два. Если (d1, . . . , dn)— степенная последовательность некоторо-
го графа G, то будем говорить, что G реализует эту последовательность.

Неубывающую последовательность натуральных чисел длины n бу-
дем называть n-последовательностью. Введём следующие обозначения
для n-последовательности d = (d1, d2, . . . , dn):

• nk(d)— число членов последовательности d, равных k;
• n>k(d)— число членов последовательности d, не меньших чем k;
• n6k(d)— число членов последовательности d, не превосходящих k.

В этих обозначениях будем иногда опускать аргумент d, если его вид
очевиден из контекста.

Сокращённой будем называть непустую n-последовательность, состо-
ящую из чисел di, 1 6 i 6 n, вида 2 6 d1 6 d2 6 . . . 6 dn. Сокращённую
n-последовательность обычно будем обозначать через d̃. Для сокращён-
ной n-последовательности d̃ положим

l(d̃) =
n∑

i=1

di − 2(n − 1).

Обозначим через T
d̃

множество всех деревьев, реализующих последова-

тельность 1, 1, . . . , 1, d1, d2, . . . , dn, в которой ровно l(d̃) единиц.
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Если существует реализация последовательности, являющаяся дере-
вом, то соответствующая последовательность называется древесной. Ши-
роко известен следующий критерий древесности n-последовательностей,
легко доказываемый по индукции.

Теорема 2 (см., например, [14, теорема 47.2]). Последовательность

положительных целых чисел (d1, d2, . . . , dn) может быть реализована де-

ревом тогда и только тогда, когда выполнено равенство

n∑

i=1

di = 2(n−1).

Для произвольного дерева T определим усечение T как дерево T ′, по-
лучающееся из T удалением всех листьев. Само дерево T будем при этом
называть расширением дерева T ′. В дальнейшем будем придерживаться
именно такого обозначения для усечения T.

Лемма 2 [10]. Пусть d̃— произвольная сокращённая n-последова-

тельность d1 6 d2 6 . . . 6 dn. Тогда множество деревьев T
d̃

непусто.

Ясно, что каждому дереву хотя бы с тремя вершинами соответствует
сокращённая n-последовательность d̃ = (d1, d2, . . . , dn) степеней нелисто-
вых вершин, а число листьев дерева равно l(d̃), что следует из теоремы 2.
Лемма 2 и теорема 2 говорят также об обратном: каждой сокращённой
n-последовательности d̃ = (d1, d2, . . . , dn) соответствует непустое множе-
ство деревьев T

d̃
хотя бы с тремя вершинами, у которых степени нелисто-

вых вершин образуют в точности последовательность d̃; число листьев
во всех таких деревьях равно l(d̃). Тем самым изучение классов T

d̃
равно-

сильно изучению всех возможных деревьев хотя бы с тремя вершинами
и заданными степенными последовательностями.

Введём обозначения

γmin(d̃) = min{γ(T ) | T ∈ T
d̃
},

|H |min(d̃) = min{|H(T )| | T ∈ T
d̃
},

в которых будем иногда опускать аргумент d̃, когда его вид ясен из кон-
текста. Также введём в рассмотрение два класса экстремальных деревьев

T min
γ (d̃) = {T ∈ T

d̃
| γ(T ) = γmin(d̃)},

T min
H (d̃) = {T ∈ T

d̃
| |H(T )| = |H |min(d̃)},

которые сравниваются в настоящей работе.
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Величину sl(G) естественным образом распространим на неубываю-
щую сокращённую n-последовательность d̃ = (d1, d2, . . . , dn), воспользо-
вавшись тем, что n+ l(d̃) есть число вершин в деревьях из класса T

d̃
:

sl(d̃) = min

{
k ∈ N |

n∑

i=n−k+1

(di + 1) > n+ l(d̃)

}
.

Важной нижней оценкой обоих параметров |H | и γ является следую-
щая величина, введённая Курносовым в [10] и определяемая через число
листьев в деревьях класса T

d̃
(отметим, что при n = 1 данная величина

не определена):

lv(d̃) = min

{
k ∈ N |

n∑

i=n−k+1

(di − 1) > l(d̃)

}
.

Величины sl(d̃) и lv(d̃) можно эквивалентно переопределить следую-
щим образом:

sl(d̃) = min

{
k ∈ N |

n−k∑

i=1

(di + 1) 6 2n− 2

}
, (1)

lv(d̃) = min

{
k ∈ N |

n−k∑

i=1

(di − 1) 6 n− 2

}
. (2)

Именно этими величинами определяется минимальное значение числа
доминирования в классе деревьев с заданной степенной последователь-
ностью:

Теорема 3 [10]. Пусть d̃ = (d1, d2, . . . , dn) — сокращённая n-последо-

вательность. Тогда

γmin(d̃) = max{sl(d̃), lv(d̃)}.
При доказательстве теоремы 3 в [10] получен следующий результат,

важный для сравнения классов T min
H (d̃) и T min

γ (d̃).

Лемма 3 [10]. Для любого дерева T ∈ T
d̃

с сокращённой степенной

n-последовательностью d̃ при n > 1 выполнено неравенство

|H(T )| > lv(d̃).

Также приведём подробное описание конструкции экстремального де-
рева из доказательства теоремы 3 (справедливость всех соотношений,
на которых основана данная конструкция, обоснована в [10]). Она ис-
пользуется для получения основных результатов настоящей работы.
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Конструкция [10]. Пусть дана сокращённая n-последовательность
d̃ = (d1, d2, . . . , dn), 2 6 d1 < n. Тогда дерево T̃min ∈ T

d̃
, для которого

γ(T̃min) = γmin(d̃) = r = max{sl(d̃), lv(d̃)},
может быть построено, например, следующим образом. Рассмотрим мно-
жество вершин V = {v1, . . . , vn}. Пусть

V2 = {vi ∈ V | i 6 n2}, V3 = {vi ∈ V | i > n− r}.
Построим такое дерево из класса T

d̃
с множеством нелистовых вершин V,

в котором множество V3 будет наименьшим доминирующим.

1. Пусть n2 > n − r. Заметим, что тогда все n − r первых членов
n-последовательности являются двойками и n − r 6 2(r − 1) (см. [10,
с. 71]). Соединим все n вершин в цепь в следующем порядке:

vn−r+1, v1, v2, vn−r+2, v3, v4, vn−r+3, . . . , vn−r, vn−r+⌈n−r
2

⌉+1, . . . , vn.

Тем самым в этой цепи между вершинами vn−r+i и vn−r+i+1 лежат ровно
две вершины v2i−1 и v2i для каждого 1 6 i 6 ⌈n−r

2 ⌉ − 1. При i = ⌈n−r
2 ⌉

между vn−r+i и vn−r+i+1 лежат вершины vn−r−1 и vn−r, когда n−r чётно,
и только одна вершина vn−r, когда n − r нечётно. Далее после верши-
ны vn−r+⌈n−r

2
⌉+1 идут все оставшиеся вершины в порядке возрастания

номеров вплоть до вершины vn.

Искомое дерево T̃min получим как расширение построенной цепи: при-
соединим к каждой вершине vi столько листьев, чтобы выполнялось
degT̃min

(vi) = di. Тогда все вершины vi (1 6 i 6 n − r) имеют степень 2

и по построению не соединены с листьями. С другой стороны, каждая
из этих вершин соединена с некоторой вершиной vj ∈ V3. В таком случае
множество V3 действительно доминирующее.

2. Пусть n2 < n− r, т. е. множество вершин с номерами n2+1, n2+2,
. . . , n− r непусто.

Соединим последовательно вершины vn2+1, vn2+2, . . . , vn−r так, чтобы
они образовывали простую цепь, и обозначим её через P. Далее будем по-
очерёдно, начиная с vn2+1, соединять вершины из P с вершинами из V2

так, чтобы каждая вершина из V2 соединялась не более чем с одной вер-
шиной в P и чтобы степень каждой вершины vi (n2 + 1 6 i 6 n − r)
в итоге не превзошла di − 1. Всего к вершинам из P мы присоединим

min

{
n−r∑

i=n2+1

(di − 3) + 2, n2

}
вершин из V2. Дополним степень каждой

вершины vi текущего дерева до di, присоединив к ним вершины из мно-
жества V3 так, что вершины V3 будут висячими в получившемся дереве T̃ .
Заметим, что в T̃ у каждой вершины vi при i 6 n− r будет сосед из V3,
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при этом незадействованных вершин из V3 будет ровно

n− 2−
n−r∑

i=1

(di − 1) > 0.

Как видно, вершин из V3 действительно хватает для построения T̃ .
Также из описания конструкции в [10] следует, что число оставшихся
вершин из V3 есть по крайней мере половина от оставшихся вершин из V2.
Это значит, что можно соединить все оставшиеся вершины в цепь так,
что один конец u этой цепи будет из V3, другой конец — из V2 (если оно
непусто), и в этой цепи не найдётся трёх подряд идущих вершин из V2.

Соединим конец цепи, отличный от u, с некоторым листом T̃ (в котором
все листья лежат в множестве V3) так, чтобы он был смежен с концом
цепи P.

В итоге в полученном дереве T ′ каждая вершина vi (1 6 i 6 n − r)
имеет степень di и при этом имеет хотя бы одного соседа из V3. Вершины
из V3 имеют степень не выше 2. Восстановим по усечённому дереву T ′

дерево T̃min ∈ T
d̃
, добавив к вершинам из V3 необходимое число листьев

(добиваемся равенства degT̃min
(vi) = di), очевидно, отличное от нуля. То-

гда V3 является доминирующим множеством размера r и, кроме того,
совпадает с H(T̃min). Тем самым искомое дерево T̃min построено.

Теперь рассмотрим операции по перестроению графа, применявшиеся
в [10] и используемые в настоящей работе.

Для произвольного графа G, в котором выбраны два непересекаю-
щихся по концам рёбра tu и vw, назовём Xtu

vw-операцией действие, за-
ключающееся в удалении рёбер tu и vw и проведении рёбер uv и tw.

Пусть в графе G выбраны вершины u, v, w, s, t (допустимо совпаде-
ние t и u, но не остальных) такие, что uv, vw, st ∈ E(G). Назовём Y st

uvw-

операцией действие, заключающееся в удалении из графа рёбер uv, vw, st
и добавлении рёбер uw, sv, vt.

В произвольном дереве T между любыми двумя вершинами существу-
ет единственный путь. Последовательность вершин v1, v2, . . . , vk будем
называть T -упорядоченной, если путь в T от вершины v1 к вершине vk
проходит через каждую из вершин vi (1 6 i 6 k), причём порядок их
следования такой же, как в последовательности (т. е. при 1 6 i < j 6 k
вершина vi встречается на пути раньше, чем vj).

Указанные X- и Y -операции позволяют преобразовать одно дерево
в другое с той же степенной последовательностью, если применять их
к определённым образом упорядоченным последовательностям вершин.

Лемма 4 [10]. Пусть T ∈ T
d̃
, а TX и T Y — графы, получающиеся из T

с помощью Xtu
vw- и Y pq

xyz-операций соответственно для T -упорядоченных
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последовательностей вершин (t, u, w, v) и (p, q, x, y, z). Тогда TX , T Y ∈ T
d̃

и при этом
∣∣γ(TX)− γ(T )

∣∣ 6 1,
∣∣γ(T Y )− γ(T )

∣∣ 6 1.

2. Основные результаты

2.1. Сравнение величин sl и lv. Поскольку именно наибольшей
из величин sl и lv определяется значение γmin, рассмотрим, как они со-
относятся между собой в зависимости от степенной последовательности.

Утверждение 1. Если d̃— сокращённая n-последовательность, при-

чём n > 1 и ⌊
n−1
2

⌋
∑

i=1

di <

õ
3n− 3

2

û
,

то sl(d̃) > lv(d̃).

Доказательство. Пусть lv > sl . По определению (1) величины sl
имеем

n−sl∑

i=1

(di + 1) 6 2n− 2.

Из определения (2) величины lv следует, что для sl < lv выполняется

n−sl∑

i=1

(di − 1) > n− 1.

Тогда

n− 1 + n− sl 6

n−sl∑

i=1

di 6 2n− 2− n+ sl,

откуда видно, что n + 1 6 2 sl . Возьмём ровно n − k слагаемых, где
k =

⌈
n+1
2

⌉
. Для такого числа слагаемых нарушается неравенство из опре-

деления lv . Получаем
⌊

n−1
2

⌋
∑

i=1

di > n+

õ
n− 1

2

û
− 1.

В итоге из того, что lv > sl, следует, что
⌊

n−1
2

⌋
∑

i=1

di >

õ
3n− 3

2

û
.
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Таким образом, если ⌊
n−1
2

⌋
∑

i=1

di <

õ
3n− 3

2

û
,

то sl > lv . Утверждение 1 доказано.

Утверждение 2. Если d̃— сокращённая n-последовательность, при-

чём n > 1 и ⌈
n+1
2

⌉
∑

i=1

di >

°
3n− 3

2

§
,

то lv(d̃) > sl(d̃).

Доказательство. Пусть sl > lv . По определению lv имеем
n−lv∑

i=1

(di − 1) 6 n− 2.

Из определения sl следует, что для lv < sl выполняется
n−lv∑

i=1

(di + 1) > 2n− 1.

Тогда

n+ lv−1 6

n−lv∑

i=1

di 6 2n− 2− lv,

откуда видно, что 2 lv 6 n− 1. Возьмём n− k слагаемых, где k =
⌊
n−1
2

⌋
.

Тогда для n−k =
⌈
n+1
2

⌉
первых степеней выполнено неравенство из опре-

деления lv: ⌈
n+1
2

⌉
∑

i=1

di 6 n+

°
n+ 1

2

§
− 2.

В итоге из того, что sl > lv, следует, что
⌈

n+1
2

⌉
∑

i=1

di 6

°
3n− 3

2

§
.

Таким образом, если ⌈
n+1
2

⌉
∑

i=1

di >

°
3n− 3

2

§
,

то lv > sl . Утверждение 2 доказано.
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Стоит отметить, что к любой сокращённой n-последовательности d̃

при n > 1 всегда применимо по крайней мере одно из утверждений 1 и 2.
Действительно, пусть к d̃ не применимо утверждение 1. Тогда выполня-
ется цепочка неравенств

õ
3n− 3

2

û
6

⌊
n−1
2

⌋
∑

i=1

di 6

⌈
n+1
2

⌉
∑

i=1

di − d⌈n+1
2

⌉ 6

⌈
n+1
2

⌉
∑

i=1

di − 2,

⌈
n+1
2

⌉
∑

i=1

di >

õ
3n− 3

2

û
+ 2 >

°
3n− 3

2

§
,

а значит, к d̃ применимо утверждение 2.
Таким образом, с учётом теоремы 3 может быть сформулирована

Теорема 4. Если для сокращённой n-последовательности d̃, n > 1,
выполнено неравенство

⌊
n−1
2

⌋
∑

i=1

di <

õ
3n− 3

2

û
,

то γmin(d̃) = sl(d̃), иначе γmin(d̃) = lv(d̃).

Неформально утверждения 1 и 2 и теорема 4 говорят о том, что если
в «первой половине» сокращённой n-последовательности d̃ значения её
членов «в среднем меньше 3» (т. е. в первой половине последовательности
относительно большое число «двоек» и не слишком много вершин «боль-
шой» степени), то γmin(d̃) = sl(d̃), иначе γmin(d̃) = lv(d̃). В частности,
из утверждения 2 следует, что если n > 1 и d1 > 3, то γmin(d̃) = lv(d̃).

Отметим также то, что к сокращённой n-последовательности d̃ ино-
гда могут быть применимы оба утверждения. Например, при n = 2 вы-

полняются сразу и неравенство

⌊
n−1
2

⌋
∑
i=1

di = 0 < 1 =
⌊
3n−3

2

⌋
, и неравен-

ство

⌈
n+1
2

⌉
∑
i=1

di = d1 + d2 > 4 > 2 =
⌈
3n−3
2

⌉
. В таких случаях получаем

γmin(d̃) = lv(d̃) = sl(d̃).

2.2. Соотношение классов T min
H (d̃) и T min

γ (d̃) при lv(d̃) > sl(d̃).

В данном случае оказывается, что неравенство lv(d̃) > sl(d̃) влечёт вклю-
чение как минимум одного класса в другой, что показывает
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Лемма 5. Если для сокращённой n-последовательности d̃ выполнено

lv(d̃) > sl(d̃), то

T min
γ (d̃) ⊆ T min

H (d̃).

Доказательство. В этом случае из теоремы 3 следует равенство
γmin = lv, а из леммы 3 получаем оценку |H |min > lv . С другой стороны,
согласно лемме 1 выполнено неравенство γmin > |H |min, а значит,

γmin = lv = |H |min.

Таким образом, для любого дерева T ∈ T min
γ (d̃) в силу всё той же

леммы 1 выполнено

lv = γ(T ) > |H(T )| > lv =⇒ |H(T )| = lv = |H |min,

откуда и получаем требуемое. Лемма 5 доказана.

Следующая теорема полностью отвечает на вопрос, в каких случаях
есть совпадение указанных классов, а в каких — строгое включение, при
условии, что lv(d̃) > sl(d̃).

Теорема 5. Пусть сокращённая n-последовательность d̃ такова, что

lv(d̃) > sl(d̃). Тогда

T min
γ (d̃)

®
= T min

H (d̃), если d1 > n− lv(d̃),

⊂ T min
H (d̃), если d1 < n− lv(d̃).

Доказательство. В силу леммы 5 имеем T min
γ (d̃) ⊆ T min

H (d̃). Зна-

чит, остаётся проверить существование дерева T ∈ T min
H (d̃) \ T min

γ (d̃).
При этом, как было показано при доказательстве леммы 5, для клас-
са T

d̃
выполняется равенство γmin = lv = |H |min.

Случай 1: d1 > n − lv . Рассмотрим дерево T ∈ T min
H (d̃). Для него

|H(T )| = lv . Поскольку в S(T ) ровно n− lv вершин и deg(v) > d1 > n− lv
для любой v ∈ S(T ), очевидно, что у вершины v есть хотя бы один со-
сед из H(T ). Следовательно, H(T ) является безлистным доминирующим
множеством. Тогда γ(T ) = |H(T )| = lv . Значит, T ∈ T min

γ (d̃). Таким об-

разом, установили включение T min
H (d̃) ⊆ T min

γ (d̃), а значит, и равенство

T min
H (d̃) = T min

γ (d̃).

Случай 2: d1 < n− lv . Покажем существование дерева T ∈ T min
H (d̃)\

T min
γ (d̃). Рассмотрим несколько подслучаев.

Случай 2.1: d1 < n− lv, n2 < n− lv . Возьмём дерево T̃ из конструк-
ции (2.).
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1. Пусть d1 > 3, вершины v1, v2, . . . , vn−lv образуют простую цепь
P = S(T̃ ), deg(v1) = d1, а v1 смежна с вершинами t1, t2, . . . , td1−1, опор-
ными в T̃ . Поскольку любая последовательность ti, v1, v2, . . . , vn−lv при
1 6 i 6 d1 − 1 T̃ -упорядоченная, по лемме 4 каждая из X

vi+1vi+2

v1ti
-опе-

раций даёт дерево Ti ∈ T
d̃

(эти операции проводим по порядку с оче-
редным получившимся деревом). В итоговом дереве T = Td1−1 имеем
NT (v1) = {v2, v3, . . . vd1+1} ⊆ S(T ). При этом |H(T )| = lv = |H |min,
но H(T ) не доминирующе, поскольку v1 ∈ S(T ) и данная вершина не име-
ет ни одного соседа среди H(T ). В итоге γ(T ) > |H(T )| = lv = γmin, т. е.
T /∈ T min

γ (d̃); искомое дерево найдено. На рис. 1 и 2 представлено постро-

ение дерева из класса T min
H (d̃) \ T min

γ (d̃) для частного случая (выделен-
ными являются рёбра, участвующие в операциях по перестроению).

v1 v2 v3 v4

t1 t2

Рис. 1. Пример дерева T̃ при d1 > 3

v1

v2
v3

v4

t1 t2

Рис. 2. Дерево T̃ после перестроения

2. Пусть d1 = 2. Всего в S(T̃ ) ровно n− lv > d1 +1 = 3 вершин. Тогда
по определению конструкции (2.) в T̃ есть проходная вершина u степени
degT̃ (u) = 2, смежная с t ∈ H(T̃ ) и с v ∈ P, и есть две отличные от u

смежные вершины v1, v2 (v2 может совпадать с v) из S(T̃ ) (либо две из P,

либо одна из P, а другая — некоторая проходная в T̃ из S(T̃ )). Не умаляя
общности, можно считать, что последовательность v1, v2, v, u, t T̃ -упоря-
доченная. Тогда по лемме 4 с помощью Y v1v2

vut -операции получим дерево
T ∈ T

d̃
. В нём |H(T )| = lv = |H |min, но H(T ) не будет доминирующим,

поскольку u ∈ S(T ) и данная вершина не имеет ни одного соседа среди
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H(T ). В итоге γ(T ) > |H(T )| = lv = γmin, т. е. T /∈ T min
γ (d̃); искомое

дерево найдено.

Случай 2.2: d1 < n − lv, n2 > n − lv . Из этих неравенств следует,
что n2 > 0, поэтому d1 = 2. Тогда n − lv > d1 = 2, а значит, выполнена
цепочка неравенств n2 > n − lv > 3. Рассмотрим дерево T̃ , построенное
согласно конструкции 1. По построению поддерево S(T̃ ) содержит ровно
n− lv > 3 вершин, причём все они проходные в T̃ . При этом из леммы 5
и её доказательства знаем, что |H(T̃ )| = |H |min = lv = γmin = γ(T̃ ),
т. е. наименьшее безлистное доминирующее множество в дереве является
в точности множеством опорных вершин.

Будем использовать обозначения, введённые при построении: проход-
ные вершины v1, v2 смежны и лежат между vn−lv+1 и vn−lv+2 ∈ H(T̃ ),

а проходная вершина v3 смежна с vn2+2 ∈ H(T̃ ) и некоторой вершиной v.

Понятно, что последовательность v1, v2, vn2+2, v3, v будет T̃ -упорядочен-
ной. Тогда по лемме 4 с помощью Y v1v2

vn−lv +2v3v
-операции получим дерево

T ∈ T
d̃
. Для него |H(T )| = |H(T̃ )| = |H |min, но H(T ) не доминирующее,

поскольку v3 ∈ S(T ) и данная вершина не имеет ни одного соседа среди
H(T ). В итоге γ(T ) > |H(T )| = lv = γmin, т. е. T ∈ T min

H (d̃) \ T min
γ (d̃).

Теорема 5 доказана.

Таким образом, вопрос о соотношении классов T min
H (d̃) и T min

γ (d̃) ре-

шён полностью в случае lv(d̃) > sl(d̃). Дальнейший интерес представляет
ситуация lv(d̃) < sl(d̃). Поскольку в указанном случае числом доминиро-
вания экстремальных деревьев будет число Слэйтера, не имеющее явной
связи с множеством опорных вершин (в отличие от величины lv), иссле-
дование такой ситуации требует новых подходов.
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ДЛЯ СЕМЕЙСТВ ОПТИМАЛЬНЫХ ЦИРКУЛЯНТНЫХ
СЕТЕЙ СТЕПЕНИ ЧЕТЫРЕ

О. Г. Монахов a , Э. А. Монахова b

Институт вычислительной математики и математической геофизики,
пр. Акад. Лаврентьева, 6, 630090 Новосибирск, Россия

E-mail: a monakhov@rav.sscc.ru, b emilia@rav.sscc.ru

Аннотация. В настоящей работе представлен новый подход к сов-
местному конструированию топологий оптимальных по диаметру
циркулянтных сетей C(N ; 1, s2) и реализуемых для них оптималь-
ных алгоритмов маршрутизации сложности O(1). Новые алгоритмы
маршрутизации основаны на использовании масштабируемых пара-
метров L-образных шаблонов в плотной укладке графов на плоско-
сти для семейств оптимальных сетей. Доказана масштабируемость
параметров L-образных шаблонов для множества семейств опти-
мальных сетей C(N ; 1, s2). Получены аналитические формулы за-
висимости этих параметров от диаметра графов, сокращающие вре-
мя настройки алгоритма маршрутизации на предварительном эта-
пе с O(logN) до O(1). Сравнение нового алгоритма маршрутизации
с известным в литературе оптимальным алгоритмом маршрутиза-
ции показывает его большую эффективность в среднем более чем
на 10% по затратам времени на маршрутизацию в семействах оп-
тимальных графов. Благодаря хорошей масштабируемости и про-
стоте маршрутизации оптимальные циркулянтные сети степени че-
тыре представляют интерес как эффективные и надёжные сети свя-
зи для сетей на кристалле, многопроцессорных суперкомпьютерных
систем, телекоммуникационных сетевых структур и нейронных се-
тей связи. Табл. 1, ил. 6, библиогр. 20.

Ключевые слова: неориентированная циркулянтная сеть, опти-
мальный алгоритм маршрутизации, семейство оптимальных цир-
кулянтов, диаметр, плотная укладка графов на плоскости.
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Введение

Структура циркулянтных сетей степени четыре [1–5] изучается в раз-
личных прикладных областях, а также в качестве топологии сетей связи
вычислительных и инфокоммуникационных систем, в том числе сетей
на кристалле, благодаря лучшим структурным свойствам циркулянтов
по сравнению с торами и двумерными решётками. Актуальность таких
сетей обусловлена свойствами симметричности, высокой связности и мас-
штабируемости, что позволяет применять их также в центрах коллек-
тивного пользования, беспроводных сенсорных и нейронных сетях [6–8].
Работы исследователей фокусируются в основном на разработке алго-
ритмов маршрутизации для циркулянтных сетей и оптимизации самой
структуры сети по структурным задержкам или другим значимым по-
казателям сетей.

Циркулянтная сеть степени четыре представляет собой неориенти-
рованный граф C(N ; s1, s2), 1 6 s1 < s2 < N/2, с множеством вер-
шин V = ZN = {0, 1, . . . , N − 1}, в котором каждая вершина i связа-
на с вершинами (i ± s1) mod N и (i ± s2) mod N. Числа s1, s2 — длины
хорд (или образующие) графа, N — его порядок. Граф C(N ; s1, s2) свя-
зен, если НОД(N, s1, s2) = 1. На рис. 1 изображена циркулянтная сеть
C(10; 1, 4).
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Рис. 1. Циркулянтная сеть C(10; 1, 4)

Диаметр графа — длина максимального кратчайшего пути на множе-
стве всевозможных пар вершин, среднее расстояние — математическое
ожидание всех длин кратчайших путей между парами вершин. Опти-
мальным называется циркулянтный граф C(N ; s1, s2) с минимально воз-
можным диаметром (и/или средним расстоянием) для заданного N. Ми-
нимизация диаметра при фиксированных порядке и степени графа опти-
мизирует такие характеристики топологии сети связи, как надёжность
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связи при отказах элементов, структурные задержки при передаче дан-
ных, скорость коммуникаций [3, 9]. В виду этого одна из фундаменталь-
ных проблем синтеза оптимальных топологий в различных классах ре-
гулярных графов состоит в поиске графов с минимальным диаметром
(средним расстоянием) при заданных степени и числе вершин [1, 2, 10].
Для класса циркулянтных сетей C(N ; 1, s2) авторами представлен в Ин-
тернете [11] датасет всех оптимальных графов до 50 000 вершин, а также
их аналитически описываемые семейства, которые будут представлять
объект исследования в настоящей работе.

Другая актуальная проблема при использовании циркулянтов в ка-
честве сетей связи инфокоммуникационных систем состоит в разработ-
ке эффективных алгоритмов маршрутизации для передачи сообщений
между парами узлов (вершин). Алгоритм маршрутизации называется
оптимальным, если передача сообщений происходит вдоль кратчайших
путей из источника в приёмник. В литературе известно большое число
алгоритмов маршрутизации для циркулянтов степени четыре с разными
оценками сложности (см. обзор в [4]).

Рассмотрим алгоритмы, не требующие таблиц маршрутизации (что
является преимуществом для сетей на кристалле) и имеющие констант-
ную оценку времени вычисления маршрута из источника в приёмник.
Среди них есть алгоритмы аналитического вида [4, 5, 12, 13] (для специ-
альных семейств оптимальных циркулянтов) и алгоритмы с предвари-
тельной подготовкой топологических параметров сети для выполнения
маршрутизации [14, 15]. К числу последних, как наиболее эффектив-
ный из них, относится алгоритм, предложенный в [14], где рассмотрен
оптимальный алгоритм маршрутизации константного времени для цир-
кулянтов вида C(N ; s1, s2).

Указанный алгоритм основан на применении параметров a, b, p, q
(рис. 2а) для L-образных шаблонов (L-shapes, L-shaped tiles [16, 17]), за-
дающих плотную укладку графа C(N ; s1, s2) на плоскости Z2. На рис. 2б

a

b
p

q

a = 4

b = 3

p = 2
q = 1

0

4

8

1

5

9

2

6

3

7

a = 4

b = 3

p = 0, q = 1

0

4

8

1

5

9

2

6

10

3

7

11

а б в

Рис. 2. Параметры L-образных шаблонов для циркулянтов C(N ; 1, s2)
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Рис. 3. Плотная укладка на плоскости L-образного шаблона
для графа C(10; 1, 4)

и рис. 3 показано представление и укладка на плоскости циркулянтного
графа C(10; 1, 4) в виде L-образного шаблона.

Для алгоритма из [14] требуется предварительно определить парамет-
ры a, b, p, q и найти решение (x, y) сравнения s1x + s2y ≡ 1 (mod N).
Указанные параметры находятся при помощи алгоритма со сложностью
порядка O(N) [18] или O(logN) [16], что затратно при расчётах в сетях
с большим числом узлов N > 105.

В настоящей работе для семейств оптимальных сетей C(N ; 1, s2) пред-
ложен алгоритм получения аналитических формул, определяющих па-
раметры a, b, p, q L-образных шаблонов, со сложностью O(1) в отличие
от существующего алгоритма сложности O(logN). Доказана аналити-
чески задаваемая масштабируемость указанных параметров L-образных
шаблонов для семейств оптимальных сетей C(N ; 1, s2). Представлен так-
же новый оптимальный алгоритм маршрутизации со сложностью поряд-
ка O(1) для семейств оптимальных сетей C(N ; 1, s2). Проведено срав-
нение нового алгоритма маршрутизации с алгоритмом из [14] для раз-
личных семейств оптимальных сетей, взятых из датасета оптимальных
циркулянтов степени четыре [19], и показана эффективность нового ал-
горитма.

1. Плотная укладка циркулянтов на плоскости Z2

В работах [16–18] описан алгоритм укладки ориентированных цирку-
лянтов C(N ; s1, s2) на плоскости в виде L-образных шаблонов. В [17] до-
казано, что произвольный L-образный шаблон образует плотную уклад-
ку на плоскости, и получена следующая базовая система сравнений для
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расположения нулей (вершин с номером 0) на плоскости:

as1 − qs2 ≡ 0 (mod N),

−ps1 + bs2 ≡ 0 (mod N).
(1)

Сравнения (1) выполняются также для неориентированных циркулянтов
C(N ; s1, s2), представленных в виде L-образных шаблонов, в том числе
и прямоугольных (рис. 2в), при этом N = ab−pq. Согласно [17], если име-
ется несколько L-образных шаблонов размера N для заданной позиции
нулевых вершин на плоскости, то они все могут быть получены с од-
ними и теми же образующими s1 и s2. Рассмотрим в качестве объекта
исследования элементы множества аналитически задаваемых семейств
оптимальных двухконтурных циркулянтов [19, 20].

Отметим, во-первых, что по построению каждое такое семейство со-
стоит из оптимальных графов, т. е. графов с минимально возможным
диаметром (и в большинстве случаев минимальным средним расстоя-
нием) для заданного порядка графа. Минимально возможный диаметр
оптимального графа с N вершинами равен ⌈(−1 +

√
2N − 1)/2⌉ [2].

Во-вторых, члены семейства описаны полиномами от диаметра d, где
порядок графов N — квадратичная функция, а образующие s2 — линей-
ные или квадратичные функции от d. Члены семейства существуют при

d = dm + kP, k > 0, (2)

где dm — минимальный диаметр, при котором член семейства является
оптимальным графом, P = const ∈ N— период появления (повторения)
членов семейства.

В-третьих, авторами получен и представлен в Интернете [11] в от-
крытом доступе датасет семейств оптимальных графов C(N(d); 1, s2(d)).
В данный момент в датасете представлено более 2000 оптимальных се-
мейств, и число их будет постепенно пополняться. Область возможных
значений диаметров (2) для членов оптимального семейства либо ограни-
чена рамками датасета d 6 158, либо при доказательстве бесконечности
семейства (см. [20]) параметр k в (2) может расти неограниченно.

В следующем разделе покажем, что при плотной укладке на плоско-
сти Z2 члены оптимального семейства могут образовывать масштабиру-
емую последовательность L-образных шаблонов, что даёт возможность
выразить параметры a, b, p, q в виде линейных полиномов от диаметра.

2. Масштабируемость параметров L-образных шаблонов

для семейств оптимальных циркулянтов

Пусть задано семейство оптимальных аналитически задаваемых цир-
кулянтов C(N(d); 1, s2(d)), где d > dm, P ∈ N. Вычислим значения поли-
номов N(d), s2(d) при d1 = dm и d2 = d1 + P для двух последовальных
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членов семейства C(N(d1); 1, s2(d1)) и C(N(d2); 1, s2(d2)). Применим ал-
горитм из [18] или [16] для расчёта параметров a, b, p, q найденных чле-
нов семейства. Пусть это будут значения a(d1), b(d1), p(d1), q(d1) и a(d2),
b(d2), p(d2), q(d2). После этого получим значения приращения искомых
параметров для двух последовательных членов семейства:

∆a = a(d2)− a(d1), ∆b = b(d2)− b(d1),

∆p = p(d2)− p(d1), ∆q = q(d2)− q(d1).
(3)

При выполнении условий

∆a > 0, ∆b > 0, ∆p > 0, ∆q > 0

определим параметры L-образного шаблона для k-го члена семейства
следующим образом:

a(d) = a(d1) + k∆a, b(d) = b(d1) + k∆b,

p(d) = p(d1) + k∆p, q(d) = q(d1) + k∆q.

Подставляя значение k = (d− d1)/P, получим линейного вида формулы
от диаметра для всех искомых параметров:

a(d) = (∆a/P )d + a(d1)− (∆a/P )d1,

b(d) = (∆b/P )d+ b(d1)− (∆b/P )d1,

p(d) = (∆p/P )d+ p(d1)− (∆p/P )d1,

q(d) = (∆q/P )d+ q(d1)− (∆q/P )d1.

(4)

Справедливость формул (4) для определения параметров a(d), b(d),
p(d), q(d) L-образных шаблонов семейств оптимальных циркулянтных
сетей вида C(N(d); 1, s2(d)) основана на следующем предположении: зна-
чения (3) приращения параметров ∆a, ∆b, ∆p, ∆q, полученные для двух
последовательных членов семейства, сохраняются на всём диапазоне су-
ществования заданного семейства оптимальных циркулянтных графов
C(N(d); 1, s2(d)), где d удовлетворяет условию (2).

Продемонстрируем справедливость этого утверждения при помощи
теоретического обоснования для ряда конкретных семейств.

Лемма 1. Параметры L-образных шаблонов для семейства опти-

мальных циркулянтов C(2d2 + 2d+ 1; 1, 2d + 1), где d > 1, P = 1, равны

a(d) = 2d+ 1, b(d) = d+ 1, p(d) = d, q(d) = 1.

Доказательство. Пусть d1 = 3, d2 = 4. Тогда

N(d1) = 25, s2(d1) = 7, N(d2) = 41, s2(d2) = 9.

Применение алгоритма из [16] (или [18]) для двух последовательных чле-
нов семейства даёт равенства

a(d1) = 7, b(d1) = 4, p(d1) = 3, q(d1) = 1,
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a(d2) = 9, b(d2) = 5, p(d2) = 4, q(d2) = 1.

Тогда ∆a = 2, ∆b = 1, ∆p = 1, ∆q = 0. Отсюда в силу (4) имеем

a(d) = 2d+ 1, b(d) = d+ 1, p(d) = d, q(d) = 1.

Покажем, что базовая система сравнений (1) для расположения нулевых
вершин на плоскости выполняется для полученных функций при любом
d > 1:

(2d+ 1)− (2d+ 1) = 0 ≡ 0 (mod N),

−d+ (d+ 1)(2d + 1) = 2d2 + 2d+ 1 ≡ N (mod N).

Лемма 1 доказана.

Данное семейство относится к экстремальным циркулянтам (см. [2]) —
оптимальным графам степени четыре с максимально возможным поряд-
ком при любом диаметре. На рис. 4 изображены L-образные шаблоны
для трёх графов семейства —C(13; 1, 5), C(25; 1, 7), C(41; 1, 9) с диамет-
рами d = 2, 3, 4 соответственно, демонстрирующие масштабируемость па-
раметров a, b, p, q.

d = 2

0

0 1 . . .

5 . . .

d = 3

0

0 1 . . .

7 . . .

d = 4

0

0 1 . . .

9 . . .

Рис. 4. Масштабируемость параметров L-образных шаблонов
для графов экстремального семейства из леммы 1

Лемма 2. Параметры L-образных шаблонов для семейства опти-

мальных циркулянтов C(2d2 + 2d− 7; 1, 2d + 5), где d > 5, P = 2, равны

a(d) = d+ 2, b(d) = 3d− 4, p(d) = d+ 1, q(d) = d− 1.

Доказательство. Пусть d1 = 5, d2 = 7. Применив алгоритм из [16],
имеем ∆a = 9− 7 = 2, ∆b = 17− 11 = 6, ∆p = 8− 6 = 2, ∆q = 6− 4 = 2.
В силу (4) получаем a(d) = d+2, b(d) = 3d− 4, p(d) = d+1, q(d) = d− 1.
Проверка выполнения (1) даёт при любом нечётном d > 5 равенства

(d+ 2)− (d− 1)(2d + 5) = −2d2 − 2d+ 7 = −N,

−(d+ 1) + (3d− 4)(2d + 5) = 6d2 + 6d− 21 = 3N.

Лемма 2 доказана.
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Лемма 3. Параметры L-образных шаблонов для семейства опти-

мальных циркулянтов C(2d2 − 3; 1, 4d − 5), где d > 4, P = 2, равны

a(d) = (3/2)d − 2, b(d) = (3/2)d + 2, p(d) = d/2− 1, q(d) = d/2 + 1.

Доказательство. Пусть d1 = 4, d2 = 6. После применения алгорит-
ма из [16] имеем ∆a = 7 − 4 = 3, ∆b = 11 − 8 = 3, ∆p = 2 − 1 = 1,
∆q = 4− 3 = 1. В силу (4) получаем a(d) = (3/2)d − 2, b(d) = (3/2)d + 2,
p(d) = d/2− 1, q(d) = d/2 + 1. Проверка выполнения (1) даёт при любом
чётном d > 4 равенства

(3d/2 − 2)− (d/2 + 1)(4d − 5) = −2d2 + 3 = −N,

−(d/2 − 1) + (3d/2 + 2)(4d − 5) = 6d2 − 9 = 3N.

Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Параметры L-образных шаблонов для семейства опти-

мальных циркулянтов C(2d2 − 2; 1, d2 − d − 2), где d > 5, P = 2, равны

a(d) = d+ 1, b(d) = 2d− 2, p(d) = 0, q(d) = d− 2.

Доказательство. Пусть d1 = 5, d2 = 7. Применив алгоритм из [16],
имеем ∆a = 8−6 = 2, ∆b = 12−8 = 4, ∆p = 0, ∆q = 5−3 = 2. В силу (4)
a(d) = d+1, b(d) = 2d−2, p(d) = 0, q(d) = d−2. Проверка выполнения (1)
даёт при любом нечётном d > 5 равенства

(d+ 1)− (d− 2)(d2 − d− 2) = −d3 + 3d2 + d− 3 = N(3− d)/2,

−0 + (2d− 2)(d2 − d− 2) = 2d3 − 4d2 − 2d+ 4 = (d− 2)N.

Лемма 4 доказана.

Параметр p(d) = 0 соответствует семейству с прямоугольным типом
L-образного шаблона. Как показано в [16], прямоугольный тип L-образ-
ных шаблонов имеет место, если bs2 ≡ 0 (mod N).

Лемма 5. Параметры L-образных шаблонов для семейства опти-

мальных циркулянтов C(2d2; 1, d2 − 2d + 1), где d > 7, P = 4, равны

a(d) = (3d− 1)/2, b(d) = (3d+ 1)/2, p(d) = (d+ 1)/2, q(d) = (d− 1)/2.

Доказательство. Пусть d1 = 7, d2 = 11. Применив алгоритм из [16],
имеем ∆a = 16−10 = 6, ∆b = 17−11 = 6, ∆p = 6−4 = 2, ∆q = 5−3 = 2.
В силу (4) получаем a(d) = (3/2)d − 2, b(d) = (3/2)d + 2, p(d) = d/2 − 1,
q(d) = d/2 + 1. Проверка выполнения (1) даёт при любом d = 3 + 4k,
k > 1, равенства

(3d− 1)/2 − ((d− 1)/2)(d2 − 2d+ 1) = −kN, k = (d− 3)/4,

−(d+ 1)/2 + ((3d+ 1)/2)(d2 − 2d+ 1) = (3k + 1)N, k = (d− 3)/4.

Лемма 5 доказана.
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Отметим, что данное семейство исследовалось в [13], где для него
был разработан аналитический алгоритм маршрутизации, использую-
щий при определении кратчайших путей семь соседних нулей на плос-
кости. Как будет показано далее, при маршрутизации в графах данного
семейства можно ограничиться пятью нулями, что уменьшит время ра-
боты алгоритма.

Запись структуры семейства циркулянтов вместе c данными, необхо-
димыми для маршрутизации, представлены в датасете и в табл. 1, где
показаны описания семейств из рассмотренных выше лемм. В табл. 1
использованы обозначения: (c2, c1, c0) = c2d

2 + c1d+ c0 — коэффициенты
при степенях d для задания N и s2, (c1, c0) = c1d + c0 — коэффициенты
для задания a, b, p, q; а также параметры dm и P.

Таблица 1

Задание семейств циркулянтов

с параметрами для маршрутизации

N s2 a b p q
dm P

c2, c1, c0 c2, c1, c0 c1, c0 c1, c0 c1, c0 c1, c0
2, 2, 1 0, 2, 1 2, 1 1, 1 1, 0 0, 1 1 1

2, 2,−7 0, 2, 5 1, 2 3,−4 1, 1 1,−1 5 2

2, 0,−3 0, 4,−5 3/2,−2 3/2, 2 1/2,−1 1/2, 1 4 2

2, 0,−2 1,−1,−2 1, 1 2,−2 0, 0 1,−2 5 2

2, 0, 0 1,−2, 1 3/2,−1/2 3/2, 1/2 1/2, 1/2 1/2,−1/2 7 4

С помощью системы Wolfram Mathematica есть возможность проверки
выполнения сравнений (1) для оптимальных семейств из датасета, у ко-
торых параметры N, s2, a, b, p, q представимы в виде полиномов от диа-
метра. После такой проверки, проведённой на всём множестве оптималь-
ных семейств из датасета (общим числом свыше 2000 семейств), осталось
1791 семейств, параметры L-образных шаблонов которых удовлетворяют
системе сравнений (1) для диаметров из соответствующих областей суще-
ствования семейств. Таким образом, для всех этих семейств наблюдает-
ся масштабируемость параметров L-образных шаблонов при увеличения
диаметра. Все оптимальные семейства, прошедшие проверку на выпол-
нение (1), даны в соответствующем разделе датасета. Ниже приведён
фрагмент множества таких семейств, существующих для любого диа-
метра d > dm, для которых соответственно P = 1. Для представленных
семейств список содержит значения dm, P = 1, полиномы для N и s2,
коэффициенты при степенях d для параметров a, b, p, q.

Фрагмент датасета оптимальных семейств с аналитическим описани-
ем и масштабируемыми параметрами L-образных шаблонов в формате
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{dm, P, {N, s2}, {{a1, a0}, {b1, b0}, {p1, p0}, {q1, q0}}}:
{3, 1, {2d2 ,−1 + 2d}, {{2,−1}, {1, 1}, {1,−1}, {0, 1}}},
{3, 1, {2d2, 1 + 2d}, {{1, 0}, {3,−1}, {1,−1}, {1, 0}}},

{8, 1, {−13 + 2d2,−5 + 2d}, {{2,−5}, {1, 3}, {1,−2}, {0, 1}}},
{8, 1, {−13 + 2d2, 5 + 2d}, {{1, 3}, {2,−5}, {0, 1}, {1,−2}}},
{7, 1, {−12 + 2d2,−5 + 2d}, {{2,−5}, {1, 3}, {1,−3}, {0, 1}}},
{7, 1, {−12 + 2d2, 5 + 2d}, {{1, 2}, {3,−7}, {1, 1}, {1,−2}}},
{7, 1, {−11 + 2d2,−5 + 2d}, {{2,−5}, {1, 3}, {1,−4}, {0, 1}}},
{7, 1, {−11 + 2d2, 5 + 2d}, {{1, 1}, {3,−7}, {1,−2}, {1,−2}}},
{4, 1, {−5 + 2d2,−3 + 2d}, {{2,−3}, {1, 2}, {1,−1}, {0, 1}}},
{4, 1, {−5 + 2d2, 3 + 2d}, {{1, 2}, {2,−3}, {0, 1}, {1,−1}}},
{4, 1, {−4 + 2d2,−3 + 2d}, {{2,−3}, {1, 2}, {1,−2}, {0, 1}}},
{3, 1, {1 + 2d2,−1 + 2d}, {{2,−1}, {1, 1}, {1,−2}, {0, 1}}},
{3, 1, {1 + 2d2, 1 + 2d}, {{2, 1}, {1, 0}, {1,−1}, {0, 1}}},

{3, 1, {2 − 2d+ 2d2,−1 + 2d}, {{2,−1}, {1, 0}, {1,−2}, {0, 1}}},
{3, 1, {3 − 2d+ 2d2,−1 + 2d}, {{2,−1}, {1, 0}, {1,−3}, {0, 1}}},
{11, 1, {−9 − d+ 2d2, 4 + 2d}, {{1, 1}, {3,−7}, {1,−1}, {1,−2}}},
{10, 1, {−8 − d+ 2d2, 4 + 2d}, {{1, 0}, {3,−7}, {1,−4}, {1,−2}}},
{9, 1, {−31 + 2d+ 2d2, 9 + 2d}, {{1, 4}, {3,−10}, {1, 3}, {1,−3}}},
{5, 1, {−17 + 2d+ 2d2,−5 + 2d}, {{2,−5}, {1, 4}, {1,−3}, {0, 1}}},
{5, 1, {−17 + 2d+ 2d2, 7 + 2d}, {{1, 3}, {3,−7}, {1, 2}, {1,−2}}},
{4, 1, {−7 + 2d+ 2d2,−3 + 2d}, {{2,−3}, {1, 3}, {1,−2}, {0, 1}}},
{4, 1, {−7 + 2d+ 2d2, 5 + 2d}, {{1, 2}, {3,−4}, {1, 1}, {1,−1}}},
{3, 1, {−1 + 2d+ 2d2,−1 + 2d}, {{2,−1}, {1, 2}, {1,−1}, {0, 1}}},
{3, 1, {−1 + 2d+ 2d2, 3 + 2d}, {{1, 1}, {3,−1}, {1, 0}, {1, 0}}},
{2, 1, {1 + 2d+ 2d2, 1 + 2d}, {{2, 1}, {1, 1}, {1, 0}, {0, 1}}}.

Таким образом, определив при малых значениях d1 = dm и d2 = d1+P
значения a, b, p, q по алгоритму [16], получаем формулы (4) для них,
справедливые при любых возможных диаметрах d для графов оптималь-
ных семейств. По найденным формулам можно теперь аналитически
определить искомые параметры для больших значений N, тем самым
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сократив сложность решения проблемы определения параметров L-об-
разных шаблонов до O(1).

3. Описание алгоритма маршрутизации

В силу симметрии циркулянтов кратчайший путь из вершины i в вер-
шину j равен кратчайшему пути из 0 в вершину (j − i) mod N, поэтому
при поиске кратчайших путей между двумя вершинами достаточно ре-
шить задачу поиска кратчайших путей из 0 во все вершины циркулянта.
Отметим, что алгоритмы маршрутизации из [9, 12–15] используют поиск
кратчайших путей в циркулянтном графе путём минимизации длин пу-
тей «источник — приёмник» через применение координат пяти, семи или
девяти соседних нулей в плотной укладке графа на плоскости и опреде-
лении кратчайшего пути к вершине как минимума расстояния от этих
нулей к заданной вершине. Основная проблема состоит в определении
координат используемых в алгоритме соседних нулей. Пусть это будут
нули (0, 0), (u, v), (−a0, b0), (−u,−v) и (a0,−b0).

Ниже приведён текст алгоритма маршрутизации (алгоритм 1). За-
пись типа a1 + b1[s2] означает, что путь из 0 в вершину i содержит a1
шагов по образующей s1 = 1 плюс b1 шагов по образующей s2. Знаки a1
и b1 определяют направление движения по образующей (+) или против
образующей (−).

Алгоритм 1. Вычисление кратчайшего пути из вершины 0 в любую
другую вершину графа семейства

Вход: параметры N, s2, a, b, p, q, u = a− p, v = b− q, номер вершины-
приёмника i ∈ {1, 2, . . . , N − 1}.

Выход: кратчайший путь P ′ из вершины 0 в вершину i.
1: if u > v then a0 := p, b0 := b;
2: else a0 := a, b0 := q;

3: (a1, b1) := (i, 0) − round
Å

1
N (i, 0)

Å
b0 −v
a0 u

ããÅ
u v

−a0 b0

ã
;

4: P1 = a1 + b1[s2], P2 = a1 − u+ (b1 − v)[s2], P3 = a1 + a0 + (b1 − b0)[s2],
P4 = a1 + u+ (b1 + v)[s2], P5 = a1 − a0 + (b1 + b0)[s2];

5: return P ′ = min{P1, P2, P3, P4, P5};

Предварительный этап настройки алгоритма 1 для графов оптималь-
ного семейства C(N(d); 1, s2(d)), где d удовлетворяет (2), заключается
в следующем: по формулам (4) определяются параметры a(d), b(d), p(d),
q(d) L-образного шаблона для графов семейства. Решением сравнения
x + s2(d)y ≡ 1 (mod N) в этом случае будет пара (x, y) = (1, 0). Этот
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предварительный этап делается только один раз после формирования
топологии системы в виде графа C(N ; 1, s2).

Таким образом, при использовании семейств оптимальных циркулян-
тов C(N ; 1, s2) в качестве подсистемы связей сетей на кристалле вклю-
чение в описание семейства четырёх заранее определённых параметров
L-образного шаблона создаёт основу для конструирования масштабиру-
емых по числу элементов больших многоуровневых систем с унификаци-
ей по диаметру эффективных алгоритмов маршрутизации константной
сложности.

4. Экспериментальные результаты

Предложенный алгоритм маршрутизации (расчёта кратчайшего пути
из источника сообщения в его приёмник) реализован в системе Wolfram
Mathematica и проверен сравнением с алгоритмом Дейкстры на множе-
стве оптимальных циркулянтов вида C(N ; 1, s2), 1 < s2 < N/2, 6 6

N 6 500, при этом образующая s2 пробегает все возможные оптималь-
ные значения для данного N из полученного датасета. В силу симмет-
рии циркулянтов в качестве источников сообщений взяты нулевые вер-
шины графов. В качестве приёмников рассмотрены все вершины i ∈

T × 10
–5

Рис. 5. Время работы алгоритмов маршрутизации
на графах семейства из леммы 1
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T × 10
–6

Рис. 6. Время работы алгоритмов маршрутизации
на графах семейства из леммы 3

{1, 2, . . . , N − 1}. Проверена работа алгоритма маршрутизации для всех
оптимальных семейств из датасета.

Для графов оптимальных семейств из лемм 1–5 проведено сравнение
работы нового алгоритма маршрутизации с алгоритмом из [14].

На рис. 5 и 6 показаны средние оценки времени T (в секундах) ра-
боты алгоритма 1 и алгоритма из [14], полученные для двух различ-
ных семейств оптимальных графов. Здесь d— диаметр графов, источник
сообщений — нулевая вершина, приёмники — все вершины графа. Точки
на графиках обозначены кружками (алгоритм 1) и квадратами (алго-
ритм [14]). Отметим, что новый алгоритм маршрутизации даёт затраты
времени для расчёта кратчайших путей лучшие, чем у алгоритма из [14],
в среднем от 10 до 50 процентов за счёт меньшего числа операций на ша-
гах 1–2 алгоритма. Кроме того, он может работать на всех семействах
оптимальных двумерных циркулянтов вида C(N ; 1, s2) в отличие от ал-
горитмов из [9, 12, 13], реализованных для отдельных семейств опти-
мальных графов.

Заключение

В настоящей работе предложен комплексный подход к кодизайну то-
пологий и алгоритмов маршрутизации для множества семейств опти-
мальных по диаметру неориентированных циркулянтных сетей степени
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четыре. Получен новый эффективный алгоритм вычисления кратчай-
ших путей в оптимальных циркулянтах степени четыре, который явля-
ется модификацией алгоритма маршрутизации константной временной
сложности, предложенного в [14], но в отличие от последнего использует
меньшее число операций при расчёте кратчайшего пути. Кроме того,
найденные аналитические формулы для расчёта масштабируемых па-
раметров L-образных шаблонов для графов оптимальных семейств со-
кращают время предварительной настройки алгоритма маршрутизации
с O(logN) до O(1). По сравнению с рядом других алгоритмов поиска
кратчайших путей, использующих плотную укладку графов на плос-
кости, данный алгоритм использует минимально возможное количество
(пять) соседних нулей и меньшее число операций для расчёта минималь-
ного пути из источника в приёмник. Проведённое сравнение с алгорит-
мом маршрутизации из [14], показало эффективность нового алгоритма
от 10 до 50 процентов в зависимости от топологии семейств. В дальней-
шем представляет интерес моделирование полученного алгоритма марш-
рутизации и его прототипирование для подсистем связи в сетях на кри-
сталле.
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A SCALABLE APPROACH TO CO-DESIGN OF TOPOLOGIES
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DEGREE-FOUR CIRCULANT NETWORKS

O. G. Monakhov a and E. A. Monakhova b

Institute of Computational Mathematics and Mathematical Geophysics,
6 Acad. Lavrentyev Avenue, 630090 Novosibirsk, Russia

E-mail: a monakhov@rav.sscc.ru, b emilia@rav.sscc.ru

Abstract. This paper presents a new approach to the joint construc-
tion of topologies for diameter-optimal circulant networks C(N ; 1, s2)
and optimal routing algorithms of complexity O(1) implemented for
them. New routing algorithms are based on the use of scalable param-
eters of L-shaped patterns in a dense packing of graphs on the plane
for families of optimal networks. The scalability of the parameters of
L-shaped patterns for a set of families of optimal networks C(N ; 1, s2)
is shown. We obtain analytical formulas for the dependence of these
parameters on the graph diameter, reducing the time for setting up
the routing algorithm at the preliminary stage from O(logN) to O(1).
A comparison of the new routing algorithm with the optimal one known
in the literature demonstrates its greater efficiency, on average, by more
than 10% in terms of routing time in families of optimal graphs. Due to
their good scalability and ease of routing, optimal degree-four circulant
networks are of interest as efficient and reliable communication networks
for networks-on-chip, multiprocessor supercomputer systems, telecom-
munications network structures, and neural communication networks.
Tab. 1, illustr. 6, bibliogr. 20.

Keywords: undirected circulant network, optimal routing algorithm,
family of optimal circulant networks, diameter, dense packing of graphs
on a plane.
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ОБ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ПО ЧИСЛУ ОТКРЫТЫХ
ТРЕУГОЛЬНИКОВ ГРАФАХ С МАЛЫМ ЧИСЛОМ РЁБЕР
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Аннотация. Открытым треугольником (ОТ) в неориентированном
графе называется индуцированный подграф из трёх вершин ровно
с двумя рёбрами. Рассматривается класс графов, в котором числа
вершин и рёбер отличаются на фиксированную константу c. Полу-
чена полная характеризация экстремальных по числу ОТ графов
в таком классе с не менее чем c+7 вершинами. Ил. 1, библиогр. 12.

Ключевые слова: открытый треугольник, индуцированный под-
граф, разреженный граф.

Введение

Задача подсчёта в ориентированном графе числа различных ориенти-
рованных трёхвершинных подграфов (так называемый триадный пере-
чень) возникает в социологии при анализе сбалансированности социаль-
ной сети, а также её однородности, транзитивности и склонности к кла-
стеризации [1–3]. Это обуславливает интерес к более общей задаче под-
счёта количества заданных порождённых подграфов в графе [5–7] как
в ориентированном, так и в неориентированном случае. В частности,
важно находить графы с наибольшим числом тех или иных подграфов.
Такие графы будем называть экстремальными.

Для неориентированного графа минимальными по числу вершин не-
тривиальными подграфами являются трёхвершинные подграфы с одним
или двумя рёбрами. Первые оценки на число таких подграфов в n-вер-
шинном графе были получены в работах [8, 9]. Поскольку трёхвершин-
ные подграфы с 1 и 2 рёбрами являются дополнениями друг друга, за-
дачи поиска экстремальных графов для этих подграфов эквивалентны,
поэтому достаточно рассматривать только случай двух рёбер. Для этого
случая в [10] доказана единственность экстремального графа G при фик-
сированном числе вершин n, а именно G = K⌊n

2
⌋,⌈n

2
⌉. В той же работе [10]
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поставлена задача поиска экстремальных графов с фиксированным чис-
лом вершин n и рёбер m. Нетрудно заметить, что при m < n единствен-
ным таким графом является G = K1,m ∪ (n−m− 1)K1. В [11] получена
полная характеризация экстремальных графов при n = m. Оказалось,
что за исключением случая n = m = 6 экстремальный граф всегда един-
ственный. В частности, при n > 7 он получается добавлением одного
ребра к звезде K1,n−1. В работе [12] последний результат обобщён для
m = n+ c, а именно доказано, что при n > 4c+ 7 единственный экстре-
мальный граф получается добавлением всесмежной вершины к графу
(n− c− 3)K1 ∪K1,c+1.

В настоящей статье устанавливается структура экстремальных гра-
фов для случая m = n + c при n > c + 7. Во-первых, показано, что
граф из [12] единственный экстремальный при n > 3c + 7, и тем самым
получен ответ на вопрос, сформулированный там же в [12]. Во-вторых,
описывается новый граф, который является единственным экстремаль-
ным при c+7 6 n 6 3n+5. При n = 3n+6 оба эти графа экстремальны.
Хотя ход доказательства экстремальности этих графов следует той же
канве, что и в [12], усиление результата потребовало разработки новых
инструментов, которые представляют интерес сами по себе и могут быть
полезны и для дальнейших исследований.

В разд. 1 доказывается ряд вспомогательных результатов, включая
ключевую теорему 1, которая интересна и сама по себе. В разд. 2 дока-
зывается основной результат работы, а именно описывается структура
экстремальных графов при n > c + 7. В заключении даются некоторые
комментарии к работе.

1. Вспомогательные результаты

В этом разделе будет доказан ряд вспомогательных утверждений,
в том числе теорема, играющая ключевую роль при выводе основного
результата.

Открытым треугольником (ОТ) в неориентированном графе назы-
вается индуцированный подграф из трёх вершин и двух рёбер, т. е. путь
длины 2, соединяющий две несмежные вершины. Центром ОТ назовём
вершину, имеющую в нём степень 2. Для целых чисел a 6 b под интерва-

лом будем понимать множество [a, b] = {a, a + 1, . . . , b}. Для произволь-
ной вершины v через N(v) обозначим множество её соседей и положим
N [v] = N(v) ∪ {v}. Тогда d(v) = |N(v)| называется степенью верши-

ны v, а ∆(G) = max
v∈V

d(v). Через ∆2(G) обозначим число ОТ в графе G.

Графы с наибольшим числом ОТ при заданных n и m далее будем назы-
вать экстремальными. Имеет место следующая простая верхняя оценка
на ∆2(G).
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Утверждение 1. Если граф G имеет максимальную степень ∆ и со-

держит m рёбер, то ∆2(G) 6 m(∆− 1).

Доказательство. Обозначим через f(e) число ОТ, содержащих реб-
ро e = xy. Нетрудно заметить, что f(e) 6 d(x) + d(y) − 2. Поскольку
каждый ОТ содержит ровно два ребра, имеем

∆2(G) 6
∑

e∈E

f(e)/2 6 m(2∆ − 2)/2 = m(∆− 1),

что и требовалось доказать.

Отметим, что оценка достигается на однородных графах степени ∆
без треугольников. Вообще, если граф G не содержит треугольников,
то выполняется формула

∆2(G) =
∑

v∈V

Ç
d(v)

2

å
, (1)

получаемая подсчётом ОТ с центром в каждой вершине.
В работе [11] доказана

Лемма 1 [11]. Пусть G является экстремальным графом на n верши-

нах с m рёбрами. Тогда

1) не более чем одна компонента связности графа G может иметь

рёбра;

2) если m > n и граф G имеет k изолированных вершин и одну связ-

ную компоненту C, то либо степень всех вершин в C не меньше k + 2,
либо для некоторого единственного d 6 k+1 компонента C содержит од-

ну или несколько вершин степени d, смежных с d попарно несмежными

вершинами максимальной степени ∆, а степени всех остальных вершин

в C (если они есть) лежат в интервале [k + 2,∆− 1].

Из второй части леммы 1 очевидно вытекает

Следствие 1. Пусть m > n и экстремальный граф G имеет вершины

степеней d1 и d2, причём d1 > d2 > 1. Тогда G содержит не более d1 − 2
изолированных вершин.

Докажем ещё одну оценку для числа изолированных вершин в экс-
тремальных графах определённого типа.

Лемма 2. Пусть граф G = Kk+1,∆ ∪ sK1 экстремальный с парамет-

рами n = (∆ + k + 1 + s) и m = (k + 1)∆, где k > 1. Тогда s 6 2k − 1.

Доказательство. Выберем в графе G произвольную вершину x сте-
пени k + 1 и обозначим через y1, . . . , yk+1 и z1, . . . , zs вершины степе-
ней ∆ и 0 соответственно. Пусть G′ = G \ {xy1, . . . , xyk}, а G′′ = G′ ∪
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{yk+1z1, . . . , yk+1zk}. Нетрудно заметить, что ∆2(G
′) = ∆2(G)−

(k
2

)
− k−

k(∆−1), а ∆2(G
′′) = ∆2(G

′)+
(k
2

)
+k∆ = ∆2(G). Граф G экстремальный,

а G′′ имеет то же число вершин, рёбер и ОТ, что и G. Значит, G′′ тоже
экстремальный. Поскольку в нём есть вершины степеней 1 и k+1, а так-
же s − k изолированных вершин, по следствию 1 получаем s 6 2k − 1.
Лемма 2 доказана.

Пусть заданы целые неотрицательные числа m > n > D > 2. Назовём
граф G = (V,E) хорошим, если выполняются следующие условия:

|V (G)| = n, |E(G)| = m, ∆(G) 6 D, m = kD + l,

где k ∈ [0,D − 1], l ∈ [1,D], n > k +D + 1. (2)

Другими словами, чтобы граф G был хорошим, при делении m на D
с ненулевым остатком (т. е. при m = kD считаем, что частное равно
k−1, а остаток равен D) частное и остаток должны удовлетворять усло-
виям (2), где m— это число рёбер графа G, а D — фиксированное число,
являющееся верхней оценкой его максимальной степени.

Обозначим через f(n, k, l,D) максимальное число ОТ среди хороших
графов с такими параметрами. Основным результатом этого раздела яв-
ляется

Теорема 1. f(n, k, l,D) = k
(D
2

)
+D

(k
2

)
+ lk +

( l
2

)
.

Доказательство сразу следует из лемм 3 и 4 ниже. Отметим также,
что вырожденный случай k = 0 можно не рассматривать, поскольку
тогда m = l 6 D и, очевидно, экстремальный граф представляет собой
звезду K1,m с n−m−1 изолированными вершинами, для которой теорема
верна. Теорема 1 доказана.

Нам потребуются известные свойства биномиальных коэффициентов,
легко проверяемые непосредственно:Ç

a+ b

2

å
−
Ç
b

2

å
=

Ç
a

2

å
+ ab,

Ç
a− b

2

å
+

Ç
b

2

å
=

Ç
a

2

å
− ab+ b2, (3)

в частности,Ç
a+ 1

2

å
=

Ç
a

2

å
+ a,

Ç
a− 1

2

å
=

Ç
a

2

å
− a+ 1. (4)

Лемма 3. f(n, k, l,D) > k
(∆
2

)
+D

(k
2

)
+ lk +

( l
2

)
.

Доказательство. Построим хороший граф, в котором число ОТ
не меньше, чем указано в лемме 3. Рассмотрим полный двудольный
граф Kk,D и добавим к нему вершину, смежную с l вершинами степени k,
а также n −D − k − 1 изолированных вершин. Обозначим полученный
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граф через G(n, k, l,D). Например, на рис. 1 изображён граф G(n, 2, 2, 5)
при n > 8.

. . .

n− 8 вершин

Рис. 1. Граф G(n, 2, 2, 5) при n > 8

По формулам (1) и (4) имеем

f(n, k, l,D) > ∆2(G(n, k, l,D)) =

= k

Ç
D

2

å
+ (D − l)

Ç
k

2

å
+ l

Ç
k + 1

2

å
+

Ç
l

2

å
=

= k

Ç
D

2

å
+D

Ç
k

2

å
+ lk +

Ç
l

2

å
,

что и требовалось доказать. Лемма 3 доказана.

Лемма 4. f(n, k, l,D) 6 k
(D
2

)
+D

(k
2

)
+ lk +

( l
2

)
.

Доказательство. Применим индукцию по D. При D = 2 по усло-
вию (2) имеем m ∈ {3, 4} и максимальное число ОТ (2 или 4 соответ-
ственно) достигается на пути длины 3 или цикле длины 4, поэтому вы-
полняются требуемые неравенства f(n, 1, 1, 2) 6 2 и f(n, 1, 2, 2) 6 4.

Пусть теперь D > 3 и лемма верна при всех D′ < D. Положим A =
k
(D
2

)
+D

(k
2

)
+ lk+

( l
2

)
и предположим, что существуют хорошие графы,

содержащие больше чем A ОТ. Среди всех таких графов выберем граф
с наименьшим числом вершин и обозначим его через G. Рассмотрим два
случая.

Случай 1: ∆(G) = D. Обозначим через x произвольную вершину
степени D и положим G′ = G \ x. Тогда в G содержится не более

(D
2

)

ОТ с центром в вершине x, не более m −D ОТ, в которых x имеет сте-
пень 1, и не более ∆2(G

′) ОТ, не содержащих x. Поскольку граф G′

хороший с параметрами n − 1, k − 1, l, D, по определению f имеем
∆2(G

′) 6 f(n− 1, k− 1, l,D), а по выбору G для графа G′ лемма 4 верна.
Значит, учитывая (4), получаем

∆2(G) 6

Ç
D

2

å
+ kD + l −D + (k − 1)

Ç
D

2

å
+D

Ç
k − 1

2

å
+
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+ l(k − 1) +

Ç
l

2

å
= k

Ç
D

2

å
+D

Ç
k

2

å
+ lk +

Ç
l

2

å
= A;

противоречие.
Случай 2: ∆(G) 6 D − 1. Рассмотрим три подслучая.
Подслучай 2.1: k = D − 1. Имеем

A = (D − 1)

Ç
D

2

å
+D

Ç
D − 1

2

å
+ l(D − 1) +

Ç
l

2

å
=

= D3 − 5

2
D2 + lD +

3

2
D +

l2 − 3l

2
,

но по утверждению 1

∆2(G) 6 m(∆(G) − 1) 6 (D2 −D + l)(D − 2) =

= D3 − 3D2 +Dl + 2D − 2l = A− D2 −D + l2 + l

2
< A,

поскольку D > 3 и l > 0.

Подслучай 2.2: k 6 D − 2 и l + k 6 D − 1. Тогда

m = kD + l = k(D − 1) + l + k,

т. е. G удовлетворяет условиям (2) для D′ = D − 1, k′ = k, l′ = l + k.
По индукции и формулам (3) и (4) получаем

∆2(G) 6 f(n, k, l + k,D − 1) 6

6 k

Ç
D − 1

2

å
+ (D − 1)

Ç
k

2

å
+ (l + k)k +

Ç
l + k

2

å
=

= k

Ç
D

2

å
− k(D − 1) +D

Ç
k

2

å
−
Ç
k

2

å
+ k2 + lk +

Ç
l

2

å
+

Ç
k

2

å
+ lk =

= k

Ç
D

2

å
+D

Ç
k

2

å
+ lk +

Ç
l

2

å
+ k2 + lk − kD + k 6 A,

поскольку k(k + l + 1−D) 6 0.

Подслучай 2.3: k 6 D − 2 и l + k > D. Тогда

m = kD + l = (k + 1)(D − 1) + l + k + 1−D,

т. е. G удовлетворяет условиям (2) для D′ = D − 1, k′ = k + 1, l′ =
l + k + 1−D. По индукции имеем

∆2(G) 6 f(n, k + 1, l + k + 1−D,D − 1) 6

6 (k + 1)

Ç
D − 1

2

å
+ (D − 1)

Ç
k + 1

2

å
+ l′(k + 1) +

Ç
l′

2

å
. (5)
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Заметим, что по формуле (4) получаем

(k + 1)

Ç
D − 1

2

å
+ (D − 1)

Ç
k + 1

2

å
=

= (k + 1)

(Ç
D

2

å
−D + 1

)
+ (D − 1)

(Ç
k

2

å
+ k

)

= k

Ç
D

2

å
+D

Ç
k

2

å
+

Ç
D

2

å
−
Ç
k

2

å
−D + 1.

С другой стороны, из формулы (3) вытекает
Ç
l + k + 1−D

2

å
−
Ç
k

2

å
+

Ç
D

2

å
=

Ç
l + 1−D

2

å
+

Ç
D

2

å
+

+ (l + 1−D)k =

Ç
l + 1

2

å
− (l + 1)D +D2 + kl + k − kD =

=

Ç
l

2

å
+ l − l′D + kl + k.

Подставляя в (5), получим

∆2(G) 6 k

Ç
D

2

å
+D

Ç
k

2

å
−D + 1 + l′(k + 1) +

Ç
l

2

å
+

+ l − l′D + kl + k = A + l′(k + 2−D) 6 A,

поскольку l′ > 0 и k + 2 6 D. Лемма 4 доказана.

Отметим также, что граф G(n, k, l,D) не является единственным хо-
рошим графом, где достигается оценка из теоремы 1. Более того, экстре-
мальный граф может даже не содержать вершины степени D. Например,
при n = 8, m = 12, D = 5 (т. е. k = l = 2) максимальное число ОТ, рав-
ное 30, содержат как граф G(8, 2, 2, 5), так и K3,4 ∪K1.

2. Основной результат

Обозначим через G экстремальный граф на n вершинах с m = n + c
рёбрами, где c > 1. В [12] доказана

Лемма 5 [12]. Если экстремальный граф G0 имеет вершину v степе-

ни n − 1 (всесмежную вершину), то G0 \ {v} = (n − c − 3)K1 ∪ K1,c+1

и имеет место формула ∆2(G) = (n2 − 3n+ c2 − c)/2.

Сначала покажем, что граф G0 из леммы 5 экстремальный в случае
n > 3c+ 7, улучшая тем самым результат теоремы 1 из [12].
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Теорема 2. Если граф G = (V,E) содержит |V | = n > 3c+7 вершин

и |E| = m = n+ c рёбер, то ∆2(G) 6 (n2 − 3n + c2 − c)/2, причём в этих

условиях граф G0 из леммы 5 единственный экстремальный.

Доказательство. Пусть x ∈ V — вершина максимальной степени ∆
в графе G. Случай ∆ = n−1 разобран в лемме 5. Рассмотрим остальные
варианты.

Случай 1. Пусть (n+ c)/2 6 ∆ 6 n− 2. Сначала оценим сверху мак-
симальное число ОТ в графе G. Очевидно, что граф G содержит не бо-
лее

(∆
2

)
ОТ с центром x, причём равенство достигается только в случае,

когда N(x) независимо. Также имеется не более m − ∆ ОТ, в которых
вершина x имеет степень 1, причём равенство достигается только в слу-
чае, когда каждое из m−∆ рёбер, неинцидентных x, имеет ровно один
конец в N(x). Наконец, ∆2(G \ {x}) 6

(m−∆
2

)
, и равенство достигается

только в случае, когда граф G\{x} содержит в качестве подграфа звезду
K1,m−∆. Поскольку m −∆ 6 ∆, все три условия достижения равенства
выполняются для графа G(n, 1,m −∆,∆). Так как этот граф содержит
вершины степени 2, из следствия 1 получаем, что либо в G нет изолиро-
ванных вершин (тогда ∆ = n− 2), либо в G нет вершин степени 1 (тогда
∆ = (n+ c)/2).

Если ∆ = n− 2, то при n > 3c+ 7 имеем

∆2(G) 6

Ç
n− 2

2

å
+ c+ 2 +

Ç
c+ 2

2

å
=

=
n2 − 5n + c2 + 5c+ 12

2
<

n2 − 3n + c2 − c

2
,

а если ∆ = (n+ с)/2, то

∆2(G) = 2

Ç
(n+ с)/2

2

å
+

n+ c

2
=

n2 + 2cn + c2

4
=

=
n2 − 3n+ c2 − c

2
− n2 − 2cn + c2 − 6n− 2c

4
.

При этом

n2 − 2cn+ c2 − 6n− 2c = n(n− 2c− 6) + c2 − 2c >

> (3c+ 7)(c + 1) + c2 − 2c > 0,

так что получаем ∆2(G) < (n2 − 3n+ c2 − c)/2.
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Случай 2. Пусть (3n − c)/7 6 ∆ < (n + c)/2. Оценим ∆2(G) сверху
так же, как и в случае 1:

∆2(G) <

Ç
∆

2

å
+ n+ c−∆+

Ç
n+ c−∆

2

å
.

Отметим, что неравенство строгое, поскольку все три условия достиже-
ния равенства из предыдущего случая выполниться не могут. Действи-
тельно, из неравенства ∆ < m − ∆ и независимости N(x) следует, что
либо граф G \ x не содержит звезды K1,m−∆, либо хотя бы одно из её
рёбер не имеет вершин в N(x). Таким образом,

∆2(G) <
n2 + c2 + 2∆2 + 2nc− 2n∆− 2c∆+ n+ c− 2∆

2
=

=
n2 − 3n + c2 − c

2
− 2n∆− 2nc+ 2c∆ − 2∆2 − 4n+ 2∆− 2c

2
.

Заметим, что

n−∆− 1 =
n

2
+

Å
n

2
−∆

ã
− 1 >

3c+ 7

2
− c

2
− 1 = c+

5

2
,

∆− c− 2 >
3n− c− 7c− 14

7
>

9c+ 21 − 8c− 14

7
= 1 +

c

7
.

Из целочисленности имеем n−∆− 1 > c+ 3 и ∆− c− 2 > 2. Значит,

n∆− nc− 2n−∆2 + c∆+∆− c =

= (n−∆− 1)(∆ − c− 2)− 2c− 2 > 2(c+ 3)− 2c− 2 = 4 > 0.

Следовательно, ∆2(G) < (n2 − 3n+ c2 − c)/2.

Случай 3. Пусть ∆ 6 (3n− c− 1)/7. По утверждению 1 имеем

∆2(G) 6 m(∆− 1) 6
(n+ c)(3n − c− 8)

7
=

=
3n2 + 2nc− c2 − 8n− 8c

7
=

n2 − 3n+ c2 − c

2
−

− n2 − 4nc− 5n+ 9c2 + 9c

14
.

Однако при n > 3c+ 7 получаем

n2 − 4nc− 5n+ 9c2 + 9c = (n− 2c)(n − 2c− 5) + 5c2 − c > 0,

а следовательно, ∆2(G) < (n2 − 3n+ c2 − c)/2. Теорема 2 доказана.

Рассмотрим случай n ∈ [c + 7, 3c + 6]. Оказывается, при таких n экс-
тремальным будет граф G(n, 1, c + 2, n − 2), встретившийся в случае 1
доказательства теоремы 2.
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Теорема 3. Если граф G = (V,E) содержит |V | = n ∈ [c + 7, 3c + 6]
вершин и |E| = m = n + c рёбер, то ∆2(G) 6 (n2 − 5n + c2 + 5c + 12)/2.
В этих условиях граф G1 = G(n, 1, c+2, n−2) экстремальный, а в случае

n 6 3c+ 5— единственный экстремальный.

Доказательство. Пусть x ∈ V — вершина максимальной степени ∆
в графе G. Рассмотрим несколько случаев.

Случай 1. Если ∆ = n−1, то при n ∈ [c+7, 3c+6] по лемме 5 имеем

∆2(G) 6
n2 − 3n + c2 − c

2
6

n2 − 5n+ c2 + 5c+ 12

2
,

причём равенство достигается только в случае n = 3c+ 6.

Случай 2. Если (n+c)/2 6 ∆ 6 n−2, то, как и в случае 1 доказатель-
ства теоремы 2, имеем два возможных кандидата на роль экстремального
графа, а именно G1 = G(n, 1, c + 2, n − 2) и G2 = K2,(n+c)/2 ∪ sK1, где
s = (n − c)/2 − 2. При этом

∆2(G1)−∆2(G2) =
n2 − 5n+ c2 + 5c+ 12

2
− n2 + 2cn+ c2

4
=

=
(n− c− 4)(n − c− 6)

4
> 0,

а значит, экстремальным будет только граф G1 = G(n, 1, c + 2, n− 2).

Случай 3. Пусть c+ 3 6 ∆ < (n+ c)/2. Аналогично случаю 2 из до-
казательства теоремы 2 имеем

∆2(G1)−∆2(G) >
n2 − 5n+ c2 + 5c+ 12

2
−

− n2 + c2 + 2∆2 + 2nc− 2n∆− 2c∆+ n+ c− 2∆

2
=

= n∆+ c∆ − cn −∆2 − 3n+ 2c+∆+ 6 =

= (n−∆− 2)(∆ − c− 3) > 0,

т. е. граф G не экстремальный.

Случай 4. Пусть (c+ 6)/2 6 ∆ 6 c+ 2. Докажем, что в этом случае
граф G должен быть хорошим для D = ∆. Действительно, предположим,
что m = k∆ + l, где l ∈ [1,∆]. Если k > ∆, то 4c + 6 > m > ∆2 >

c2/4 + 3c + 9, откуда c2 − 4c + 12 < 0; противоречие. Если n 6 k + ∆,
то c + 7 6 n 6 k + c + 2, а значит, k > 5. Однако, с другой стороны,
k∆+ l = m = n+ c 6 k +∆+ c и, следовательно,

∆ 6
c+ k − l

k − 1
<

c

2
+ 3
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даже при k > 3; противоречие. Значит, граф G удовлетворяет услови-
ям (2). Тогда из лемм 3 и 4 вытекает, что ∆2(G) 6 ∆2(G(n, k, l,∆)).
Покажем, что граф G3 = G(n, k, l,∆) не может быть экстремальным.

Если l < ∆, то G3 содержит n − ∆ − k − 1 изолированных вершин,
а также одновременно вершины степеней k и k+1. Тогда по следствию 1
имеем n−∆−k−1 6 k−1, т. е. n 6 2k+∆. Значит, c+7 6 n 6 2k+c+2,
откуда в виду целочисленности имеем k > 3. Поскольку k∆ + l = m =
n+ c 6 2k +∆+ c, получаем

∆ 6
c+ 2k − l

k − 1
=

c

k − 1
+ 2 +

2− l

k − 1
<

c

2
+ 3

при k > 3 и l > 1.
Если l = ∆, то G3 = Kk+1,∆ ∪ sK1, где s = n − ∆ − k − 1. Тогда

n 6 3k +∆ по лемме 2. Следовательно, c+ 7 6 n 6 3k + c+ 2, а значит,
k > 2. С другой стороны, (k + 1)∆ = m = n + c 6 3k + ∆ + c, откуда
∆ 6 3 + c/k < c/2 + 3 при k > 3. Осталось рассмотреть случай k = 2,
т. е. G3 = K3,∆ ∪ sK1 и n+ c = m = 3∆. По формуле (1) получаем

∆2(G3) = 3

Ç
∆

2

å
+∆

Ç
3

2

å
=

3∆(∆ + 1)

2
=

(n+ c)(n + c+ 3)

6
=

=
n2 + 2nc+ c2 + 3n+ 3c

6
=

n2 − 5n+ c2 + 5c+ 12

2
−

− 2n2 − 2nc+ 2c2 − 18n + 12c+ 36

6
.

Поскольку при n > c+ 7

n2 − nc+ c2 − 9n+ 6c+ 18 = (n− 2)(n − c− 7) + c2 + 4c+ 4 > 0,

то ∆2(G3) < ∆2(G1), т. е. граф G3 не экстремальный.

Случай 5. Если ∆ 6 (c+ 5)/2, то по утверждению 1 имеем

∆2(G) 6 m(∆− 1) 6
(n+ c)(c + 3)

2
=

nc+ c2 + 3n+ 3c

2
=

=
n2 − 5n+ c2 + 5c+ 12

2
− n2 − nc− 8n+ 2c+ 12

2
.

Однако при n > c+ 7

n2 − nc− 8n+ 2c+ 12 = (n − 1)(n − c− 7) + c+ 5 > 0,

а значит, граф G не может быть экстремальным. Теорема 3 доказана.

Из доказательств теорем 2 и 3 следует, что единственными экстре-
мальными графами при n > 3c+7 и n ∈ [c+7, 3c+5] являются графы G0
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и G1 соответственно. При n = 3c + 6 оба этих графа экстремальны, по-
скольку ∆2(G0) = ∆2(G1) = 5c2+13c+9, а других экстремальных графов
нет.

Заключение

В работе найдена характеризация экстремальных по числу ОТ графов
с n вершинами и m = n + c рёбрами для n > c + 7. Доказано, что при
n 6= 3c+ 6 такой граф единствен и совпадает либо с G0 из леммы 5 при
n > 3n + 7, либо с G1 из теоремы 3 при n ∈ [c + 7, 3c + 5]. В случае
n = 3c+ 6 оба этих графа экстремальны, причём других экстремальных
графов нет. В качестве направлений дальнейших исследований можно
предложить охарактеризовать экстремальные по числу ОТ n-вершинные
графы с числом рёбер, равным m = an+ b.
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ЦЕЛОЧИСЛЕННАЯ МОДЕЛЬ С УСЛОВИЯМИ
ОПТИМАЛЬНОСТИ ДЛЯ ЗАДАЧИ МИНИМИЗАЦИИ

СУММАРНОГО ВЗВЕШЕННОГО ВРЕМЕНИ
ОБСЛУЖИВАНИЯ ТРЕБОВАНИЙ ОДНИМ ПРИБОРОМ
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Аннотация. В работе рассматривается следующая задача теории
расписаний. Требования обслуживаются одним прибором. Для каж-
дого требования определены положительный вес и момент ожида-
ния, до которого включительно оно недоступно для обработки. Дли-
тельности обслуживания одинаковы. В обслуживании разрешены
прерывания. Время предполагается дискретным. Необходимо найти
расписание обслуживания требований, минимизирующее взвешен-
ную сумму моментов окончания обработки требований. Сложност-
ной статус задачи на сегодня не известен. В работе представлена
новая модель булева линейного программирования для данной за-
дачи, включающая в себя некоторые необходимые условия опти-
мальности расписаний. Эти условия представлены в виде линейных
неравенств. В результате проведённого вычислительного экспери-
мента замечено, что модель выдаёт целочисленное решение даже
без наложения условий целочисленности на переменные. Табл. 3,
ил. 2, библиогр. 10.

Ключевые слова: расписание, целочисленная модель, условие оп-
тимальности.

Введение

Рассматривается задача минимизации взвешенной суммы моментов
окончания обслуживания множества требований одним прибором. Зада-
ча формулируется следующим образом. На одном приборе необходимо
обслужить n требований. В каждый момент прибор обслуживает не бо-
лее одного требования. Множество всех требований обозначим через V.

© Р. Ю. Симанчёв, И. В. Уразова, 2025
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Для каждого требования i ∈ V заданы следующие характеристики: мо-
мент поступления ri > 0— момент времени, до которого включительно
требование i недоступно для обработки; продолжительность обслужива-
ния pi = p > 0; wi > 0— вес требования. В обслуживании требований
разрешены прерывания. Все характеристики целочисленны, в силу чего
время будем считать дискретным.

Расписанием обслуживания требований будем называть (0, 1)-век-
тор x с координатами xik, i ∈ V, k = 1, 2, . . . , которые определяются
правилами: xik = 1, если в момент времени k требование i находится
в обработке, в противном случае xik = 0. Введём величину Ci(x) =
max{k ∈ D | xik = 1}— момент завершения обработки требования i
в расписаниии x. Рассматриваемая задача заключается в нахождении
расписания, минимизирующего взвешенную сумму моментов окончания
обработки требований.

В стандартной системе обозначений [1] эта задача может быть запи-
сана как 1|pmtn; pi = p; ri|

∑
wiCi.

В обзоре [2] представлено большое число целочисленных моделей для
различных задач теории расписаний, в том числе для одного прибора.
Мы работаем с целочисленной моделью, впервые предложенной в рабо-
те [3]. Модель имеет наглядную интерпретацию с точки зрения теории
графов. Кроме того, данная модель легко проецируется на ряд других
задач построения расписаний с прерываниями на одном приборе, среди
которых есть полиномиально разрешимые, NP-трудные задачи и задачи
с открытым статусом сложности, например:

1|pmtn; ri|
∑

Ci, 1|pmtn; ri|
∑

wiCi,

1|pmtn; pi = p; ri|
∑

wiTi, 1|pmtn; pi = p; ri|
∑

Ti,

1|pmtn; ri|
∑

wiUi, 1|pmtn; pi = p; ri|
∑

wiUi.

Все эти задачи упомянуты в [4]. Что касается рассматриваемой нами
формулировки задачи, т. е. 1|pmtn; pi = p; ri|

∑
wiCi, то в настоящее

время её сложностной статус неизвестен [4].
Так как число требований конечно, можно ввести в рассмотрение

некоторый общий директивный срок d, достаточный для того, чтобы все
требования были обслужены. При этом будем использовать обозначе-
ние D = {1, 2, . . . , d}. При такой договорённости расписание x удобно
представлять в виде таблицы размера n × d, в которой каждая строка
соответствует требованию i ∈ V, а каждый столбец — моменту времени
k ∈ D. Всякий столбец этой таблицы, не содержащий единиц, назовём
пустым.
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Отметим, что при d > np упомянутая таблица будет иметь по крайней
мере один пустой столбец. В этом случае очевидно, что задача разбивает-
ся на серию подзадач, удовлетворяющих условию d = np, из оптималь-
ных решений которых естественным образом склеивается оптимальное
решение исходной задачи. В связи с этим, без ограничения общности,
будем далее полагать, что d = np.

Ясно, что введённые выше расписания являются целочисленными ре-
шениями следующей системы ограничений:

∑

k∈D

xik = p, i ∈ V, (1)

∑

i∈V

xik = 1, k ∈ D, (2)

xik > 0, i ∈ V, k = ri + 1, ri + 2, . . . , d, (3)

xik = 0, i ∈ V, k = 1, 2, . . . , ri. (4)

Полиэдр, задаваемый условиями (1)–(4), по сути дела является мно-
гогранником транспортной задачи с целыми правыми частями и, следо-
вательно, целочисленный.

Как уже отмечалось, в теории расписаний рассматривается большое
число задач на рассматриваемом множестве расписаний. Эти задачи от-
личаются различной структурой целевых функций. Мы рассматриваем
задачу минимизации функции

f(x) =
∑

i∈V

wiCi(x) (5)

на множестве вершин полиэдра (1)–(4). Отметим, что эта задача не яв-
ляется задачей целочисленного линейного программирования, так как её
целевая функция нелинейна. Эта трудность типична для большинства
задач теории расписаний при использовании аппарата целочисленного
линейного программирования.

Для дальнейшего изложения нам понадобятся следующие понятия
и обозначения.

Пусть G— обыкновенный граф. Если i и j — смежные вершины гра-
фа G, то для обозначения ребра между ними будем использовать за-
пись ij. Степень вершины i графа G обозначим через dG(i). Граф H
является подграфом графа G (H ⊂ G), если множества вершин и рёбер
графа H являются подмножествами вершин и рёбер графа G соответ-
ственно. Для графов G1 и G2 запись G1∪G2 означает граф, полученный
теоретико-множественным объединением множеств вершин и множеств



Целочисленная модель с условиями оптимальности 125

рёбер этого графа. Многогранником в конечномерном евклидовом про-
странстве будем называть выпуклую оболочку конечного множества то-
чек, полиэдром — множество решений конечной системы линейных урав-
нений и неравенств, если оно ограничено. Полиэдр, содержащий данный
многогранник, будем называть полиэдральной релаксацией многогран-
ника.

В настоящей работе описан специальный подход к построениюю ли-
нейной целевой функции для задачи 1|pmtn; pi = p; ri|

∑
wiCi, основан-

ный на графовом представлении и переходе от него к полиэдральной
постановке. В разд. 1 даются графовая и полиэдральная постановки рас-
сматриваемой задачи. Разд. 2 посвящён описанию некоторых свойств
оптимальных расписаний в терминах линейных неравенств и, как след-
ствие, получению новой ЦЛП-модели задачи. В заключении обсуждают-
ся некоторые сопутствующие результаты, связанные с численным экспе-
риментом на предложенной ЦЛП-модели.

1. Графовое описание множества расписаний

и полиэдральная постановка задачи

Перейдём к описанию множества расписаний в терминах теории гра-
фов. Эта конструкция впервые была описана в [3] и далее получила своё
развитие в [5, 6]. Рассмотрим три множества вершин: V — множество
требований, D — множество моментов времени, в которые обслуживают-
ся требования, Y — дубликат множества V (это вспомогательное мно-
жество, с помощью которого будут подсчитываться моменты окончания
обслуживания требований). При этом для множеств V и Y порядок эле-
ментов несуществен, а множество D = {1, 2, . . . d} упорядочено. Так как
множества V и Y по сути идентичны, в случаях, когда будет иметься в
виду принадлежность элемента i множествам V и Y одновременно, будем
использовать запись i ∈ V = Y. Пусть G1 = (V,D;E1)— полный двудоль-
ный граф с долями V и D и множеством рёбер E1 = {ik | i ∈ V, k ∈ D};
G2 = (Y,D;E2)— полный двудольный граф с долями Y и D и множе-
ством рёбер E2 = {ik | i ∈ Y, k ∈ D}. Сформируем граф G = G1 ∪ G2.
В графе G определим семейство подграфов H по следующему правилу.
Подграф H ⊂ G, H = H1 ∪ H2, H1 ⊂ G1, H2 ⊂ G2, принадлежит се-
мейству H (называется расписанием), если выполняются следующие три
условия:

(6) dH1(i) = p для i ∈ V ;
(7) если i ∈ V, то dH1(k) = 0 при k = 1, 2, . . . , ri и dH1(k) 6 1 при

k = ri + 1, ri + 2, . . . , d;
(8) для i ∈ V = Y и k ∈ D включение ik ∈ EH2 имеет место тогда

и только тогда, когда существует момент времени l ∈ D, l > k, такой,
что il ∈ EH1.
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На рис. 1 приведён фрагмент такого графа H ∈ H для вершины i = 3.
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Рис. 1. Фрагмент графа H ∈ H для i = 3

Если H = H1 ∪ H2 ∈ H, то в силу (6) и (7) включение ik ∈ EH1

означает, что в момент k ∈ D требование i ∈ V и только оно находится
в обработке, а условие (8) гарантирует, что вершина i ∈ Y будет соеди-
нена рёбрами со всеми вершинами множества {1, 2, . . . Ci} ⊆ D. Таким
образом, подграф H1 ⊂ H задаёт расписание обслуживания требований,
а степени вершин i ∈ Y относительно подграфа H2 ⊂ H суть моменты
окончания обслуживания.

Данная конструкция позволяет сформулировать рассматриваемую за-
дачу (5) в виде

min
{∑

i∈Y

widH2(i) | H = H1 ∪H2 ∈ H
}
. (9)

Построим модель булева линейного программирования для задачи (9).
Пусть RE = RE1 × RE2 — пространство, ассоциированное с множеством
рёбер графа G. Иными словами, RE — это пространство вектор-столб-
цов, компоненты которых индексированы элементами множества E =
E1 ∪ E2. Оси координат в RE1 будем именовать xik, в RE2 — yik. Пусть
H ∈ H. Вектором инциденций подграфа H = H1 ∪ H2 назовём вектор
(xH1 , yH2) ∈ RE1 ×RE2 с координатами

xH1
ik =

®
1, если ik ∈ EH1,

0 иначе,
i ∈ V, k ∈ D,

yH2
ik =

®
1, если ik ∈ EH2,

0 иначе,
i ∈ Y, k ∈ D.
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Теперь с множеством расписаний H можно связать многогранник

PH = conv{(xH1 , yH2) ∈ RE | H = H1 ∪H2 ∈ H}.
В работах [3, 6] доказана

Теорема 1. Подграф H = H1 ∪ H2 ⊂ G принадлежит семейству H
(является расписанием) тогда и только тогда, когда его вектор инциден-

ций (xH1 , yH2) ∈ RE является целочисленной точкой полиэдра, задавае-

мого ограничениями (1)–(4) и ограничениями

d∑

l=k

xil 6 pyik, i ∈ V = Y, k ∈ D, (10)

yik 6

d∑

l=k

xil, i ∈ V = Y, k ∈ D, (11)

yik 6 1, i ∈ Y, k ∈ D. (12)

Полиэдр, задаваемый ограничениями (1)–(4), (10)–(12), обозначим че-
рез MH. Из теоремы 1 следует, что PH ⊆ MH, т. е. MH является полиэд-
ральной релаксацией многогранника PH. Более того, так как MH и PH

лежат в единичном кубе, можем сформулировать следствие из теоре-
мы 2.

Следствие 1. Множество вершин многогранника PH совпадает мно-

жеством целочисленных точек пространства RE, принадлежащих поли-

эдру MH.

Теперь задачу (9) можно сформулировать как задачу булева програм-
мирования вида

min

{
g(x, y) =

∑

i∈Y

d∑

k=1

wiyik | (x, y) ∈ MH ∩ ZE

}
, (13)

где ZE — целочисленная решётка пространства RE.

Таблица 1

Значения переменных yik для точки, изображённой на рис. 2

❍
❍
❍
❍
❍❍

i
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1 0,75 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,25

2 1 1 1 1 1 1 1 0,75 0,5 0,25 0 0

3 1 1 1 0,75 0,5 0,25 0 0 0 0 0 0
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Рис. 2. Пример нецелочисленной вершины полиэдра MH

Пример на рис. 2 показывает, что полиэдр MH имеет также нецело-
численные вершины, т. е. включение PH ⊂ MH строгое. Вершина по-
лиэдра MH приведена в графовом виде. Здесь n = 3, p = 4, d = 12,
r = (0, 2, 2). Сплошной линией изображены переменные, по которым
точка (x, y) ∈ MH имеет значение 1, штриховой — нецелочисленные пе-
ременные. В табл. 1 приведены значения для каждой переменной yik.
Этот пример получен применением симплекс-метода к полиэдру (1)–(4),
(10)–(12) (вид целевой функции значения не имеет).

2. Целочисленная модель с условиями оптимальности

Среди всех расписаний семейства H выделим подсемейство H∗ оп-
тимальных расписаний задачи 1|pmtn; pi = p; ri|

∑
wiCi, т. е. семейство

всех таких подграфов H∗ = H∗
1 ∪H∗

2 ∈ H, что g(xH
∗

1 , yH
∗

2 ) 6 g(xH1 , yH2)
для любого H = H1 ∪H2 ∈ H.

Изучению структурных свойств оптимальных расписаний посвящены,
например, работы [7–10]. В частности, в [10] сформулирована следующая
теорема. Для расписания x ∈ Σd через Si(x) обозначим момент начала
обработки требования i ∈ V, т. е. Si(x) = min{k ∈ D | xik = 1}.

Теорема 2 [10]. Если Si(x) < Sj(x) при любом оптимальном распи-

сании x ∈ Σd, то выполняется либо Ci(x) < Sj(x), либо Ci(x) > Cj(x)
для всех i, j ∈ V.
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Пользуясь теоремой 2, докажем следующую теорему, также упомяну-
тую в [5].

Теорема 3. В оптимальном расписании различные моменты обра-

ботки любого из требований не сравнимы по модулю p.

Доказательство. Пусть расписание x ∈ Σd оптимально. Выберем
произвольно требование i ∈ V и обозначим через k1, k2, . . . , kp моменты
его обработки. Предположим, что найдутся такие s, t ∈ {1, 2, . . . , p}, что
kt = ks + lp. В таблице, соответствующей расписанию x, между столбца-
ми ks и kt имеется pl− 1 непустых столбцов. Это означает, что найдётся
требование j ∈ V, моменты обработки которого располагаются как ле-
вее, так и правее столбца kt. Пусть m1,m2, . . . ,mp — моменты обработки
требования j. При этом будем полагать, что mα < kt < mα+1 6 mp.
Рассмотрим два случая.

Таблица 2

Фрагмент расписания x из доказательства

теоремы 3 для случая k1 < m1

. . . mα . . . kt . . . mp . . . kp . . .

i . . . . . . 1 . . . . . . 1 . . .

j . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . .

Если k1 < m1, то по теореме 2 имеем mp < kp. Фрагмент расписания x,
соответствующий этому случаю, представлен в табл. 2. В этой ситуации
можем единицу из клетки (i, kt) перенести в клетку (i,mp), а единицу
из клетки (j,mp) перенести в клетку (j, kt). Значение целевой функции
при этом уменьшится. Следовательно, расписание x не будет оптималь-
ным.

Таблица 3

Фрагмент расписания x из доказательства

теоремы 3 для случая m1 < k1

. . . mα . . . kt . . . kp . . . mp . . .

i . . . . . . 1 . . . 1 . . . . . .

j . . . 1 . . . . . . . . . 1 . . .

Если же m1 < k1, то вновь по теореме 2 имеем kp < mp. Соответству-
ющий фрагмент расписания x представлен в табл. 3. Вновь переносим
единицы: из клетки (i, kp) в клетку (i,mα), а из клетки (j,mα) в клетку
(j, kp). Значение целевой функции вновь уменьшится, что вновь проти-
воречит оптимальности расписания x. Теорема 3 доказана.
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Следствием теоремы 3 и условия (6) в терминах пространства RE =
RE1 ×RE2 являются равенства

n−1∑

s=0

xi(m+sp) = 1, i ∈ V, m = 1, . . . , p, (14)

которым удовлетворяют все оптимальные расписания задачи. При этом
нетрудно привести примеры расписаний, удовлетворяющих ограничени-
ям (14), но не являющихся оптимальными.

Наряду с полиэдром MH, заданным ограничениями (1)–(4), (10)–(12),
в пространстве RE = RE1 ×RE2 определим ещё один полиэдр, учитыва-
ющий свойство оптимальных расписаний (14):

∑

i∈V

xik = 1, k = 1, . . . , d, (2)

xik > 0, i ∈ V, k = ri + 1, ri + 2, . . . , d, (3)

xik = 0, i ∈ V, k = 1, 2, . . . , ri, (4)

yik 6 1, i ∈ V, k = 1, . . . , d, (12)
n−1∑

s=0

xi(m+sp) = 1, i ∈ V, m = 1, . . . , p, (14)

n−1∑

l=s

xi(m+lp) 6 yi(m+sp), i ∈ V, m = 1, . . . , p, s = 0, 1, . . . , n − 1, (15)

yi(k−1) > yik, i ∈ V, k = 2, 3, . . . , d, (16)

Обозначим этот полиэдр через QH. Вместе с задачей (13) рассмотрим
новую задачу булева программирования

min

{
g(x, y) =

∑

i∈Y

d∑

k=1

wiyik | (x, y) ∈ QH ∩ ZE

}
. (17)

Нас будет интересовать взаимосвязь оптимальных решений задач (13)
и (17). Обратим внимание, что обе эти задачи имеют одну и ту же целе-
вую функцию, но отличаются релаксационными полиэдрами. Докажем,
что множества оптимальных решений задач (13) и (17) совпадают. Это
позволит для решения исходной задачи 1|pmtn; pi = p; ri|

∑
wiCi вместо

полиэдра MH использовать также полиэдр QH.

Лемма 1. Если целочисленная точка (x, y) является оптимальным

решением задачи (17), то она принадлежит полиэдру MH.

Доказательство. Так как (x, y) является решением задачи (17),
то (x, y) ∈ QH.
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Для доказательства того, что (x, y) ∈ MH, достаточно показать, что
эта точка удовлетворяет всем ограничениям (1)–(4), (10)–(12). Так как
часть ограничений полиэдров MH и QH совпадает, доказательства тре-
бует только выполнение ограничений (1), (10) и (11) для точки (x, y).

Ограничение (1) при каждом фиксированном i следует из ограниче-
ний (14) суммированием по m = 1, 2, . . . , p.

Докажем, что для точки (x, y) выполняются ограничения (10). Возь-
мём произвольно i ∈ V = Y и k = m∗+s∗p (подходящие m∗ ∈ {1, 2, . . . , p}
и s∗ ∈ {0, 1, . . . , n− 1} существуют для любого k ∈ {1, 2, . . . , d}). Сумми-
руя (15) и пользуясь ограничениями (16), получаем требуемое:

d∑

l=k

xil =

p∑

m=1

n−1∑

l=s∗

xi(m∗+m+lp) 6

p∑

m=1

yi(m∗+m+s∗p) 6

6

p∑

m=1

yi(m∗+s∗p) =

p∑

m=1

yik = pyik.

Остаётся доказать, что точка (x, y) удовлетворяет ограничениям (11).
Если yik = 0, то (11) выполняется в силу неотрицательности xil, i ∈ V,
l ∈ {k, k + 1, . . . , d}.

Пусть yik = 1. Если
d∑

l=k

xil > 1, доказывать нечего. Предположим, что

d∑
l=k

xil = 0. В силу (16) упорядоченный набор переменных yi1, yi2, . . . , yid

разбивается на две части: сначала идёт последовательность единиц, за-
тем — последовательность нулей. Обозначим через yit = 1 последнюю
единицу в строке i ∈ Y таблицы y = (yik)i∈V, k=1,2,...,d. Ясно, в частности,
что k 6 t. Сформируем новую точку (x, ỹ), занулив в y ровно одну ко-
ординату yit. Покажем, что (x, ỹ) ∈ QH. Ограничения (2)–(4) и (14) для
точки (x, ỹ) выполняются, так как координаты xik не менялись. Выпол-
нение ограничений (12) также очевидно. Ограничения (16) выполняются
в силу того, что yit = 1— последняя единица в строке i ∈ Y таблицы y.
Наконец, выполнение ограничений (15) следует из предположения, что
d∑

l=k

xil = 0, т. е. xik = xi(k+1) = · · · = xid = 0. Тем самым (x, ỹ) ∈ QH.

Однако легко заметить, что при этом в силу структуры целевой функ-
ции задачи (17) получаем неравенство g(x, ỹ) < g(x, y), что противоречит
оптимальности точки (x, y) для задачи (17). Следовательно, предполо-

жение о том, что
d∑

l=k

xil = 0 при yik = 1, неверно. Таким образом, огра-

ничения (11) для точки (x, y) также выполняются. Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Если точка (x̃, ỹ) является оптимальным решением зада-

чи (13), то она принадлежит полиэдру QH.

Доказательство. Так как точка (x̃, ỹ) принадлежит полиэдру MH,
она удовлетворяет всем ограничениям (1)–(4), (10)–(12), поэтому остаёт-
ся доказать, что точка (x̃, ỹ) удовлетворяет ограничениям (14)–(16).

Если нарушается какое-либо из ограничений (14), то в оптимальном
расписании x̃ найдётся требование, в обработке которого есть моменты
времени, сравнимые по модулю p. Это противоречит теореме 3. Значит,
точка (x̃, ỹ) удовлетворяет ограничениям (14).

Перейдём к ограничениям (16). Если для некоторых i ∈ V и k ∈
{1, 2, . . . , d} имеем неравенство ỹi(k−1) < ỹik, то очевидно, что ỹi(k−1) = 0

и ỹik = 1. В этом случае в силу (10) имеем
d∑

l=k−1

x̃il = 0 и, как следствие,

d∑
l=k

x̃il = 0, но тогда из (11) следует, что ỹik = 0; противоречие. Значит,

ограничения (16) также выполняются для точки (x̃, ỹ).
Наконец, рассмотрим ограничения (15) для точки (x̃, ỹ). Возьмём про-

извольно i ∈ V = Y и k = m∗ + s∗p ∈ {1, 2, . . . , d}. Если ỹik = 1, то,
пользуясь (14), получим

n−1∑

l=s∗

x̃i(m∗+lp) 6

n−1∑

l=0

x̃i(m∗+lp) = 1 = ỹik.

Если же ỹik = 0, то в силу (10) имеем
d∑

l=s∗

x̃i(m∗+lp) 6

d∑

l=k

x̃il = 0 = ỹi(m∗+s∗p).

В обоих случаях ограничения (15) выполняются. Лемма 2 доказана.

Следствием лемм 1 и 2 является совпадение множеств оптимальных
решений задач (13) и (17).

Теорема 4. Целочисленная точка является оптимальным решением

задачи (13) тогда и только тогда, когда она является оптимальным ре-

шением задачи (17).

Доказательство. Действительно, если точка (x, y) является опти-
мальным решением задачи (17), то по лемме 1 имеем (x, y) ∈ QH ∩MH.
Предположим, что оптимальным решением задачи (13) является отлич-
ная от (x, y) точка (x̃, ỹ) и при этом g((x̃, ỹ)) < g((x, y)). Так как точ-
ка (x̃, ỹ) оптимальна в (13), по лемме 2 она принадлежит полиэдру QH

и, следовательно, (x, y) не оптимальна в задаче (17); противоречие.
Обратная импликация доказывается аналогично. Теорема 4 доказана.
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Заключение

В работе в терминах теории графов построены новые модели, форма-
лизующие задачу минимизации общего взвешенного времени окончания
обслуживания множества требований на одной машине. Принципиаль-
ной особенностью предложенных в данной работе моделей является то,
что в них множество всех расписаний трактуется как семейство подгра-
фов некоторого специального графа. Как следствие, получаем богатый
арсенал возможностей для анализа комбинаторной структуры задачи,
который существенно расширяется при использовании полиэдральных
свойств соответствующего многогранника.

Получена полиэдральная релаксация многогранника оптимальных
расписаний. В качестве сопутствующего результата отметим, что при
проведении вычислительного эксперимента на новой модели среди бо-
лее тысячи задач с различными входными данными целочисленность
оптимального решения достигалась без требования целочисленности пе-
ременных. Рассмотрены примеры с n = 10, 20 . . . , 200 и p = 3, 4, 10, 15, 20.
На каждую комбинацию параметров n и p было решено по 10 задач с раз-
личными значениями ri, wi, i ∈ V. Найти дробное решение соответствую-
щей задачи линейного программирования на данный момент не удалось.
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Abstract. The paper considers the following problem of scheduling
theory. Jobs are serviced by a single machine. For each job, a posi-
tive weight and a release date are defined. The service durations are
the same. Interruptions are allowed during service. Time is assumed to
be discrete. It is necessary to find a schedule for servicing jobs that
minimizes the weighted sum of end times of job processing. The com-
plexity of the problem is currently unknown. This paper presents a new
Boolean linear programming model for this problem, which includes cer-
tain necessary conditions for schedule optimality. These conditions are
represented as linear inequalities. As a result of a computational experi-
ment, it is noted that the model yields an integer solution even without
imposing conditions on the variables to be integer. Tab. 3, illustr. 2,
bibliogr. 10.

Keywords: schedule, integer model, optimality condition.
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